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Предисловие
Учебник написан на основе курса лекций, прочитанных авторами в раз­
ные годы студентам Уральского политехнического института и Ураль­
ского государственного университета (ныне УрФУ). Его основная цель 
состоит в том, чтобы дать студентам общее представление о моделях и 
методах описания движений сплошной среды.
Дисциплина «Механика сплошных сред» является обязательной при 
подготовке физиков. Первая часть курса, в которой изучаются модели 
сплошной среды с элементами теории упругости, входит в модуль «Тео­
ретическая физика» базовой части учебного плана бакалавриата по на­
правлению подготовки «Физика» и изучается в пятом семестре. Вторая 
часть, «Гидродинамика», входит в вариативную часть учебного плана 
и изучается в шестом семестре.
Учебник включает разделы, связанные с кинематикой сплошной сре­
ды, физико-математическими моделями сплошной среды, элементами 
теории упругости (термодинамика деформирования, закон Гука, растя­
жение-сжатие стержня, изгиб и кручение стержня), гидродинамикой 
идеальной и вязкой жидкости, газодинамикой (особенности сверхзву­
кового движения газа, ударные волны) и магнитной гидродинамикой. 
Материал отобран так, чтобы заложить основу для изучения таких дис­
циплин, как физика твердого тела, теплофизика, термодинамика необ­
ратимых процессов, кинетическая теория газов, физика аэрозолей и др.
За последние годы несколько раз поменялись образовательные стан­
дарты и, соответственно, учебные планы. Появились новые направле­
ния подготовки. Поэтому по содержанию учебник отличается от издан­
ного ранее учебного пособия В. Г. Черняка и П. Е. Суетина «Механи­
ка сплошных сред» (М., 2006). Добавлена вводная глава с элементами 
векторного и тензорного анализа, который составляет основу матема­
тического аппарата механики сплошных сред. Включена также новая 
глава «Гидродинамика разреженного газа». Это продиктовано необхо­
димостью расширить представления студентов о возможностях исполь­
зования методов гидродинамики для описания закономерностей движе­
ния тел в газах при пониженных давлениях, в частности, летательных 
аппаратов на больших высотах и мелких частиц в нижних слоях ат­
мосферы. Кроме того, глава «Элементы теории упругости» дополнена 
параграфами «Кручение стержня», «Изгиб стержня» и соответствую-
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тттими задачами. Внесены изменения в методику изложения материала.
Учебник обладает выверенной логической структурой, имеет много 
наглядных и понятных иллюстраций. Приведено большое количество 
задач с подробными решениями, что способствует лучшему усвоению 
теоретического материала и приобретению навыков решения приклад­
ных задач механики сплошных сред.
Учебник предназначен для студентов, обучающихся на физических 
и математико-механических направлениях подготовки, а также на неко­
торых инженерных специальностях. Часть материала доступна студен­
там младших курсов и может быть использована при изучении соот­
ветствующих разделов общей физики. Книга будет полезна также ма­
гистрантам и аспирантам, желающим освоить или освежить в памяти 
модели и методы механики сплошных сред.
В. Г. Черняк
Глава 1
О скалярах, векторах и 
тензорах
Материал этой главы не претендует на полноту и математическую стро­
гость. Ее цель — дать (или напомнить) читателю минимальные сведения 
о скалярах, векторах и тензорах, необходимые для успешного усвоения 
курса.
1.1. Скаляры
Величины, которые полностью характеризуются одним числом (поло­
жительным или отрицательным), называются скалярами. В физике ска­
лярами являются масса тела, расстояние между телами, время, давле­
ние, температура, электрический заряд и т. д.
Различают два типа скалярных величин: истинные скаляры и псев­
доскаляры.
Истинные скаляры определяются числом, не зависящим от выбора 
системы координат. Другими словами, истинные скаляры инвариант­
ны по отношению к преобразованиям координат. Примерами истинных 
скаляров могут служить масса, длина, давление.
Псевдоскаляры, как и истинные скаляры, определяются одним чис­
лом, модуль которого не зависит от выбора системы координат. Одна­
ко знак этого числа зависит от направления одной из координатных 
осей. Таким образом, псевдоскаляр — величина, не изменяющаяся при 
переносе и повороте координатных осей, но изменяющая свой знак при
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замене направления одной оси на противоположное. Простейшими при­
мерами псевдоскаляров являются проекции векторов перемещения или 
скорости движения материальной точки на координатную ось. При из­
менении направления оси на противоположное изменяется и знак про­
екции вектора. Момент инерции также является псевдоскаляром.
Учитывая, что математические действия над истинными скалярами 
и псевдоскалярами подчиняются одним и тем же законам, мы в даль­
нейшем для простоты будем использовать один термин — «скаляр».
1.2. Векторы
Вектором называется величина, которая характеризуется не только чис­
ловым значением, но и направлением в пространстве. Примеры из фи­
зики хорошо известны: сила, скорость, перемещение, напряженность 
электрического поля и т. д.
Векторы считаются одинаковыми, если имеют одинаковую длину и 
одинаково направлены.
Векторы называются коллинеарными, если они лежат на параллель­
ных или совпадающих прямых.
Три вектора называются компланарными, если их можно уложить 
на одну плоскость.
Введем декартовую систему координат, оси которой обозначим x 1 ,x 2 ,x 3. 
Пусть e i , е2, е3 — единичные векторы в направлениях координатных 
осей. Их называют базисными векторами (рис. 1.1).
Рис. 1.1
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Произвольный вектор а, исходящий из начала координат, называет­
ся радиус-вектором.
Три вектора а1е1, а2е2, а3е3 называют составляющими вектора а, а 
числа а1,а2,а3 — проекциями вектора а на координатные оси x1,x 2,x 3 
соответственно.
Вектор а может быть представлен в виде суммы составляющих век­
торов или, как говорят, разложен на три составляющих вектора:
а =  aiei +  а2е  +  а3е3.
Длина вектора а определяется по теореме Пифагора суммой квад­
ратов его проекций:
а — 'у а2 +  а2 +  а3.
Напомним действия с векторами.
Сложение векторов
Чтобы найти сумму двух векторов c — а +  b, используют одно из 
двух правил:
— правило параллелограмма: векторы а и b перемещают в простран­
стве параллельно самим себе, пока их начала не окажутся в одной точ­
ке, сумма этих векторов определяется как диагональ параллелограмма, 
построенного на векторах а и b (рис. 1.2);
— правило треугольника: начало второго слагаемого совмещается с 
концом первого слагаемого, вектор c, проведенный из начала первого 
слагаемого к концу второго слагаемого, будет суммой векторов а и b 
(рис. 1.3).
Правило многоугольника используется при сложении более двух век­
торов, например, при определении результирующей нескольких сил, 
приложенных к телу. Начало каждого последующего слагаемого сов­
мещается с концом предыдущего слагаемого. Результирующий вектор 
начинается в начале первого слагаемого и оканчивается в конце послед­
него слагаемого. Сумма трех векторов d — а + b + c показана на рис. 1.4.
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Рис. 1.2 Рис. 1.3
Рис. 1.4
Вычитание векторов
Из вектора а вычесть вектор b — то же самое, что вектор а сложить 
с вектором — b:
c =  а — b =  а +  (—b).
Операция вычитания векторов с использованием правила паралле­
лограмма сложения векторов а и — b представлена на рис. 1.5.
Рис. 1.5
Таким образом, разность векторов а и b — это вектор с, начало ко­
торого совмещено с концом вычитаемого вектора b, а конец — с концом 
уменьшаемого вектора а.
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Умнож ение вектора на скаляр
Результатом умножения вектора а на скаляр к будет вектор b =  ka, 
длина которого в к раз отличается от длины вектора а, а направление 
такое же, как у вектора а, если к > 0, и противоположное, если к < 0.
Скалярное произведение векторов
Скалярным произведением двух векторов a и b называется число, 
равное произведению длин этих векторов на косинус угла а между ни­
ми:
(a, b) =  | a | ■ | b | ■ cos а.
Например, работа силы F на перемещении S материальной точки 
определяется скалярным произведением (F, S).
Если угол между векторами острый, то (a, b) > 0; если тупой, то 
(a, b) < 0; если прямой, то (a, b) =  0.
Если известны проекции векторов на координатные оси, то скаляр­
ное произведение этих векторов можно вычислить как сумму произве­
дений их соответствующих проекций на координатные оси, т. е.
(a, b) =  aibi +  а2̂ 2 +  a3b3 .
Заметим, что в литературе используются разные обозначения ска­
лярного произведения векторов. Мы будем использовать принятое вы­
ше обозначение — векторы заключаются в круглые скобки и разделя­
ются запятой.
В екторное произведение векторов
В отличие от скалярного произведения результатом векторного про­
изведения векторов является вектор. Векторное произведение векторов 
a и b будем обозначать так: [ a, b ], т. е. векторы-сомножители заклю­
чаются в квадратные скобки и разделяются запятой.
Векторным произведением векторов a и b называется вектор c  =  
[ a , b ], который: имеет длину, равную площади параллелограмма, по­
строенного на векторах-сомножителях, т. е. | c | =  | a | ■ | b | ■ sin а; лежит 
на прямой, перпендикулярной площади параллелограмма (рис. 1.6).




1. Кратчайший поворот от первого множителя а ко второму мно­
жителю b для наблюдателя, смотрящего с конца вектора с, должен 
происходить против часовой стрелки.
2. Правило правого винта. Если поворачивать шляпку правого вин­
та по кратчайшему расстоянию от а к b, то поступательное движение 
винта укажет направление вектора с.
3. Правило левой руки. Представим вектор b как сумму двух со­
ставляющих векторов b =  by +  b^, причем вектор by направлен вдоль 
вектора а, а вектор b^ перпендикулярно ему. Если пальцы левой ру­
ки вытянуть в направлении а так, чтобы вектор b^ был направлен в 
ладонь, то отогнутый под прямым углом большой палец укажет направ­
ление вектора с.
Из определения векторного произведения следует, что оно антиком­
мутативно, т. е.
[а  b ] =  - [b, а ].
В качестве примера использования векторного произведения в фи­
зике можно привести определение момента импульса материальной точ­
ки. Пусть r — радиус-вектор материальной точки, имеющей импульс р. 
Тогда момент импульса относительно начала координат определяется 
так:
M  = [  г, р ].
Запишем в координатной форме векторное произведение векторов 




ai a2 a3 
bi b2 Ьз
= (а2Ьз -  азЬ2)е1 -  (aib3 -  а з Ь ^  +  (aib2 -  a2bi)e3. 
Проекции векторного произведения на координатные оси
[a, b ]i =  a2bз -  aзb2, [a, b ]2 =  азbl -  a ^ ,  [a, b ]з =  aib2 -  a2bi
(1.1)
1.3. Скалярное поле
В некоторой области D задано скалярное поле величины a, если каждой 
точке M  этого поля поставлено в соответствие некоторое число a(M ). 
Например, температурное поле в некотором теле задано, если задана 
температура в каждой точке этого тела.
Рассмотрим температурное поле. Выберем две близкие точки A и B , 
относительное положение которых определяется малым вектором Аг. 
Температура в точке A — ТД, а в точке B — Тв. Определим разность 
температур в этих точках: А Т  =  Тв -  Тд.
Выберем декартову систему координат, как показано на рис. 1.7.
Рис. 1.7
Проекции вектора Аг на координатные оси таковы:
Ажь А х2 , А хз.
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Координаты точек A и B (рис. 1.8):
A(x 1 ,X2 ,X3), B (xi +  Axi , X2 +  Ax 2 , x3 +  Джз).
Рис. 1.8
Температуры в точках A и B :
Ta  = T (xi,x2,x3), Tb  = T (xi +  ДX1,X2 +  Дx2,Xз +  Дxз).
Разложим температуру Tb  в ряд Тейлора, ограничившись линейны­
ми членами по малым величинам Дxi:
ВТ ВТ ВТ 4
Tb  = Ta  + Дxl  + Дx 2 +  Дxз.Bxi Bx2 dx3
Отсюда искомая разность температур такова:
л ^  BT BT Л ВТ ЛДТ =  —  ДX1 +  —  ДX2 +  —  Дxз. 
Bxi Bx2 Bx3
(1.2)
Запишем вектор Дг как сумму составляющих в направлениях коор­
динатных осей
Дг =  Д xlel +  Дx2e2 +  Дxзeз.
Если ввести векторный дифференциальный оператор
B B B




то выражение (1.2) для разности температур можно записать через ска­
лярное произведение
ДТ =  (VT, Дг).
Таким образом, введенный оператор V  (символ «набла») характери­
зует пространственную неоднородность скалярного поля, в нашем слу­
чае поля температур, в любой его точке в разных направлениях.
Часто вместо символа «набла» используют обозначение «grad» (гра­
диент):
grad Т =  VT.
Выражение V T  читают «набла Т » или «градиент Т ».
Для наглядности рассмотрено поле температуры. Все приведенные 
рассуждения актуальны для любого скалярного поля, например, для 
поля давления или концентрации.
Оператор градиента позволяет определить степень пространствен­
ной неоднородности скалярного поля в некоторой его точке в задан­
ном направлении. Его вид в криволинейных координатах представлен 
в прил. A
1.4. Векторное поле
В некоторой области D задано векторное поле вектора а, если каждой 
точке M  этого поля поставлен в соответствие некоторый вектор а ( M). 
Например, поле скоростей в области D жидкости задано, если в каж­
дой точке этой области заданы числовое значение и направление векто­
ра скорости. Электрическое поле задано, если в каждой точке заданы 
величина и направление вектора напряженности.
1.4.1. Поток векторного поля
Понятие потока векторного поля может быть наглядно проиллюстри­
ровано на примере потока жидкости.
Определим объем жидкости, протекающей за единицу времени через 
элементарную площадку dS (рис. 1.9).
Очевидно, выделенную площадку за малый промежуток времени dt 
пересечет лишь та жидкость, которая в начале этого промежутка вре­
мени находилась внутри косого цилиндра с образующей, параллельной
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вектору скорости движения жидкости и длиной vdt (рис. 1.9). Объем 
этого цилиндра таков:
(v , n )dtdS =  vn dSdt.
Объем жидкости, прошедшей за единицу време­
ни через выделенную площадку: vndS.
Чтобы определить объемный расход жидкости 
Qv через произвольную поверхность S , нужно про­
интегрировать полученное выражение по площади 
этой поверхности (рис. 1.10).
Qv =  J Vn dS. (1.4)
S
Величина Qv (в единицах СИ: м3/ с) — объем 
жидкости, проходящей за единицу времени через 
поверхность площадью S .
Мы обсудили поток вещества (жидкости). Эта 
идея очевидным образом обобщается, например, 
и на поток тепла. Если q — вектор плотности 
теплового потока (количество тепловой энергии, 
которая переносится за единицу времени через единицу поверхности, 
перпендикулярную потоку), то поток тепла через любую поверхность 
площадью S за единицу времени определится интегралом
J  Qn dS.
S
Если вектор не связан с плотностью потока какой-либо материаль­
ной величины, например, как вектор напряженности электрического 
поля E, то поток этого вектора через поверхность записывается по ана­
логии с потоком вещества или тепловой энергии:
J  En dS.
S
Таким образом, поток любого вектора а через поверхность площа­
дью S определяется интегралом от проекции этого вектора на нормаль
Рис. 1.10
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к поверхности по ее площади:




Определим поток некоторого вектора через малый прямоугольный па­
раллелепипед. Это может быть вектор скорости, плотности потока теп­
ла, вектор напряженности электрического поля, т. е. любой вектор v.
Введем декартову систему координат, оси которой параллельны реб­
рам параллелепипеда (рис. 1.11).
Рис. 1.11
Рассмотрим поток вектора v в направлении координатной оси х2, 
т. е. поток этого вектора через левую и правую грани параллелепипеда. 
Введем обозначения для вектора v на левой v,„ и правой vn грани, т. е.
Vл =  v(xi,X2,X3), vn =  v(xi,X2 +  Дх2,Хз).
Площади граней одинаковы и равны Д х1 Дх3. Поток вектора v через 
левую грань
^л, п)Д х1 Дхз =  Vn(Xi,X2,X3)ДХ1 Дхз =  - « 2(хь Х2,Хз)Дх1Дхз, (1.6)
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через правую грань:
(Vn, п)А х,Ахз =  V2(x l,x 2 +  А х 2 ,х 3)А хгА х3 . (1.7)
Здесь v2 — проекция вектора v на ось х2. Знак минус в (1.6) связан с 
тем, что внешняя нормаль к левой грани направлена противоположно 
оси х2.
Результирующий поток вектора v вдоль оси х2 определяется суммой 
потоков через левую (1.6) и правую (1.7) грани параллелепипеда
[V2(х1,х2 +  Ах2,хз) -  V2(х1,х2,хз)]Ах1Ахз. (1.8)
Первый член в квадратных скобках разложим в ряд Тейлора, огра­
ничившись линейным приближением по малому отрезку А х2:
V2(х 1, х2 +  Ах2,хз) V2 (х1, х2 , хз ) + dV2
дх2
А х2 +  . . .  .
Тогда выражение (1.8) запишется в виде





где А V  — объем параллелепипеда.
Аналогично записываются потоки вектора v в направлениях коор­






Полный поток вектора v через параллелепипед определяется суммой 
потоков этого вектора через все грани этого параллелепипеда:
У  Vn dS 
AS
Sv , +  8V2 + Л Л  А у -
дх1 дх2 дх3 /
(1.9)
где А £  — площадь поверхности, ограничивающей параллелепипед.











Очевидно, дивергенция вектора может быть представлена как скаляр­
ное произведение оператора градиента на этот вектор:
div v =  (V, v). (1.11)
Из выражения (1.9) следует, что дивергенция вектора v в некоторой 
точке определяет поток векторного поля v через замкнутую поверх­
ность, ограничивающую единичный объем в этой точке.
Мы определили поток вектора из физически бесконечно малого эле­
мента объема. Если мы хотим определить поток векторного поля че­
рез произвольный объем V , ограниченный поверхностью S , достаточно 
проинтегрировать левую часть выражения (1.9) по площади замкнутой 
поверхности, а правую — по объему, охватываемому этой поверхностью:
Выражение (1.12) известно как формула Гаусса — Остроградского. 
Она широко используется не только в механике сплошных сред, но и в 
других разделах физики.
Формулу (1.12) часто называют теоремой Гаусса — Остроградского, 
которая формулируется так: поток вектора v через внешнюю сторону 
замкнутой поверхности S равен интегралу от дивергенции поля v, 
взятому по области, ограниченной поверхностью S.
1.4.3. Циркуляция векторного поля.
Формула Стокса
Для наглядного представления векторного поля вводят силовые линии 
этого поля. Силовой линией векторного поля называют такую линию, в 
любой точке которой вектор рассматриваемого поля направлен по каса­
тельной. Например, в гидродинамике это линии тока, в электродинами­
ке это линии напряженности электрического поля и линии магнитной 
индукции. Плотность (густота) силовых линий в некоторой точке поля 
указывает на величину вектора в этой точке поля. Другими словами, 
силовые линии показывают направление и величину вектора рассмат­




Если силовые линии векторного поля не замкнуты, то такие поля на­
зывают потенциальными, или безвихревыми. Например, потенциально 
электростатическое поле, в котором линии напряженности начинаются 
на положительных электрических зарядах и оканчиваются на отрица­
тельных зарядах. Если силовые линии векторного поля замкнуты, то 
такие поля называют вихревыми. Вихревым является поле вектора маг­
нитной индукции, а также индукционное электрическое поле, которое 
порождается изменяющимся со временем магнитным полем.
Поле вектора скорости потока жидкости также может быть потен­
циальным или вихревым.
Рассмотрим пространственно-неоднородный поток жидкости, т. е. 
поток, скорость которого зависит от координат. Поместим в некоторую 
точку этого потока колесико бесконечно малого размера с лопастями, 
расположенными по его периметру параллельно оси. Под воздействием 
разного скоростного напора на разные лопасти колесико будет вращать­
ся с некоторой скоростью, направление и величина которой показывают 
направление и интенсивность вихрей жидкости в данной точке.
Для характеристики вихревого векторного поля важно знать рас­
пределение направлений и интенсивностей вихрей в этом поле. Для это­
го используется математическая операция, которая называется ротором 
вектора. Для любого вектора v она обозначается как rotv.
Ротор — это векторный дифференциальный оператор над вектор­
ным полем, который показывает, насколько и в каком направлении за­
кручено поле в каждой точке. В трехмерной декартовой системе коор­





















Видим, что ротор вектора можно записать как векторное произве­
дение оператора градиента на этот вектор:
rot v =  [ V, v ]. (1.14)
хВид оператора rot v  в криволинейных координатах приведен в прил. A
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Введем понятие циркуляции векторного поля и установим связь цир­
куляции с ротором этого векторного поля.
Пусть v — произвольное векторное поле. Пусть l — любой замкнутый 
контур в этом поле. Циркуляцией вектора v по замкнутому контуру 
l называют интеграл касательной составляющей vt по этому контуру 
(рис. 1.12):
Г =  vt dl =  v dl, (1.15)
l l
где dl — вектор бесконечно малого элемента длины контура (направлен 
по касательной в каждой точке).
Покажем, что циркуляция вдоль контура 
равна сумме циркуляций вдоль двух меньших 
контуров. Разделим контур l произвольной ли­
нией cb (рис. 1.13).
В результате получим два смежных зам­
кнутых контура l1 и l2. Первый состоит из ча­
сти большого контура la (слева от линии cb) и 
линии bc, а второй — из части большого кон­
тура lb (справа от cb) и разделяющей линии 
cb:
l1 la + lbc, l2 lb + lcb ■
Циркуляция по контуру l1:
Г1 =  vt dl =  vt dl +  vt dl,
11 l a l bc
и по контуру l2:
Г2 =  j) vt dl =  j  vt dl +  j  vt dl ■
12 l b l cb
Направления обхода в контурах должны быть одинаковы (в нашем 
случае против часовой стрелки), поэтому во вторых слагаемых интегри­
рование проводится в противоположных направлениях. Эти интегралы 
равны по величине и противоположны по знаку. Следовательно, сум­
ма циркуляций по контурам l1 и l2 равна циркуляции по начальному 
контуру l:
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Г  +  Г2 =  vt dl +  vtdl =  vt dl =  Г. (1.16)
ia lb i
Процесс разделения начального контура на меньшие может быть 
продолжен. При суммировании циркуляций по меньшим контурам ин­
тегралы по смежным частям контуров будут сокращаться и мы полу­
чим циркуляцию по начальному контуру. Таким образом, циркуляция 
обладает свойством аддитивности.
Установим связь между циркуляцией вектора по замкнутому кон­
туру и ротором этого вектора. Для этого выберем любую поверхность, 
опирающуюся на рассматриваемый замкнутый контур. Разделим на­
чальный контур на множество мелких контуров по выбранной поверх­
ности (рис. 1.14).
Рис. 1.14
Складывая циркуляции некоторого векто­
ра v  по малым контурам и учитывая свой­
ство аддитивности циркуляций, мы получим 
циркуляцию по начальному контуру. Каждый 
элементарный контур настолько мал, что его 
можно считать плоским и имеющим форму 
прямоугольника.
Рассмотрим циркуляцию вектора v  по малому прямоугольнику со 
сторонами Ах и А у (рис. 1.15).
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Начнем обход с нижнего левого угла с координатами (x,y) и будем 
вести его против часовой стрелки. Стороны прямоугольника настолько 
малы, что касательную составляющую вектора v вдоль каждой стороны 
можно считать неизменной. Тогда интегрирование вдоль стороны 1 дает
ж+Дж
J  vx dx =  Vx(1^ x ,
ж
где vx(1) — значение касательной составляющей вектора v на стороне 1. 
Аналогично записываются интегралы по другим трем сторонам прямо­
угольника. Циркуляция по всему контуру будет такой:
Г =  Vx (1)Ax +  Vy (2)Дy -  Vx (3)Дх -  Vy (4)Ду =  
=  [Vx (1) -  Vx (3)]Ax +  [vy (2) -  Vy (4) ]Ду.
При интегрировании по третьей и четвертой сторонам прямоуголь­
ника поставлен знак минус, так как направления обхода противополож­
ны направлениям координатных осей. Величины vx(3) и vx(1) не равны 
между собой, так как находятся на расстоянии Ду друг от друга. Учи­
тывая малость этого расстояния, можно записать
Vx(3) =  Vx (1) +  Ду.
Аналогично
Vy (4) =  Vy dx
Таким образом, циркуляция запишется в виде
dv
Vy (4) =  Vy(2) -  Дx.
г - f » d  =  ( i - | )  Д »
Здесь ДУ =  AxAy — площадь прямоугольника.
Из выражения (1.13) следует, что правая часть (1.17) связана с нор­
мальной составляющей ротора вектора v к плоскости контура, т. е.
Г =  ф vt dl =  (rot v )zДУ =  (rot v)nAS, (1.18)
где n — положительная нормаль к плоскости контура.
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Теперь сложим циркуляции по бесконечно малым элементарным кон­
турам (1.18) на поверхности, натянутой на большой контур, и перейдем 
от суммирования к интегрированию. Для исходного контура получим
Мы пришли к теореме Стокса: циркуляция векторного поля v вдоль 
некоторого замкнутого контура равна потоку ротора этого вектор­
ного поля через поверхность, натянутую на этот контур).
Как выбрать положительную нормаль, т. е. такое направление нор­
мали к плоскости контура, на которое проекция ротора была бы по­
ложительной? Пусть на рис. 1.15 выбрана правая система координат. 
Тогда ось z направлена перпендикулярно плоскости рисунка в нашу 
сторону. Если направления нормали n и оси z совпадают, то проекция 
ротора на нормаль положительна, в противном случае — отрицательна. 
Простой способ определения положительного направления нормали — 
это «правило правой руки». Если пальцы правой руки вытянуть вдоль 
контура в направлении обхода, то отогнутый под прямым углом боль­
шой палец укажет направление положительной нормали к поверхности.
Существуют физические величины, которые не являются ни скалярами, 
ни векторами. Напомним, скаляр выражается одним числом, которое не 
зависит от выбора системы координат. Векторная величина в трехмер­
ном пространстве определяется тремя числами (тремя проекциями на 
координатные оси), которые при переходе от одной системы координат 
к другой преобразуются по определенному закону.
Следующими по математической сложности являются физические 






1.5.1. Примеры тензорных величин
1. Тензор инерции
В механике при изучении вращательного движения однородного твер­
дого тела относительно оси симметрии показывается, что вектор момен­
та импульса тела M  относительно этой оси и вектор угловой скорости 
тела C направлены в одну сторону, т. е. это коллинеарные векторы,
M  =  IC. (1.20)
Скалярная величина I  называется моментом инерции тела.
В общем случае неоднородного тела или при его вращении относи­
тельно оси, не являющейся осью симметрии, связь между моментом им­
пульса и угловой скоростью не может быть выражена формулой (1.20).
Твердое тело можно рассматривать как совокупность большого ко­
личества материальных точек. Модули моментов импульса каждой точ­
ки пропорциональны модулю угловой скорости. Поэтому модуль момен­
та импульса тела также пропорционален модулю угловой скорости.
Пусть вектор угловой скорости тела направлен вдоль координатной 
оси х1. Поскольку вектор M  направлен под некоторым углом к вектору 
C, он имеет три проекции на координатные оси х ^ х 2,х 3. Каждая из 
этих проекций пропорциональна с 1:
Mi =  I11C1, M2 =  I21C1, M3 =  I31C1. (1.21)
В коэффициентах пропорциональности первый индекс указывает на 
проекцию вектора момента импульса, а второй относится к направле­
нию вектора угловой скорости.
Если вектор C направлен вдоль оси х2, то по аналогии можем запи­
сать
M1 =  I12C2, M2 =  I22C2, M3 =  I32C2, (1.22)
а в случае направления вектора C вдоль оси х3
M1 =  I13C3, M2 =  I23C3, M3 =  I33C3. (1.23)
В общем случае, когда вектор угловой скорости имеет три составля- 
ютттие в направлениях координатных осей х 1,х 2 и х3, каждая проекция
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Mi =  1 цШ\ +  Il2&2 +  I13C3,
M2 =  I21C1 +  I22C2 +  I23C3, (1.24)
M3 =  I31̂ 1 +  I32̂ 2 +  I33C3.
Уравнения (1.24) могут быть записаны в компактном виде
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Мг =  ^  Ii j Cj , i =  1, 2, 3. (1.25)
j = 1
Величина (Ij ) называется тензором инерции тела. Этот тензор опре­
деляется девятью числами и записывается в виде квадратной матрицы
вектора момента импульса должна быть суммой соответствующих про­
екций в уравнениях (1.21), (1.22) и (1.23):
I11 I12 I13
(Iij) = I21 I22 I231 . (1.26)
I31 I32 I33
Тензор инерции характеризует инертные свойства тела при враще­
нии. Элементы матрицы (1.26) называют компонентами тензора ( I j ). 
Компоненты тензора инерции определяют взаимную ориентацию век­
торов M  и с . Например, если диагональные компоненты тензора ( I j ) 
одинаковы (I11 =  I22 =  I33 =  I ), а остальные компоненты равны нулю, 
то соотношения (1.24) переходят в соотношение (1.20), т. е. векторы M  
и с  оказываются коллинеарными. В любом другом случае эти векторы 
направлены под углом друг к другу.
Компоненты тензора, как и компоненты вектора, при переходе от 
одной системы координат к другой преобразуются по определенному 
закону. Этот закон преобразования компонентов входит в определение 
тензора.
Выражение (1.25) может быть еще упрощено. По правилу Эйнштей­
на в случае повторяющихся индексов следует суммировать, т. е. знак 
суммы можно опустить и записать (1.25) в следующем виде:
Mi =  Iij C j, (i,j ) =  1 ,2, 3. (1.27)




Различают изотропные и анизотропные тела. Изотропными назы­
вают тела, физические свойства которых одинаковы во всех направ­
лениях. Это газы, жидкости и твердые аморфные тела. Сюда же в 
определенном приближении можно отнести поликристаллические ма­
териалы (металлы, сплавы), состоящие из множества кристаллических 
зерен (кристаллитов), ориентированных произвольно. Анизотропия — 
зависимость физических свойств вещества от направления. Анизотроп­
ными являются монокристаллические тела. Например, кристалл слюды 
легко расщепляется на тонкие пластинки по определенному направле­
нию и обладает высокой прочностью в перпендикулярном направлении. 
Причиной анизотропии является упорядоченное расположение частиц 
(молекул, ионов) в кристаллах, при котором расстояние между сосед­
ними частицами, а следовательно, и силы связи между ними различны 
в разных направлениях.
Как учесть анизотропию при описании физических явлений в кри­
сталлах? Обсудим на примере макроскопической теории теплопровод­
ности кристаллов.
Если в некоторой среде создать градиент температуры, то в ней воз­
никает тепловой поток, который стремится выровнять температуру по 
всему объему, занятому этой средой. В изотропной среде плотность теп­
лового потока q и градиент температуры V T  связаны между собой за­
коном теплопроводности Фурье
q =  -A V T , (1.28)
где скалярная величина A — коэффициент теплопроводности материа­
ла.
В изотропном теле векторы q и V T  коллинеарны. В анизотропном 
теле эти векторы расположены под некоторым углом друг к другу. Для 
простоты проиллюстрируем это для плоского случая (рис. 1.16).
Направления осей координат х 1 и х2 выберем так, чтобы они со­
ставляли угол 45° с направлением градиента температуры. Разложим 
вектор VT  на два составляющих вектора (VT)i и (V T )2 вдоль коорди­
натных осей xi и х2. Модули этих составляющих будут одинаковыми. 
При этом в анизотропной среде модули составляющих вектора плотно­
сти теплового потока вдоль осей х1 и х2 окажутся разными. Поэтому
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векторы q и V T  не будут коллинеарны. Следовательно, в анизотропной 
среде уравнение теплопроводности (1.28) использовать нельзя.
Чтобы получить уравнение теплопроводности для анизотропных сред, 
используем пропорциональность компонент вектора плотности теплово­
го потока и производных температуры по координатам.
Если вектор V T направлен вдоль координатной оси xi, то вектор 
q в трехмерном пространстве будет иметь проекции на координатные 
оси, пропорциональные производной температуры по координате x i :
qi = -X ii
dT
dxi q2 =  -X 21
dT




Первый индекс коэффициентов пропорциональности соответствует 
проекции вектора q на координатную ось, а второй — направлению 
вектора VT.




















X23 ,дхз q3 =
dT
X33 .дхз (1.31
В общем случае, когда вектор градиента температуры имеет три 
составляющие в направлениях координатных осей xi,X 2 и хз, каждая
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проекция вектора плотности теплового потока должна быть суммой со­
























qa = дх1 дх2 дхз
Уравнения (1.32) записывают в компактном виде:
дТ
qi = -A ijдхТ’ (i,j ) =  1 ,2 >3. (1.33)
Напомним, в правой части (1.33) по повторяющемуся индексу j  подра­
зумевается суммирование.
Величина (Aij-) называется тензором теплопроводности. Этот тензор 
имеет девять компонентов:
A11 A 12 A 13
(A i j ) = A 21 A 22 A 23 . (1.34)
VA31 A 32 A 33
3. Тензор диэлектрической восприимчивости
Как известно, неполярный диэлектрик под действием внешнего элек­
трического поля приобретает дипольный момент, т. е. поляризуется. 
Степень поляризации диэлектрика характеризуют вектором P, кото­
рый называется поляризованностью диэлектрика (поляризация едини­
цы объема).
У изотропных диэлектриков поляризованность связана с напряжен­
ностью внешнего электрического поля E  соотношением
P =  £0kE , (1.35)
где е0 — электрическая постоянная; к — диэлектрическая восприимчи­
вость диэлектрика. Таким образом, у изотропных диэлектриков векто­
ры P и E коллинеарны.
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У анизотропных диэлектриков эти векторы не коллинеарны. Не по­
вторяя рассуждений, приведенных выше, запишем компоненты вектора 
поляризованности по аналогии с выражениями (1.27) и (1.33):
Pi &0Kij Ej , ( i , j ) l , 2, 3.
Тензор кij
(.Kij) =
( к11 к12 к13̂
к21 к22 к23 I ,
\к31 к32 к33у 




В изотропном проводнике упорядоченное движение носителей тока 
(электронов или ионов) происходит в направлении вектора напряженно­
сти электрического поля E. Векторы плотности тока j и напряженности 
E коллинеарны:
j =  aE, (1.38)
где коэффициент пропорциональности а называется удельной электри­
ческой проводимостью.
В анизотропном проводнике (цинк, висмут, сурьма и др.) векторы j и 
E не коллинеарны. Для таких проводников закон Ома вместо уравнения 
(1.38) запишется в виде
ji =  aikEk, (i,k) =  1, 2, 3. (1.39)
Здесь (aik) — тензор проводимости, имеющий девять компонент:
(aij)




Компоненты тензора проводимости определяют плотность тока в 
различных направлениях.
1.5.2. Преобразование координат
Рассмотрим декартову систему координат ox1x 2x3, базисные векторы 
которой обозначим e1, e2, e3. Пусть положение некоторой точки P  в этой 
системе определяется координатами x1,x 2,x 3.
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Введем другую систему координат ox'ix'2x'3, которая получается вра­
щением первой системы относительно начала координат (рис. 1.17). Ба­
зис новой системы координат — e ( , e'2, e '3.
Пусть углы между осями нештрихованной и штрихованной систем 
координат известны. Обозначим косинусы углов между осями oxi и o x j 
следующим образом:
uij  =  cos (oxi ,ox j ) . (1.41)
Координаты точки P  в штрихованной системе выражаются через ее 
координаты в нештрихованной системе соотношениями
x l =  Un x i +  U\2x2 +  U i3x 3,
x '2 =  U2ix i +  U22x 2 +  U23x 3, (1.42)
x 3 =  U3ix i +  U32x 2 +  U33x 3.
Уравнения (1.42) можно записать в компактном виде:
3
x i =  Uij x j =  Uij x j , i =  1, 2, 3. (1.43)
j=i
Величина (Ui j ), представляемая 9 числами, называется тензором пе­
рехода:
Uii Ui2 Ui3
(Uij) = U2i U22 U23 1 . (1.44)
U3i U32 U33
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Базис нештрихованной системы преобразуется так же, как коорди­
наты
ei =  u i j e j , (i,j ) =  1 , 2, 3. (1.45)
Умножим скалярно вектор e( на вектор e j:
ej u j k e k , (j i k ) l , 2, 3.
С учетом ортогональности базисных векторов получим
( e i> e j ) u i l u j l  +  U i2Uj2  +  Ui3Uj3  &ij. (1.46)
Тензор
( S i j )
/1  0 0 
0 1 0 
V° 0 1
(1.47)
называется символом Кронекера. Это единичный диагональный тензор
b i j
1, если i =  j, 
0, если i =  j.
(1.48)
Таким образом, из (1.46) следует, что компоненты тензора перехода 
удовлетворяют следующим соотношениям:
+  ulo +  u?3 =  1,
11 12 13 (1.49)
Ull W21 +  U12U22 +  U13U23 =  0
и т. д.
1.5.3. Определение тензора
Тензоры разделяются по категориям, или, как говорят, по рангам. Ранг 
тензора соответствует количеству индексов в его символьном обозна­
чении. Например, обозначения приведенных выше тензоров инерции и 
теплопроводности содержат по два индекса, следовательно, это тензо­
ры второго ранга. Количество компонент тензора зависит от его ранга 
и мерности пространства. Последняя определяет количество строк и 
столбцов тензора.
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В качестве примера приведем величины XiXj, связанные с моментом 
инерции тела. При вращении системы координат эти величины преоб­
разуются по формуле
3
xixj ^  ̂UikUjlxkxl-
k,l=l
Это тензор второго ранга в трехмерном пространстве.
Теперь введем общее определение тензора в трехмерном простран­
стве. В трехмерном пространстве задан тензор n-го ранга, если каж­
дой декартовой системе координат сопоставлена совокупность 3n чисел 
Tili2...in (где i1,i2, ...  ,in пробегают значения 1, 2, 3), которая при перехо­
де от одной декартовой системы координат к другой преобразуется по 
закону
3
T' • ■il i2 ...in Е Uiljl ui2j'2 • Uin  jn Tiii2...in ,
il  ,i2 , , in  — 1
(1.50)
где Uj — матрица перехода к новой системе координат.
Например, в трехмерном пространстве тензор нулевого ранга (п =  0) 
имеет (30 =  1) одну компоненту, т. е. является скаляром. Тензор первого 
ранга (п =  1) имеет (31 =  3) три компоненты, т. е. является вектором. 
Тензор второго ранга (п =  2) имеет (32 =  9) девять компонент, которые 
при переходе к новой системе координат преобразуются по формуле
3
Tij ^ ' UikUjlTkl•
k,l— 1
Тензор как математический объект при переходе от одной системы 
координат к другой остается неизменным, в то время как его компонен­
ты меняются. Следовательно, у тензора должны быть комбинации его 
компонент, не меняющиеся при преобразовании координат. Их называ­
ют инвариантами.
Инвариантом тензора первого ранга, т. е. некоторого вектора v, яв­
ляется его длина
2 2 , 2 , 2V =  v1 +  v2 +  v3.
Инвариантами тензора второго ранга Tij в трехмерном пространстве 
являются следующие комбинации его компонент:
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линейный инвариант — сумма диагональных компонент:
Invi — Т ц — Т ц  +  Т22 +  Т33; (1-51)
квадратичный инвариант — сумма произведений двух компонент:
Inv2 — T j  — T i j T i j , (i , j )  — l , 2, 3, (1-52)
чтобы убедиться, что это инвариант, распишем подробней. Сначала про­
суммируем по повторяющемуся индексу i:
Tij Tij — T1j T1j +  T2j T2j +  T3j T3j;
теперь каждое слагаемое просуммируем по повторяющемуся индексу j :
Tij Tij — T11T11 +  T12T12 +  T13T13 +
+  T21T21 +  T22T22 +  T23T23 +
+  T31T31 +  T32T32 +  ^ 3 ^
поскольку получен скаляр, величина (1.52) действительно инвариантна 
по отношению к преобразованию координат;
кубический инвариант — определитель матрицы компонент тензора:
T11 to со
Inv3 — det(Tij) — T21 T22 со
T31 T32 со
Линейный инвариант Inv1 называется следом или шпуром тензора
(Tij).
Например, след символа Кронекера равен трем:
5ц — 1 +  1 +  1 — 3. (1.54)
След тензора второго ранга в трехмерном пространстве
ti j  — Ti j  -  3TkkSi j  (1.55)
равен нулю. Такой тензор называют бездивергентным.
Тензор второго ранга называют симметричным, если он не изменя­
ется при перестановке индексов:
Ti j  — T,,, (1.56)
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и антисимметричным, если он изменяет знак при перестановке индек­
сов:
T i j  = - T j  i . (1.57)
Симметричный тензор второго ранга в трехмерном пространстве 
имеет только шесть независимых компонент из девяти.
Условие (1.57) для антисимметричного тензора выполнимо только 
в том случае, если его диагональные компоненты — нули, так как при 
перестановке индексов диагональных компонентов имеем Тц =  — Тц,
T
22  =  — Т22, Тзз =  —Т33. Только число ноль удовлетворяет этим соотно­
шениям. Компоненты, симметричные относительно главной диагонали, 
равны по модулю и имеют противоположные знаки.
Таким образом, независимыми являются только три компоненты ан­
тисимметричного тензора из девяти, так что антисимметричный тензор 
второго ранга в трехмерном пространстве определяется, как и вектор, 
тремя компонентами.
1.5.4. Действия над тензорами
С в е р т ы в а н и е  т е н з о р о в
Свертыванием тензора называется суммирование его компонент по 
двум каким-либо индексам. Такую операцию можно проводить над тен­
зорами, ранг которых не меньше двух. Например, свертка тензора вто­
рого ранга — это его след:
Tii =  Т11 +  Т22 +  Т33.
Свертка тензора второго ранга является скаляром.
Свертка тензора третьего ранга (в трехмерном пространстве) по пер­
вым двум индексам:
T iij  =  T 11j +  T 22 j +  Т 33 j .
Свертка этого же тензора по другим индексам:
T i j j  =  T i11 +  T i22 +  T i33 ,
T i j i  =  T 1j1 +  T 2j2 +  T 3j3.
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Видим, что в результате свертывания тензора третьего ранга полу­
чается вектор, причем в каждой из трех рассмотренных сверток по­
лучается различный вектор. Операцию свертывания можно повторять 
несколько раз, получая каждый раз тензор, ранг которого на две едини­
цы меньше ранга исходного тензора. Таким образом, если ранг тензора 
четный, то он может быть свернут до скаляра, а если нечетный — до 
вектора.
У м н о ж е н и е  т е н з о р а  н а  с к а л я р
Чтобы умножить тензор на скаляр a, нужно каждую компоненту 
тензора умножить на этот скаляр. В результате получается тензор того 
же ранга. Например:
( а Т ц aT12 a T v \
a ( T i j ) = aT21 aT 22 a T 2 3  1 . (1.58)
VaT31 aT 32 a T 3 3 j
С л о ж е н и е  т е н з о р о в
Эта операция определена только для тензоров одинакового ранга, 
т. е. для тензоров с одинаковым числом и чередованием индексов. Тен­
зоры складываются покомпонентно. В результате мы получаем тензор 
того же ранга и строения. Например:
(Tij ) +  (Rij )
(Тц +  R n 
T21 +  R21 
\T31 +  R31
T12 +  R 12 
T22 +  R 22 
T32 +  R32
T13 + R13 
T23 + R23 
T33 +  R33
(1.59)
В ы ч и т а н и е  т е н з о р о в
Вычитание тензоров выполняется с использованием операций умно­
жения тензора на скаляр и сложения тензоров. Уменьшаемый тензор 
складывается с вычитаемым, умноженным на минус единицу. Напри­
мер:
(Tij) — (Rij) =  (Tij) +  ( —1)(R ij) =
T̂11 — R 11 
T21 — R21 
\T31 — R31
T12 — R 12 
T22 — R22 
T32 — R32
T13 — R 13 
T23 — R23 
T33 — R33
(1.60)
Используя операции сложения и вычитания, можно любой тензор
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в т о р о г о  р а н г а  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е  с у м м ы  с и м м е т р и ч н о г о  и  а н т и с и м м е т ­
р и ч н о г о  т е н з о р о в :
T i j  =  ^  ( T i j  +  T j i )  +  ^  ( T i j -  T j i ) . ( i - 6 i )
З д е с ь  п е р в о е  с л а г а е м о е  —  к о о р д и н а т ы  с и м м е т р и ч н о г о  т е н з о р а ,  а  в т о ­
р о е  —  к о о р д и н а т ы  а н т и с и м м е т р и ч н о г о  т е н з о р а .
У м н о ж е н и е  т е н з о р о в
С н а ч а л а  р а с с м о т р и м  у м н о ж е н и е  т е н з о р а  в т о р о г о  р а н г а  (T ij ) н а  в е к ­
т о р  v .  Р а з л и ч а ю т  у м н о ж е н и е  т е н з о р а  н а  в е к т о р  с л е в а ,  v ( T ij-) ,  и  с п р а в а ,  
( T i j ) v .  В  о б о и х  с л у ч а я х  р е з у л ь т а т о м  у м н о ж е н и я  б у д е т  в е к т о р .
П у с т ь  м а т р и ц а  т е н з о р а  (T ij ) в  б а з и с е  e i ,  e 2 , e 3 т а к о в а :
( T i i T i2 Щ
( Ti j ) = T 21 T22 T 2 3 1 , (1.62)
\Тз1 T32 T33
и  п у с т ь  в  э т о м  б а з и с е
v  =  v i e i  +  v 2e 2 +  v 3e 3 . 
Т о г д а  к о о р д и н а т ы  в е к т о р а - п р о и з в е д е н и я
u * =  v ( T i j )
о п р е д е л я ю т с я  в  э т о м  б а з и с е  у р а в н е н и е м
(T i i Ti2
(u 1, u*2, u 3) =  (v 1, ^ , v3) T2i T22 T 231 , (1.63)
\Тз1 T32 T33
а  к о о р д и н а т ы  в е к т о р а - п р о и з в е д е н и я
U =  (T i j ) v
о п р е д е л я ю т с я  в  э т о м  ж е  б а з и с е  у р а в н е н и е м
/иЛ (Tii Ti2 / v i \
U  1 = T2i T22 T2 3 1 V2 1 . (1.64)
и3 \T3i T32 T33 w
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Векторы v  и u * (в первом случае) интерпретируются как матрицы- 
строки, а векторы v  и u  (во втором случае) — как матрицы-столбцы.
Операция умножения тензоров возможна тогда и только тогда, ко­
гда число столбцов матрицы первого множителя равно числу строк 
матрицы второго множителя. Это требование всегда выполняется при 
умножении тензоров одной и той же мерности пространства. Рассмот­
рим, например, произведение тензоров (T j ) и (R j ), матрицы которых 
таковы:
T11 T12 T13 / R 11 R 12 R
( T i j ) = T21 T 22 T 2 3 1 ( R i j ) = R 21 R 22 R
T31 T 32 T33 \ R 31 R 32 R
В результате умножения получим тензор
( Q i j  )
( Q  11 Q 12 Q 1S\
Q 21 Q 22 Q 23 ,
\ Q  31 Q 32 Q 3 3 /
компонента которого, стоящая на пересечении i -й строки и j -го столбца, 
равна скалярному произведению i -й строки первого множителя (матри­
цы тензора (T j )) на j -й столбец второго множителя (матрицы тензора
( R i j )):
3
Q i j  ^  '  T ik R k j .
k = 1
Произведение тензоров не обладает свойством коммутативности:
(Tij) ' (Rij) =  (Rij) ' (Tij) .
П р и в е д е н и е  с и м м е т р и ч н о г о  т е н з о р а  в т о р о г о  р а н г а  
к  г л а в н ы м  о с я м
Любой симметричный тензор можно привести к диагональному ви­
ду. Это означает, что можно найти такую систему координат x0, x0, x3, 
в которой симметричный тензор второго ранга (Tij ) имеет диагональ­
ный вид:
T101 0 0
(Ti j ) = 0 0T22 0
\ o 0 0T33
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Э л е м е н т ы  г л а в н о й  д и а г о н а л и  T 101 , T 202 , T 303 н а з ы в а ю т с я  г л а в н ы м и  з н а ­
ч е н и я м и  т е н з о р а  ( T j ) ,  а  к о о р д и н а т н ы е  о с и  ж °, хХ0, ж° —  г л а в н ы м и  о с я м и  
к о о р д и н а т .
А л г о р и т м  п р и в е д е н и я  т е н з о р а  к  д и а г о н а л ь н о м у  в и д у  т а к о й  ж е ,  к а к  
и  д л я  м а т р и ц .
1.5.5. Поле тензора
Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  р а с с м о т р и м  т е н з о р  в т о р о г о  р а н г а  в  т р е х м е р н о м  
п р о с т р а н с т в е .
П о л е  т е н з о р а  ( T j ) з а д а н о  в  н е к о т о р о й  о б л а с т и  G  п р о с т р а н с т в а ,  е с л и  
к а ж д о й  т о ч к е  M  э т о й  о б л а с т и  п о с т а в л е н  в  с о о т в е т с т в и е  т е н з о р  ( T j ) .  К о ­
о р д и н а т ы  T i j  т е н з о р а  я в л я ю т с я  ф у н к ц и я м и  к о о р д и н а т  т о ч к и  M ( х 1 , х 2 , х 3).
П р и м е р а м и  т е н з о р н ы х  п о л е й  я в л я ю т с я  п о л е  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й  и  
п о л е  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  в  д е ф о р м и р у е м о м  т е л е ,  т а к  к а к  д е ф о р м а ц и и  
и , с л е д о в а т е л ь н о ,  н а п р я ж е н и я  в  р а з н ы х  т о ч к а х  э т о г о  т е л а  в  о б щ е м  с л у ­
ч а е  р а з л и ч н ы .
П у с т ь  к о о р д и н а т ы  T ij- т е н з о р а  (T ij-) и м е ю т  н е п р е р ы в н ы е  ч а с т н ы е  
п р о и з в о д н ы е  п е р в о г о  п о р я д к а  п о  х 1 , х 2 , х 3 .
И з  к о м п о н е н т  р а с с м а т р и в а е м о г о  т е н з о р а
13
(1.65)
с о с т а в и м  в е к т о р ы
T 1 =  T 1 1 e 1 +  T 1 2 e 2 +  T 13e 3 , 
T 2 =  T 21e 1 +  T 22e 2 +  T 23e 3 , 
T 3 =  T31e1 +  T32e2 +  T33e3.
(1.66)
Д и в е р г е н ц и е й  т е н з о р а  ( T ij ) н а з ы в а е т с я  в е к т о р
e 2 +
(1.67)
( d iv  ( T i j ) ) 1 e 1 +  ( d iv  ( T i j ) ^  +  ( d iv  ( T i j ) ^ .
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Д и в е р г е н ц и я  т е н з о р а  в т о р о г о  р а н г а  —  э т о  в е к т о р ,  i - к о м п о н е н т а  к о ­
т о р о г о  т а к о в а :
д Т и  8 Т о г д Т з  д т
(div (T j ))i =  7^  +  ^  +  77^
d x 1 d x 2 d x 3 d x i
(1.68)
В в е д е м  п о т о к  т е н з о р а  ( T j ) ч е р е з  п о в е р х н о с т ь  S  т а к  ж е ,  к а к  б ы л  
в в е д е н  п о т о к  в е к т о р а  ( 1 .5 ) :
J  ( T i j ) n  d S ,  (1 .6 9 )
S
г д е  n  —  е д и н и ч н ы й  в е к т о р  н о р м а л и  к  п о в е р х н о с т и .
П у с т ь  S  —  з а м к н у т а я  п о в е р х н о с т ь ,  о х в а т ы в а ю щ а я  о б л а с т ь  V , а  n  —  
е д и н и ч н ы й  в е к т о р  в н е ш н е й  н о р м а л и  к  э т о й  п о в е р х н о с т и .  Т о г д а  и м е е т  
м е с т о  т е н з о р н а я  ф о р м у л а  Г а у с с а  —  О с т р о г р а д с к о г о
J  ( T i j ) n  d S  =  у  d i v  ( T i j ) d V , (1 .7 0 )
S V
к о т о р а я  ч и т а е т с я  т а к :  поток тензора ( T j ) через замкнутую поверх­
ность S  равен интегралу от дивергенции тензора ( T j ) по объему V , 
ограниченному этой поверхностью.
З а п и ш е м  ф о р м у л у  (1 .7 0 )  в  к о м п о н е н т а х .  П о д ы н т е г р а л ь н а я  ф у н к ц и я  
в  л е в о й  ч а с т и  —  п р о и з в е д е н и е  т е н з о р а  н а  в е к т о р  с п р а в а ,  т . е . в е к т о р ,  
к о м п о н е н т ы  к о т о р о г о  о п р е д е л я ю т с я  в ы р а ж е н и е м  ( 1 .6 4 ) ,  а  в  п р а в о й  ч а ­
с т и  —  в е к т о р  с  к о м п о н е н т а м и  ( 1 .6 8 ) .  Т о г д а  ф о р м у л а  ( 1 .7 0 ) ,  з а п и с а н н а я  
д л я  i - к о о р д и н а т ы ,  и м е е т  в и д
J  T i j  n j  d S  =  J  d j  d V , (1 .7 1 )
S V j
г д е  n j  —  п р о е к ц и я  в н е ш н е й  н о р м а л и  к  п о в е р х н о с т и  н а  к о о р д и н а т н у ю  
о с ь  x j . П о  п о в т о р я ю щ е м у с я  и н д е к с у  j  п о д р а з у м е в а е т с я  с у м м и р о в а н и е .
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Глава 2
Модель сплошной среды
Механика сплошных сред (МСС) — раздел механики, основным содер­
жанием которого является изучение движения газов, жидкостей и твер­
дых деформируемых тел. Все вещества независимо от их агрегатного 
состояния объединены термином «среда».
2.1. Модели в механике
Механика сплошных сред по сравнению с механикой материальной точ­
ки и механикой абсолютно твердого тела является дальнейшим услож­
нением модели движения тела, модели, приближающей нас к изучению 
движения реальных физических тел и объектов. В действительности 
реальные физические тела не являются ни точечными, ни абсолютно 
твердыми, однако изучение таких абстрактных тел было необходимым 
этапом для выявления наиболее характерных и общих законов движе­
ния реальных объектов.
В развитии физики модели изучаемых явлений играют определяю­
щую роль. Обычно любое исследование начинается с того, что прини­
мается наиболее простая модель явления, позволяющая описать его ма­
тематически и изучить основные характерные для него свойства. Срав­
нение теории с опытом подтверждает или, наоборот, отвергает адекват­
ность принятой модели. Точнее говоря, сравнение теоретической модели 
с экспериментом позволяет определить границы применимости теории. 
В дальнейшем модель усложняется, что позволяет расширить границы 
ее применимости.
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Например, изучение механического движения тел начинается с про­
стейшей модели — модели материальной точки. Предполагается, что 
основные свойства реальных тел можно изучать, не принимая во внима­
ние их протяженность и деформируемость. При этом физическое свой­
ство тела характеризуется только его массой, а положение в простран­
стве — только тремя координатами. На основе такой простой модели 
установлены фундаментальные законы движения, например, законы 
сохранения импульса и момента импульса, закон сохранения механи­
ческой энергии. Это позволило изучить законы свободного падения тел 
и движения небесных объектов. Но в то же время существует доста­
точно много практических задач, которые не могут быть решены при 
помощи модели, игнорирующей размеры реальных тел, например, дви­
жение волчков, гироскопов и т.д. Для такого рода задач создана модель 
абсолютно твердого тела. Предполагается, что деформацией тела в 
условиях данной задачи можно пренебречь. В этом случае физической 
характеристикой тела является не только его масса, но и три момента 
инерции относительно трех взаимно перпендикулярных осей. Положе­
ние тела в пространстве определяется шестью обобщенными координа­
тами: тремя декартовыми координатами какой-либо точки тела и тремя 
углами Эйлера, характеризующими ориентацию тела относительно вы­
бранной системы координат.
Тем не менее существует множество явлений, которые не могут быть 
поняты и в рамках модели абсолютно твердого тела. Например, это дви­
жение жидкостей, газов и упругих тел, при котором расстояния меж­
ду двумя точками среды изменяются в процессе движения. В процессе 
движения тело изменяет свой объем и/или форму.
Таким образом, мы приходим к модели движения деформируемо­
го тела, являющегося предметом изучения механики сплошных сред. 
Усложнение модели абсолютно твердого тела состоит в том, что в про­
цессе движения расстояния между любыми точками тела могут изме­
няться — тело деформируется. Разумеется, для такой модели суще­
ственно усложняется используемый математический аппарат. В общем 
случае к имеющимся характеристикам движения абсолютно твердого 
тела для описания деформации необходимо добавить еще девять, а са­
мо тело должно характеризоваться еще тремя величинами, определяю­
щими степень и характер деформации под действием внешних сил.
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2.2. Бесконечно малые в МСС
П о н я т и е  « с п л о ш н а я  с р е д а »  т а к ж е  я в л я е т с я  н е к о т о р о й  ф и з и ч е с к о й  м о ­
д е л ь ю  р е а л ь н ы х  т е л . Н е с м о т р я  н а  т о ,  ч т о  в с е  ф и з и ч е с к и е  т е л а  с о с т о я т  
и з  о т д е л ь н ы х  м о л е к у л  и  а т о м о в ,  м а с с а  к о т о р ы х  в  о с н о в н о м  с о с р е д о ­
т о ч е н а  в  и х  я д р а х ,  т а к  ч т о  б о л ь ш а я  ч а с т ь  п р о с т р а н с т в а  в н у т р и  т е л а  
« п у с т а я » ,  б у д е м  п р е д п о л а г а т ь ,  ч т о  в е щ е с т в о  р а с п р е д е л е н о  н е п р е р ы в н о  
п о  в с е м у  о б ъ е м у  т е л а  и  п л о т н о с т ь  с р е д ы  я в л я е т с я  н е п р е р ы в н о й  ф у н к ­
ц и е й  к о о р д и н а т  и  в р е м е н и .  Б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о  и  д р у г и е  ф и з и ч е с к и е  
в е л и ч и н ы  т а к ж е  я в л я ю т с я  н е п р е р ы в н ы м и  ф у н к ц и я м и  к о о р д и н а т  и  в р е ­
м е н и .
Т а к а я  м о д е л ь  п о з в о л я е т  в о с п о л ь з о в а т ь с я  м а т е м а т и ч е с к и м  а п п а р а ­
т о м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  и  и н т е г р а л ь н о г о  и с ч и с л е н и я .  О д н а к о  п р и  э т о м  
н е о б х о д и м о  о п р е д е л и т ь ,  ч т о  с л е д у е т  п о н и м а т ь  п о д  б е с к о н е ч н о  м а л ы м и  
ф и з и ч е с к и м и  в е л и ч и н а м и .
2.2.1. Бесконечно малый элемент объема
Р а с с м а т р и в а я  д в и ж е н и е  с п л о ш н о й  с р е д ы ,  б у д е м  м ы с л е н н о  р а з б и в а т ь  е е  
н а  н е к о т о р ы е  м а л ы е  ч а с т и ,  в  п р е д е л а х  к о т о р ы х  в с е  ф и з и ч е с к и е  в е л и ­
ч и н ы  м о ж н о  с ч и т а т ь  п р и м е р н о  о д н о р о д н ы м и .  З н а ч е н и я  ф и з и ч е с к и х  в е ­
л и ч и н  в  л ю б о й  ф и к с и р о в а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  и з м е н я ю т с я  л и ш ь  п р и  
п е р е х о д е  о т  о д н о й  м а л о й  ч а с т и  с р е д ы  к  д р у г о й  с о с е д н е й  ч а с т и ,  и  э т о  
и з м е н е н и е  п р о и с х о д и т  н е п р е р ы в н о  в  з а в и с и м о с т и  о т  к о о р д и н а т  э л е м е н ­
т а р н ы х  о б ъ е м о в .  В  л ю б о м  ф и к с и р о в а н н о м  э л е м е н т е  о б ъ е м а  з н а ч е н и я  
ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н  м о г у т  н е п р е р ы в н о  и з м е н я т ь с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е ­
н и .
Я с н о ,  ч т о  м а л у ю  ч а с т ь  с р е д ы  с л е д у е т  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  ф и з и ч е с к и  
б е с к о н е ч н о  м а л ы й  э л е м е н т  о б ъ е м а 2 . Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  э л е м е н т  о б ъ е м а  
A V  д о л ж е н  б ы т ь  м н о г о  м е н ь ш е  в с е г о  о б ъ е м а  т е л а  V , ч т о б ы  м о ж н о  б ы л о  
в о с п о л ь з о в а т ь с я  м е т о д а м и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  и  и н т е г р а л ь н о г о  и с ч и с ­
л е н и я .  С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  э т о т  э л е м е н т  о б ъ е м а  д о л ж е н  б ы т ь  д о с т а т о ч н о  
б о л ь ш и м ,  с о д е р ж а щ и м  б о л ь ш о е  ч и с л о  м о л е к у л  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  е г о  с о ­
с т о я н и е  м о ж н о  б ы л о  о х а р а к т е р и з о в а т ь  м а к р о с к о п и ч е с к и м и  ф и з и ч е с к и ­
м и  в е л и ч и н а м и , т а к и м и  к а к  д а в л е н и е  и  т е м п е р а т у р а .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  
е с л и  б ы  э л е м е н т  о б ъ е м а  A V  н е  с о д е р ж а л  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о е  ч и с л о
2Впервые этот термин предложил Лоренц.
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молекул, то флуктуации макроскопических величин в результате хао­
тического движения молекул были бы столь велики, что невозможно 
было бы ничего сказать о значениях этих величин в данный момент 
времени.
Пусть n — число молекул в единице объема среды, т. е. n-1 — объем, 
приходящийся в среднем на одну молекулу. Тогда требование, предъ­
являемое к физически бесконечно малому элементу объема, можно за­
писать в следующем виде:
n-1 <  A V  <  V. (2.1)
Очевидно, что понятие бесконечно малого объема в механике сплош­
ных сред является понятием относительным. Например, плотность меж­
звездного газа составляет примерно одну частицу (атомарный водород) 
на 1 см3. Если попытаться описывать методами МСС движение косми­
ческого аппарата объемом V & 1 м3 в межзвездном газе, то необходимо 
выбрать в качестве бесконечно малого элемента объема по крайней мере 
1 см3, т. е. A V /V  ~  10-6 . Однако в таком элементе объема в среднем со­
держится лишь одна молекула. Поэтому термодинамические величины 
для него не имеют физического смысла. Методы механики сплошных 
сред в данном случае применять нельзя.
С другой стороны, если рассматривать движение Земли в межзвезд­
ном газе, то нам удастся удовлетворить соотношению (2.1). Действи­
тельно, объем Земли составляет около 1012 км3. Выбирая элемент объ­
ема 1 км3, нетрудно удовлетворить условию A V  ^  V . Такой выбор AV 
в какой-то мере удовлетворяет и левой части неравенства (2.1), так как 
элемент объема будет содержать около 1015 молекул, что достаточно 
для определения макроскопических величин. Следовательно, задачу о 
движении Земли в межзвездном газе можно было бы решить метода­
ми МСС, но при этом необходимо уточнить условие (2.1) для случая 
газовой среды.
В жидкостях и твердых телах среднее расстояние между атомами 
и молекулами всегда порядка размера самих молекул. Поэтому тре­
бование достаточно большого числа молекул в элементе объема под­
разумевает, что молекулы непрерывно взаимодействуют между собой. 
Именно взаимодействие между молекулами является механизмом, ко­
торый обеспечивает осреднение физических величин по всему элементу 
объема среды.
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В не слишком плотных газах молекулы большую часть времени дви­
гаются свободно с различными скоростями. Среднее расстояние l, про­
ходимое отдельной молекулой между двумя последовательными столк­
новениями, называют средней длиной свободного пробега. Если d — 
эффективный диаметр молекул (d ~  10-10 м), а n — число молекул в 
единице объема, то l ~  (nd2)-1 . Следовательно, физически бесконечно 
малый элемент объема для газовой среды должен удовлетворять усло­
вию
l3 <  A V  <  V. (2.2)
Это неравенство гарантирует, что в элементе объема будет находиться 
достаточно большое число взаимодействующих между собой молекул.
Если снова обратиться к примеру о движению Земли в межзвездном 
газе, то нетрудно видеть, что левая часть неравенства (2.2) не выполня­
ется, так как l «  1011 км. Это означает, что в ранее выбранном элементе 
объема молекулы не сталкиваются между собой. Усреднение по молеку­
лярным скоростям даст макроскопические величины, значения которых 
будут разными в разных точках выделенного элемента объема среды. 
Поэтому задача не может быть решена в рамках механики сплошных 
сред. Необходимо использовать кинетическую теорию газов.
2.2.2. Бесконечно малый промежуток 
времени
Для того чтобы можно было использовать дифференциальное и инте­
гральное исчисление, физически бесконечно малый промежуток време­
ни At должен быть мал по сравнению с характерным временем задачи 
тр. (Для периодических движений тр имеет смысл периода, для неуста­
новившихся движений — времени установления стационарного состоя­
ния или времени релаксации системы.)
С другой стороны, физически бесконечно малый промежуток вре­
мени должен быть много больше характерного времени молекулярно­
го движения, тм. В этом случае выделенный элемент объема в любой 
фиксированный момент времени можно охарактеризовать некоторым 
набором макроскопических величин, зависящих от его координат. Толь­
ко в результате нескольких межмолекулярных взаимодействий может 
произойти выравнивание любой физической величины по всему выде­
ленному элементу объема. Для газов тм имеет смысл среднего времени
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свободного пробега молекул, для жидкостей — времени локализации мо­
лекулы в данной точке, для твердых тел — периода колебаний атомов, 
молекул или ионов в узлах кристаллической решетки.
Таким образом, физически бесконечно малый промежуток времени в 
механике сплошных сред должен удовлетворять следующему условию:
ту <  At <  Tp. (2.3)
Левая часть неравенства должна выполняться еще и потому, что пере­
дача взаимодействия между соседними элементами среды может осу­
ществляться только через движение молекул, находящихся на границе 
этих элементов. Следовательно, при временах меньших или порядка тм 
не существует взаимодействия между соседними частями среды, т. е. 
отсутствует механизм, при помощи которого в объеме тела непрерывно 
изменяются макроскопические величины.
Контрольные вопросы
1. В чем состоит гипотеза сплошности среды?
2. Как в МСС определяются физически бесконечно малые элемент объема 
и промежуток времени?
3. В чем особенность выбора малого элемента объема в газах?
Примеры решения задач
З а д а ч а  2 .1
Имеются две колбы, объединенные капилляром. Система заполнена 
газом. Можно ли моделировать газ как сплошную среду, если среднее 
давление в системе p =  8 кПа, радиус капилляра а =  10-3 м, дли­
на L =  0,05 м, объемы колб одинаковы и составляют V =  10-3 м3, 
время установления стационарного состояния т =  60 с. Система за­
полнена аргоном при температуре T =  293 К. Газ считать идеальным, 
а молекулы аргона — твердыми сферами с эффективным диаметром 
d =  3,42 • 10-10 м. Молярная масса аргона M =  0,0399 кг/моль.
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Решение
Оценим среднюю длину свободного пробега молекул в газе при за­
данных условиях. Как известно из курса общей физики, для молекул, 
моделируемых твердыми шариками, имеем
l
1
\ Z 2 n n d 2
k T
■ \ f2n p d 2
«  1 0 -6 Р n k T , (2.4)
где k =  1,38 • 10-23 Д ж /К  — постоянная Больцмана.
В качестве характерного размера системы выберем наименьший, ра­
диус капилляра. Если неравенство (2.2) будет выполняться для этого 
параметра, то для других элементов ячейки оно тем более будет выпол­
нено.
Поскольку l3 «  10-18 м3, а3 =  10-9 м3, то всегда можно выбрать 
такой элемент объема A V , чтобы выполнялось неравенство (2.2).
Среднее время свободного пробега молекул можно оценить по фор­
муле
т" = v = 2’5 •10-9 с - v = VTM  (2-5)
где V — средняя скорость теплового движения молекул;
R =  8,31 Д ж /(К  • моль) — молярная газовая постоянная.
Характерное макроскопическое время по условию задачи т =  60 с. 
Следовательно, можно выбрать такой физически бесконечно малый 
промежуток времени At, чтобы выполнялось неравенство (2.3).
Таким образом, в данных экспериментальных условиях газ можно 
моделировать как сплошную среду.
З а д а ч а  2 . 2
При движении тел в газе или жидкости имеет место сопротивление 
трения. Применим ли метод механики сплошных сред для вычисления 
силы сопротивления искусственного спутника Земли, двигающегося по 
эллиптической орбите с перигеем h1 =100 км и апогеем h2 =300 км? 
Диаметр спутника D =1 м, температура среды T =  300 К, молярная 
масса воздуха M  =  0,029 кг/моль, эффективный диаметр молекул d =  
=  3 • 10-10 м, число молекул в единице объема около поверхности Земли 
n0 =  2,7 • 1025 м-3.
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Решение
Для оценки числа молекул в единице объема на высоте h восполь­
зуемся барометрической формулой
п = п0 exp Mgh h 
RT gh
R 0
R o  +  h
2
g , (2.6)
где g =  9,81 м/c 2 и gh — ускорения свободного падения на поверхности 
Земли и на высоте h; R0 =  6,37 • 106 м — средний радиус Земли. 
Ускорение свободного падения и плотность молекул: 
в перигее gi =  9,51 м /с2, п1 =  3,24 • 1020 м-3 , 
в апогее g2 =  8,95 м /с2, п2 =  7,43 • 1011 м-3.
Длины свободного пробега вычисляются по формуле (2.4):
l1 =  7,7 • 10-3 м, l2 =  3,4 • 106 м.
Поскольку объем спутника составляет V «  1 м3, то очевидно, что 
условие (2.2) выполняется лишь вблизи перигея. Следовательно, ме­
тод механики сплошных сред может быть использован для вычисления 





Деформацией называют изменение формы и/или объема материальной 
среды (твердой, жидкой, газообразной) под действием внешних сил или 
при изменении температуры.
В деформируемом теле мысленно выделим некоторый элемент объ­
ема. Для определения положения его точек введем декартову систе­
му координат, относительно которой этот элемент объема неподвижен. 
Обозначим оси координат через x \ ,  x 2 , x3.
В рассматриваемом элементе объема произвольно выберем некото­
рую точку P , положение которой задается радиус-вектором r  с коорди­
натами x 1 , x 2 , x 3 (рис. 3.1).
Пусть после приложения внешней силы тело деформируется. При 
этом произойдет смещение точки P , которая перейдет в другое поло­
жение P 7, определяемое радиус-вектором г 7 с компонентами x1, x '2 , x '3 . 
Смещение точки P , равное
u (r ) =  r 7 -  r  , U i (r ) =  xi -  x i , (3.1)
называется вектором деформации, или вектором смещения, а часто 
просто деформацией, или смещением. Деформация является функци­
ей координат точки P, так как в других точках тела она может быть 
другой. Задание вектора u  как функции r  полностью определяет де­
формацию рассматриваемого элемента объема тела во всех точках.
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Рис. 3.1
Т е п е р ь  р а с с м о т р и м  д е ф о р м а ц и ю  т о ч к и  Q ,  л е ж а щ е й  о к о л о  т о ч к и  P  в  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  о к р е с т н о с т и  п е р в о г о  п о р я д к а  и  и м е ю щ е й  к о о р д и н а ­
т у  r  +  d r  ( р и с .  3 .1 ) .  П о с л е  д е ф о р м а ц и и  т о ч к а  Q  о к а ж е т с я  в  п о л о ж е н и и  
Q ' . В  о б щ е м  с л у ч а е  д е ф о р м а ц и я  т о ч к и  Q  н е  б у д е т  с о в п а д а т ь  с  д е ф о р ­
м а ц и е й  т о ч к и  P . И з  р и с .  3 .1  в и д н о ,  ч т о  д е ф о р м а ц и и  д в у х  т о ч е к  с в я з а н ы  
м е ж д у  с о б о й  с л е д у ю щ и м  с о о т н о ш е н и е м :
u ( r  +  d r )  =  u ( r )  +  d u ,  Hi ( r  +  d r )  =  U j ( r )  +  d u j.  ( 3 .2 )
В е к т о р  d u  н а з ы в а ю т  в е к т о р о м  о т н о с и т е л ь н о г о  с м е щ е н и я  ( о т н о с и ­
т е л ь н о й  д е ф о р м а ц и и )  и л и  п р о с т о  о т н о с и т е л ь н ы м  с м е щ е н и е м  ( о т н о ­
с и т е л ь н о й  д е ф о р м а ц и е й ) . О н  х а р а к т е р и з у е т  н е о д н о р о д н о с т ь  д е ф о р м а ­
ц и и . И з  р и с .  3 .1  в и д н о ,  ч т о  п о л о ж е н и е  т о ч к и  Q 1 о т н о с и т е л ь н о  т о ч к и  P ' 
т а к о в о :
d r ' =  d r  +  d u ,  d x  - =  d x i +  d u i .
Е с л и  д е ф о р м а ц и я  в с е х  т о ч е к  т е л а  о д и н а к о в а ,  т. е . d u i =  0 , т о  е е  н а з ы ­
в а ю т  о д н о р о д н о й .
Р а с с м о т р и м  м а л ы е  о т н о с и т е л ь н ы е  д е ф о р м а ц и и ,  к о г д а  о т н о ш е н и е  
с м е щ е н и я  к а к о г о - л и б о  о т р е з к а  т е л а  к  и с х о д н о й  д л и н е  э т о г о  о т р е з к а  м а ­
л о .  В  э т о м  с л у ч а е  м о ж н о  р а з л о ж и т ь  ф у н к ц и ю  Hi ( r  +  d r )  в  р я д  Т е й л о р а ,  
о г р а н и ч и в ш и с ь  л и н е й н ы м и  п о  d x i  ч л е н а м и :
д щ
H i(r  +  d r )  =  Hi ( r )  +  -  d x k  +   ( 3 .3 )
d x k
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Во втором слагаемом правой части по повторяющемуся индексу к, 
принимающему значения 1,2,3, подразумевается суммирование.
Деформация, удовлетворяющая соотношению (3.3), называется ли­
нейной деформацией. Линейные деформации, как правило, являют­
ся упругими. При упругих деформациях после прекращения действия 
внешних сил тело полностью восстанавливает свою форму и объем.





dxk A ik d x k , Aik d u i
d x k  ’
(3.4)
Тензор второго ранга Aik в трехмерном пространстве (i,k =  1, 2, 3) на­
зывается тензором относительной деформации. Он характеризует де­
формацию точки Q относительно деформации точки P  в выделенном 
элементе объема. В общем случае компоненты Aik являются функциями 
координат.
При малых деформациях компоненты тензора относительной де­
формации по модулю малы, т. е. |Aik | ^  1.
Представим Aik в виде суммы симметричной и антисимметричной 
части:
Aik 2 (Aik +  Aki) +  2 (Aik Aki) £ik +  pik . (3.5)
Симметричная часть eik называется тензором деформации:
=  1 f  d u i  + д и Л  =
£ik  =  2 \ d x k  +  d x  J  , £ik  =  £ k i, у  k d x i /
а антисимметричная часть p ik  — тензором поворота:
1 f  d u i  д щ \
p ik 0 о  о  ) , p ik p ki
2  \  d x k  d x i )
(3.6)
(3.7)
Выясним физический смысл этих тензоров.
3.2. Тензор поворота
Рассмотрим физический смысл тензора поворота. Предположим, что 
все компоненты тензора деформаций равны нулю. Тогда в соответствии
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с  в ы р а ж е н и я м и  ( 3 .4 ) ,  ( 3 .5 )  в е к т о р  о т н о с и т е л ь н о г о  с м е щ е н и я  о п р е д е л я ­
е т с я  т о л ь к о  т е н з о р о м  п о в о р о т а ,  т. е.
d u i  =  (fik  d x k . ( 3 .8 )
К о м п о н е н т ы  т е н з о р а  £ ^  о б р а з у ю т  м а т р и ц у
( 0 £ 12 £ 13
£ 21 0 £23 1 . (3.9)
V £ 31 £ 32 0
П о с к о л ь к у  £ ^  —  а н т и с и м м е т р и ч н ы й  т е н з о р ,  т о  о н  в к л ю ч а е т  т о л ь к о  
т р и  н е з а в и с и м ы х  к о м п о н е н т ы .  В в е д е м  с л е д у ю щ и е  о б о з н а ч е н и я :
£32 =  — £2 3  =  £ Ъ  <£13 =  — £31 =  £ 2 ,  £21 =  — £12 =  £ 3 .  ( 3 .1 0 )
Т о г д а  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  d u  з а п и ш у т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
du1 =  - £ 3 d x 2  +  £ 2 d X 3 ,
d u 2 =  £ 3d x 1 — £ 1d x 3 , (3 .1 1 )
du3 =  — £ 2d x 1 +  £ 1d x 2 .
Е с л и  в в е с т и  в е к т о р  п о в о р о т а  £  с  п р о е к ц и я м и  н а  к о о р д и н а т н ы е  о с и  
( £ 1, £ 2 , £ 3) ,  т о  в ы р а ж е н и я  (3 .1 1 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  к о м п а к т н о  в  в и д е  в е к ­
т о р н о г о  п р о и з в е д е н и я
d u  =  [ £ ,  d r  ]. (3 .1 2 )
К а к  и з в е с т н о  и з  м е х а н и к и ,  т а к  з а п и с ы в а е т с я  в е к т о р  м а л о г о  с м е щ е ­
н и я  т о ч к и  а б с о л ю т н о  т в е р д о г о  т е л а  п р и  п о в о р о т е  н а  м а л ы й  у г о л  £ .  
Т а к и м  о б р а з о м ,  в е к т о р  п о в о р о т а  £  п о  м о д у л ю  р а в е н  у г л у  п о в о р о т а ,  а  
н а п р а в л е н и е  с о в п а д а е т  с  о с ь ю  п о в о р о т а  в  с о о т в е т с т в и и  с  п р а в и л о м  п р а ­
в о г о  в и н т а  (р и с .  3 .2 )
В о з в р а щ а я с ь  к  р и с .  3 .1 , в и д и м ,  ч т о  в ы р а ж е н и е  ( 3 .1 2 )  о п и с ы в а е т  м а ­
л ы й  п о в о р о т  э л е м е н т а  о б ъ е м а ,  с о д е р ж а щ е г о  т о ч к у  Q ,  о т н о с и т е л ь н о  т о ч ­
к и  P  н а  м а л ы й  у г о л  £  к а к  а б с о л ю т н о  т в е р д о г о  т е л а .
С л е д о в а т е л ь н о ,  компоненты тензора поворота описывают не де­
формацию элемента объема тела в собственном смысле этого слова, 
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Таким образом, компоненты тензора поворота могут быть вычисле­
ны как компоненты ротора вектора смещений с множителем 1/2.
3.3. Тензор деформации
Пусть компоненты тензора поворота равны нулю. В этом случае отно­
сительное смещение полностью определяется тензором деформации:
(Лиг — £ik dXk. (3.15)
Тензор деформации, как всякий симметричный тензор, в любой точ­
ке можно привести к главным осям. Это означает, что существует такая
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с и с т е м а  к о о р д и н а т  x ? ,  x 2 , x 3 , в  к о т о р о й  т е н з о р  д е ф о р м а ц и и  и м е е т  д и а ­
г о н а л ь н ы й  в и д
(  е °и  0  0  \
0 е ° 2 0  I . (3 .1 6 )
\  0  0  е %  )
К о о р д и н а т н ы е  о с и  ж0 н а з ы в а ю т  главными осями, а  д и а г о н а л ь н ы е  
э л е м е н т ы  е ? ? , е22 , е 03 —  главными значениями тензора деформации. И з  
в ы р а ж е н и й  ( 3 .1 5 ) ,  (3 .1 6 )  с л е д у е т ,  ч т о  д е ф о р м а ц и и  в  г л а в н ы х  о с я х  з а п и ­
ш у т с я  в  в и д е
du? =  е 0? dx? , du? =  е 22 d x 0 , du0 =  е 03 d x 0. (3 .1 7 )
З д е с ь  d u 0 е с т ь  д е ф о р м а ц и я  о т р е з к а  d x 0 . В с е  д е ф о р м а ц и и  н а п р а в л е ­
н ы  п о  г л а в н ы м  о с я м .  О т с ю д а  в и д н о ,  ч т о  г л а в н ы е  д е ф о р м а ц и и  о п и с ы в а ­
ю т  л о к а л ь н о е  р а с т я ж е н и е  и л и  с ж а т и е  э л е м е н т а  о б ъ е м а  в  н а п р а в л е н и и  
г л а в н ы х  о с е й .  Р а с т я ж е н и е  и л и  с ж а т и е  п о  т р е м  в з а и м н о  п е р п е н д и к у л я р ­
н ы м  н а п р а в л е н и я м  н а з ы в а е т с я  чистой деформацией.
Е с л и  в с е  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  п о в о р о т а  р а в н ы  н у л ю ,  т о  в с е г д а  д л я  
э л е м е н т а  о б ъ е м а ,  с о д е р ж а щ е г о  т о ч к у  P  (р и с .  3 .1 ) ,  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  
г л а в н ы е  о с и  д е ф о р м а ц и и ,  в  к о т о р ы х  э т о т  э л е м е н т  о б ъ е м а  и с п ы т ы в а е т  
ч и с т у ю  д е ф о р м а ц и ю .  Е с л и  ж е  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  p ik н е  р а в н ы  н у л ю , 
т о  о н и  о п и с ы в а ю т  п о в о р о т  э т и х  г л а в н ы х  о с е й  в о к р у г  т о ч к и  P  н а  м а л ы й  
у г о л  р . Т а к и м  о б р а з о м ,  д е ф о р м а ц и я  н е к о т о р о г о  э л е м е н т а  о б ъ е м а  т е л а  
в  о б щ е м  с л у ч а е  с в о д и т с я  к  е г о  ч и с т о й  д е ф о р м а ц и и ,  т. е . р а с т я ж е н и ю  
и л и  с ж а т и ю  п о  г л а в н ы м  о с я м  д е ф о р м а ц и и ,  и  п о в о р о т у  г л а в н ы х  о с е й  
д е ф о р м а ц и и  н а  м а л ы й  у г о л  р , п о с к о л ь к у  э т о т  п о в о р о т  п р о и с х о д и т  к а к  
п о в о р о т  а б с о л ю т н о  т в е р д о г о  т е л а .
3.4. Изменение объема тела
К о м п о н е н т ы  т е н з о р а  p ik о п и с ы в а ю т  п о в о р о т  э л е м е н т а  о б ъ е м а  к а к  а б с о ­
л ю т н о  т в е р д о г о  т е л а  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  н е  д а ю т  в к л а д  в  и з м е н е н и е  е г о  
о б ъ е м а  п р и  д е ф о р м а ц и и .  П о э т о м у  р а с с м о т р и м  ч и с т у ю  д е ф о р м а ц и ю ,  к о ­
т о р а я  е д и н с т в е н н о  п р и в о д и т  к  и з м е н е н и ю  в е л и ч и н ы  э л е м е н т а  о б ъ е м а .
В ы д е л и м  в  т е л е  э л е м е н т  о б ъ е м а  д л я  п р о с т о т ы  в  в и д е  п р я м о у г о л ь ­
н о г о  п а р а л л е л е п и п е д а  ( р и с .  3 .3 ) .
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Его величина до деформации в главных осях определяется произве­
дением длин ребер:
AVo =  Аж? Аж? Аж?. (3.18)
После деформации ребра элементарного параллелепипеда получат 
приращения, их длины примут значения
Аж?' =  Аж? +  du?, i =  1, 2, 3. (3.19)
В силу линейности деформаций растяжение или сжатие любого от­
резка Аж? (не обязательно бесконечно малого) в соответствии с (3.17) 
таково: du? = £°i Аж?. Тогда после деформации величина элемента объ­
ема будет
АУо =  (1 +  е?!)(1 +  е?2)(1 +  £°з) АУ?. (3.20)
Если рассматриваются малые деформации, |e?k | ^  1, то, пренебре­
гая членами второго порядка малости и выше, запишем выражение 
(3.20) в виде
АУ0 =  (1 +  £ 1 1 +  г 2 2 +  3) АУ?. (3.21)
Для относительного изменения элемента объема при чистой дефор­
мации получим
А У '  -  А У ?  
А У ?
г ? +  г ? +  _ ? = _ ? Ь11 +  г22 +  г33 — rii. (3.22)
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О ч е в и д н о ,  ч т о  в е л и ч и н а  о т н о с и т е л ь н о г о  и з м е н е н и я  о б ъ е м а  т е л а  п р и  
д е ф о р м а ц и и  н е  з а в и с и т  о т  в ы б о р а  с и с т е м ы  к о о р д и н а т .  Т а к и м  о б р а з о м ,  
с л е д  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й ,  с у м м а  е г о  д и а г о н а л ь н ы х  э л е м е н т о в ,  и н в а р и ­
а н т е н  п о  о т н о ш е н и ю  к  в ы б о р у  с и с т е м ы  к о о р д и н а т ,  т. е . £ 0  =  £ ц .  П о э т о м у  
д л я  н а х о ж д е н и я  о т н о с и т е л ь н о г о  и з м е н е н и я  в е л и ч и н ы  э л е м е н т а  о б ъ е м а  
т е л а  п р и  д е ф о р м а ц и и  н е т  н е о б х о д и м о с т и  п р и в о д и т ь  т е н з о р  д е ф о р м а ц и и  
к  г л а в н ы м  о с я м .
С о о т н о ш е н и е  ( 3 .2 2 )  с  у ч е т о м  ( 3 .6 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с л е д у ю щ е м  в и ­
д е :







d i v  u . (3 .2 3 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  и з м е н е н и е  в е л и ч и н ы  э л е м е н т а  о б ъ е м а  т е л а  п р и  д е ­
ф о р м а ц и и  о п и с ы в а е т с я  д и а г о н а л ь н ы м и  к о м п о н е н т а м и  т е н з о р а  £ ik , а  
н е д и а г о н а л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  э т о г о  т е н з о р а  о п и с ы в а ю т  д е ф о р м а ц и ю  
с д в и г а ,  т. е . и з м е н е н и е  ф о р м ы  р а с с м а т р и в а е м о г о  э л е м е н т а  о б ъ е м а .
3.5. Геометрические свойства 
линейных деформаций
1. Т о ч к и  э л е м е н т а  о б ъ е м а  т е л а ,  н а х о д я щ и е с я  д о  д е ф о р м а ц и и  в  о д н о й  
п л о с к о с т и ,  п о с л е  л и н е й н о й  д е ф о р м а ц и и  т а к ж е  р а с п о л о ж а т с я  в  о д н о й  
п л о с к о с т и .
Д е й с т в и т е л ь н о ,  у р а в н е н и е  п л о с к о с т и  в  г л а в н ы х  о с я х  и м е е т  в и д
a x ?  +  b X 2 +  c x °  +  d  =  0 . (3 .2 4 )
П о с л е  д е ф о р м а ц и и  н о в ы е  к о о р д и н а т ы  т о ч е к  п л о с к о с т и  б у д у т  с в я з а ­
н ы  с о  с т а р ы м и  к о о р д и н а т а м и  с о о т н о ш е н и я м и
x 0/ =  x 0 i £ 0 x 0 Jy 1 --  Jy 1 ~\~ C 11 Jy 1 } x 0/ =  x 0 i £ 0 x 0,
0/
r y 0   г у °  I С Г0 <y*0
x 3 =  x 3 +  £ 33 x 3.
(3 .2 5 )
Т о г д а  к о о р д и н а т ы  т о ч е к  п о с л е  д е ф о р м а ц и и  б у д у т  у д о в л е т в о р я т ь  
у р а в н е н и ю
1 +  £ 0
x 0/ +
11 1 i £ 0
x 0/ +
22 1 i £ 0




т. е . н о в ы е  к о о р д и н а т ы  т о ч е к  п о с л е  д е ф о р м а ц и и  т а к ж е  б у д у т  у д о в л е ­
т в о р я т ь  у р а в н е н и ю  н е к о т о р о й ,  в  о б щ е м  с л у ч а е  д р у г о й  п л о с к о с т и .  Э т о т  
р е з у л ь т а т  с п р а в е д л и в  в  л ю б о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  и  н е  т о л ь к о  д л я  ч и ­
с т о й  д е ф о р м а ц и и ,  к о т о р у ю  м ы  р а с с м а т р и в а л и  д л я  д о к а з а т е л ь с т в а .  Э т о  
о б о б щ е н и е  я в л я е т с я  с л е д с т в и е м  т о г о ,  ч т о  п о в о р о т  э л е м е н т а  о б ъ е м а ,  с о ­
д е р ж а щ е г о  н е к о т о р у ю  п л о с к о с т ь ,  п р о и с х о д и т  к а к  п о в о р о т  а б с о л ю т н о  
т в е р д о г о  т е л а  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  н е  м о ж е т  с м е с т и т ь  т о ч к и  т е л а  и з  э т о й  
п л о с к о с т и .
2. Т о ч к и ,  л е ж а щ и е  н а  о д н о й  п р я м о й  в  э л е м е н т е  о б ъ е м а  д о  д е ф о р м а ­
ц и и , п о с л е  д е ф о р м а ц и и  т а к ж е  р а с п о л о ж а т с я  н а  н е к о т о р о й  п р я м о й .
Э т о  с л е д у е т  и з  п е р в о г о  с в о й с т в а ,  т а к  к а к  п р я м а я  я в л я е т с я  г е о м е т ­
р и ч е с к и м  м е с т о м  т о ч е к  п е р е с е ч е н и я  д в у х  п л о с к о с т е й .  Т а к и м  о б р а з о м ,  
в л и я н и е  л и н е й н о й  д е ф о р м а ц и и  н а  т о ч к и ,  р а с п о л о ж е н н ы е  н а  н е к о т о р о м  
о т р е з к е  п р я м о й ,  п р о я в л я е т с я ,  в о - п е р в ы х ,  в  п о в о р о т е  п р я м о й  н а  н е к о т о ­
р ы й  м а л ы й  у г о л  и , в о - в т о р ы х ,  в  р а с т я ж е н и и  и л и  с ж а т и и  э т о г о  о т р е з к а .
3 . Д в е  п а р а л л е л ь н ы е  д о  д е ф о р м а ц и и  п л о с к о с т и  в  э л е м е н т е  о б ъ е м а  
о с т а н у т с я  п а р а л л е л ь н ы м и  и  п о с л е  д е ф о р м а ц и и .
Д е й с т в и т е л ь н о ,  п у с т ь  и м е е м  д в е  п а р а л л е л ь н ы е  п л о с к о с т и  в  э л е м е н т е  
о б ъ е м а .  В  г л а в н ы х  о с я х  и х  у р а в н е н и я  и м е ю т  в и д
А ж ?  +  B  ж? +  C ж? =  0 , а ж ?  +  Ьж ? +  с ж ?  =  0 . (3 .2 7 )
П л о с к о с т и  п а р а л л е л ь н ы ,  е с л и  в ы п о л н я ю т с я  с о о т н о ш е н и я
A B C  
а b c
(3 .2 8 )
П о с л е  д е ф о р м а ц и и  к о о р д и н а т ы  т о ч е к  э л е м е н т а  о б ъ е м а  п р и м у т  з н а ­
ч е н и я  ( 3 .2 5 ) .  С о о т в е т с т в е н н о  и з м е н я т с я  и  у р а в н е н и я  п л о с к о с т е й :
A  ?/ B  ?/ C  ? / _
™ 1 ж? + ^ . — рт жз +  D  =  ф
1 +  е ? , ж  +  1 +  е??  ж? +  1 +  е ? ,, ж
1 +  е
?/ Ь ?/
? ж 1 +  ~ — — ж? +  
,, 1 +  е ?  ? ж? +  1 +  е  ? ,  ж?
? / +  d = 0 .
(3 .2 9 )
22 33
а c
В и д и м ,  ч т о  у с л о в и е  (3 .2 8 )  п а р а л л е л ь н о с т и  п л о с к о с т е й  в ы п о л н я е т с я  
и  п о с л е  д е ф о р м а ц и и .
4 . Д в е  п а р а л л е л ь н ы е  п р я м ы е ,  п р о в е д е н н ы е  в  э л е м е н т е  о б ъ е м а  д о  
д е ф о р м а ц и и ,  о с т а н у т с я  п а р а л л е л ь н ы м и  и  п о с л е  д е ф о р м а ц и и .
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Э т о  с л е д у е т  и з  с в о й с т в а  3 с о х р а н е н и я  п а р а л л е л ь н о с т и  д в у х  п л о с к о ­
с т е й  п р и  д е ф о р м а ц и и .
П о в т о р я я  р а с с у ж д е н и я  п у н к т а  1, м о ж н о  у т в е р ж д а т ь ,  ч т о  с в о й с т в а  
п а р а л л е л ь н о с т и  п р я м ы х  и  п л о с к о с т е й  с о х р а н я ю т с я  п р и  п р о и з в о л ь н о й  
л и н е й н о й  д е ф о р м а ц и и .
3.6. Эллипсоид деформации
Р а с с м о т р и м  в  э л е м е н т е  о б ъ е м а  с ф е р у  е д и н и ч н о г о  р а д и у с а ,  ц е н т р  к о т о ­
р о й  н а х о д и т с я  в  н а ч а л е  к о о р д и н а т .  У р а в н е н и е  с ф е р ы  в  г л а в н ы х  о с я х  
и м е е т  в и д
( x ? ) 2 +  ( x 2 ) 2 +  ( x 3 ) 2 =  1. (3 .3 0 )
П о с л е  д е ф о р м а ц и и  т о ч к и  с ф е р ы  б у д у т  и м е т ь  к о о р д и н а т ы  ( 3 .2 5 )  и  
о к а ж у т с я  н а  п о в е р х н о с т и ,  о п и с ы в а е м о й  с л е д у ю щ и м  у р а в н е н и е м :





( 1 +  £ ?1 )2 ( 1 +  е 22)2 ( 1 +  4 з )2
1, (3 .3 1 )
т. е . у р а в н е н и е  с ф е р ы  п е р е х о д и т  в  у р а в н е н и е  э л л и п с о и д а ,  е с л и  в с е  г л а в ­
н ы е  з н а ч е н и я  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и и  р а з л и ч н ы .
С н о в а  э т о т  р е з у л ь т а т  с п р а в е д л и в  н е  т о л ь к о  в  г л а в н ы х  о с я х ,  н о  и  п р и  
п р о и з в о л ь н о й  л и н е й н о й  д е ф о р м а ц и и ,  т а к  к а к  п о в о р о т  э л е м е н т а  о б ъ е м а  
к а к  а б с о л ю т н о  т в е р д о г о  т е л а  н е  и з м е н и т  ф о р м ы  п о в е р х н о с т и ,  р а с п о л о ­
ж е н н о й  в н у т р и  э т о г о  о б ъ е м а .
Е с л и  в с е  г л а в н ы е  з н а ч е н и я  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и и  р а в н ы  м е ж д у  с о б о й ,  
т о ,  к а к  с л е д у е т  и з  у р а в н е н и я  ( 3 .3 1 ) ,  с ф е р а  п е р е х о д и т  в  с ф е р у  б о л ь ш е г о  
и л и  м е н ь ш е г о  р а д и у с а .  Е с л и  е 1?? =  е^ 2 =  е 03 , т о  с ф е р а  п е р е х о д и т  в  
э л л и п с о и д  в р а щ е н и я .
3.7. Температурная деформация
Д е ф о р м а ц и я  т е л а  м о ж е т  п р о и с х о д и т ь  н е  т о л ь к о  в с л е д с т в и е  п р и л о ж е ­
н и я  к  н е м у  в н е ш н и х  с и л ,  н о  и  в  р е з у л ь т а т е  и з м е н е н и я  е г о  т е м п е р а т у ­
р ы .  В  п р е д е л а х  м ы с л е н н о  в ы д е л е н н о г о  э л е м е н т а  о б ъ е м а  б у д е м  с ч и т а т ь
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температуру однородной, т. е. одинаковой во всех точках. Пусть началь­
ная температура элемента объема Т0, а после нагревания или охлажде­
ния тела стала Т , т. е. изменение температуры таково: А Т  =  Т — Т0. 
При этом внутри элемента объема в силу однородности его темпера­
туры не возникают напряжения, происходит лишь его тепловое расши­
рение или сжатие. Если относительное изменение температуры мало, 
|АТ/Т0| ^  1, относительную деформацию элемента объема duT (верх­
ний индекс напоминает о том, что речь идет о температурной дефор­
мации) можно считать пропорциональной изменению температуры:
duT =  4  dxk , 4  =  агк АТ. (3.32)
В этом выражении роль тензора относительной деформации играет 
4 , называемый тензором теплового расширения; элементы симмет­
ричного тензора второго ранга aik — коэффициенты линейного тепло­
вого расширения. Следовательно, температурная деформация элемента 
объема тела происходит без его поворота и заключается в расширении 
или сжатии по трем взаимно перпендикулярным главным осям.
В главных осях тензор имеет вид
/ 4 0 0
0 4 0 ) . (3.33)V 0 0 4  /
Очевидно, при температурной деформации сфера внутри элемента 









(1  +  4  А Т  ) 2 (1  +  4 А Т  ) 2 (1  +  а О з А Т  ) 2
1. (3.34)
Если тело изотропно, т. е. его физические свойства в любой точке 
одинаковы во всех направлениях, то 4 l =  а °2 =  а 33 =  а  и сфера 
деформируется в сферу. Если 4  =  4  =  4 ,  то сфера деформируется 
в эллипсоид вращения.
Для изотропного тела тензор теплового расширения записывается в 
виде
4  =  a 5 i k  А Т .  (3.35)
Здесь 8ik — символ Кронекера (1.47).
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В  э т о м  с л у ч а е  д л я  к о м п о н е н т  в е к т о р а  о т н о с и т е л ь н о й  д е ф о р м а ц и и  
п о л у ч а е м
d u T =  а А Т  d x i , i  =  1, 2 , 3. (3 .3 6 )
Т а к  к а к  d u T е с т ь  п р и р а щ е н и е  о т р е з к а  d x i в с л е д с т в и е  т е м п е р а т у р н ы х  
д е ф о р м а ц и й ,  т о  в  с и л у  л и н е й н о с т и  и  и з о т р о п н о с т и  д е ф о р м а ц и й  д л я  
п р и р а щ е н и я  л ю б о г о  о т р е з к а  l п р и  о д н о р о д н о м  н а г р е в а н и и  т е л а  и м е е м
A  l =  a A T l .  (3 .3 7 )
О т н о с и т е л ь н о е  и з м е н е н и е  о б ъ е м а  п р и  т е м п е р а т у р н о й  д е ф о р м а ц и и  
п о  а н а л о г и и  с  ( 3 .2 3 )  о п р е д е л я е т с я  с л е д у ю щ и м  в ы р а ж е н и е м :
A V  =  е т  =  а б ц А Т  =  3 a A T .  (3 .3 8 )
Э т о  с о о т н о ш е н и е  д л я  ф и з и ч е с к и  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  т е м п е р а т у р н ы х  
д е ф о р м а ц и й  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  ф о р м е :
в  =  V  ( д Т  ) р =  3 а - ( 3 -3 9 )
В е л и ч и н у  в  =  3 а  н а з ы в а ю т  к о э ф ф и ц и е н т о м  о б ъ е м н о г о  т е п л о в о г о  
р а с ш и р е н и я  т е л а .  П р о и з в о д н а я  в  п о с л е д н е м  в ы р а ж е н и и  в з я т а  п р и  п о ­
с т о я н н о м  д а в л е н и и ,  т а к  к а к  п р и  о д н о р о д н о м  н а г р е в а н и и  т е л а  в  о т с у т ­
с т в и е  в н е ш н и х  с и л  в н у т р и  н е г о  н е  в о з н и к а ю т  н а п р я ж е н и я .
3.8. Теорема Коши — Гельмгольца
Р а с с м а т р и в а я  д е ф о р м а ц и ю  н е к о т о р о г о  э л е м е н т а  о б ъ е м а ,  в  о б щ е м  с л у ­
ч а е  м ы  м о ж е м  с ф о р м у л и р о в а т ь  т е о р е м у  К о ш и  —  Г е л ь м г о л ь ц а .
Н а и б о л е е  о б щ е е  п е р е м е щ е н и е  т о ч к и  Q  э л е м е н т а  о б ъ е м а  д е ф о р м и р у ­
е м о г о  т е л а ,  с о д е р ж а щ е г о  т о ч к у  P  (р и с .  3 .1 ) ,  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н о  
в  в и д е  с у м м ы :
1) п о с т у п а т е л ь н о г о  с м е щ е н и я  т о ч к и  P  к а к  п о л ю с а ;
2 ) п о в о р о т а  т о ч к и  Q  в м е с т е  с  э л е м е н т о м  о б ъ е м а  к а к  а б с о л ю т н о  т в е р ­
д о г о  т е л а  о т н о с и т е л ь н о  т о ч к и  P  н а  м а л ы й  у г о л  ц>;
3 )  с о б с т в е н н о  д е ф о р м а ц и о н н о г о  п е р е м е щ е н и я  в с л е д с т в и е  р а с т я ж е ­
н и я  и л и  с ж а т и я  п о  т р е м  в з а и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы м  о с я м .
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Т а к и м  о б р а з о м ,  с м е щ е н и е  т о ч к и  Q  в  с о о т в е т с т в и и  с  т е о р е м о й  К о ­
ш и  —  Г е л ь м г о л ь ц а  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к :
U i ( r  +  d r )  =  т ( г )  +  <^ik d x k  +  £ik  d x k . (3 .4 0 )
Е с л и  т е м п е р а т у р а  т е л а  и з м е н я е т с я ,  т о  в  п р а в о й  ч а с т и  н е о б х о д и м о  
д о б а в и т ь  е щ е  о д и н  ч л е н ,  у ч и т ы в а ю щ и й  т е м п е р а т у р н у ю  д е ф о р м а ц и ю :
d u T =  a ik A T  d x k .
Контрольные вопросы
1. Какие деформации называются упругими?
2. Что характеризует относительная деформация?
3. Каков физический смысл тензора поворота?
4. Что характеризуют диагональные и недиагональные компоненты тен­
зора деформации?
5. Как определяется относительное изменение объема тела при деформа­
ции?
6. Докажите 4 основных свойства упругих деформаций.
7. Что называют температурной деформацией?
8. Справедливы ли свойства упругих деформаций для температурных де­
формаций?
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4.1.1. Силы массовые, объемные и поверхностные
При действии внешних сил тело деформируется, т. е. происходит сме­
щение частиц внутри тела. Изменение взаимного расположения частиц 
порождает внутри твердого деформированного тела внутренние силы 
(напряжения), которые противодействуют внешним силам и стремят­
ся восстановить первоначальную форму и объем тела. Эти внутренние 
силы называют силами упругости. Они действуют внутри деформиро­
ванного тела на границах между его частями.
Электромагнитную природу силы упругости можно понять на осно­
ве представлений о молекулярном строении вещества. Составляющие 
молекулу атомы включают частицы, обладающие электрическим заря­
дом: отрицательно заряженные электроны и положительно заряженное 
ядро. Заряженные частицы являются причиной существования дально- 
действующих сил притяжения и короткодействующих сил отталкива­
ния между атомами и молекулами.
В твердом теле устанавливаются такие расстояния между молеку­
лами, чтобы существовал баланс сил притяжения и отталкивания, при 
котором потенциальная энергия молекулярных взаимодействий мини­
мальна. При этом тело находится в состоянии теплового равновесия.
В результате деформации расстояния между молекулами изменя­
ются и, как следствие, нарушается баланс между силами притяжения и
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с и л а м и  о т т а л к и в а н и я .  Т а к ,  п р и  р а с т я ж е н и и  т е л а  р а с с т о я н и я  м е ж д у  м о ­
л е к у л а м и  у в е л и ч и в а ю т с я ,  н а ч и н а ю т  п р е в а л и р о в а т ь  с и л ы  п р и т я ж е н и я ,  
п р е п я т с т в у ю щ и е  э т о м у  п р о ц е с с у .  « И з б ы т о ч н ы е »  с и л ы  м о л е к у л я р н ы х  
п р и т я ж е н и й  и  я в л я ю т с я  п р и ч и н о й  в о з н и к н о в е н и я  с и л ы  у п р у г о с т и ,  к о ­
т о р а я  п р о т и в о д е й с т в у е т  р а с т я ж е н и ю  т е л а . И  н а о б о р о т ,  п р и  д е ф о р м а ц и и  
с ж а т и я  р а с с т о я н и я  м е ж д у  м о л е к у л а м и  д е ф о р м и р у е м о г о  т е л а  у м е н ь ш а ­
ю т с я ,  п р е в а л и р у ю щ и м и  с т а н о в я т с я  м о л е к у л я р н ы е  с и л ы  о т т а л к и в а н и я .  
В  т е л е  в о з н и к а е т  с и л а  у п р у г о с т и ,  к о т о р а я  с т р е м и т с я  р а с т я н у т ь  т е л о  и  
в о с с т а н о в и т ь  е г о  н а ч а л ь н ы е  р а з м е р ы .
Т а к и м  о б р а з о м ,  в с е  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  э л е м е н т  о б ъ е м а  д е ф о р ­
м и р о в а н н о г о  т е л а ,  м о ж н о  р а з д е л и т ь  н а  д в е  к а т е г о р и и :  в н е ш н и е  с и л ы  
( м а с с о в ы е  и л и  о б ъ е м н ы е )  и  в н у т р е н н и е  с и л ы  ( с и л ы  у п р у г о с т и ) .
М а с с о в ы е  с и л ы
М а с с о в ы е  с и л ы  —  э т о  с и л ы ,  п р о п о р ц и о н а л ь н ы е  м а с с е  э л е м е н т а  о б ъ е м а  
т е л а .  Е с л и  A m  —  м а с с а  э л е м е н т а  о б ъ е м а  A V , т о  м а с с о в а я  с и л а ,  д е й ­
с т в у ю щ а я  н а  э т о т  э л е м е н т  о б ъ е м а ,  т а к о в а :
A F  =  f  A m . (4.1)
З д е с ь  f  —  н а п р я ж е н н о с т ь  и л и  п л о т н о с т ь  м а с с о в о й  с и л ы ,  х а р а к ­
т е р и з у е т  м а с с о в у ю  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  н а  э л е м е н т  о б ъ е м а  е д и н и ч н о й  
м а с с ы .  Н а п р и м е р ,  м а с с о в о й  с и л о й  я в л я е т с я  с и л а  т я ж е с т и .  Н а п р я ж е н ­
н о с т ь  с и л ы  т я ж е с т и  —  у с к о р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я  т е л а . В  о б щ е м  
с л у ч а е  н а п р я ж е н н о с т ь  м а с с о в о й  с и л ы  м о ж е т  з а в и с е т ь  о т  к о о р д и н а т  и  
и з м е н я т ь с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и ,  f  =  f  М ) .
В в е д е м  п о н я т и е  п л о т н о с т ь  с р е д ы  р  к а к  п р е д е л  о т н о ш е н и я  э л е м е н т а  
м а с с ы  A m  к  е г о  о б ъ е м у  A V  п р и  A V ,  с т р е м я щ е м с я  к  н у л ю :
р lim
A m
д у ^ о  A V
(4.2)
В  с л у ч а е  о д н о р о д н о й  п л о т н о с т и  в  э л е м е н т е  о б ъ е м а  и м е е м
A m  =  р  A V ,  A F  =  p f  A V .  (4 .3 )
С и л а ,  п р о п о р ц и о н а л ь н а я  э л е м е н т у  о б ъ е м а ,  к  к о т о р о м у  о н а  п р и л о ­
ж е н а ,  н а з ы в а е т с я  о б ъ е м н о й  с и л о й .  П р о и з в е д е н и е  p f  н а з ы в а ю т  н а п р я ­
ж е н н о с т ь ю  и л и  п л о т н о с т ь ю  о б ъ е м н о й  с и л ы .
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С и л ы  п о в е р х н о с т н ы е
Если внутри деформируемого тела мысленно выделить некоторый 
объем, то на его поверхность со стороны остальной части тела будут 
действовать некоторые силы вследствие деформации, т. е. смещения од­
них участков тела по отношению к другим. Поскольку взаимодействие 
между соседними участками тела может осуществляться в конечном 
счете только молекулярными силами с радиусом действия порядка раз­
мера молекул (~  10-9 м), то передача силового взаимодействия от од­
ного элемента объема к соседнему может осуществляться практически 
лишь через разделяющую их поверхность. Поэтому нерассматриваемая 
часть тела действует на выделенный элемент объема только через его 
поверхность, и это воздействие может быть заменено некоторыми по­
верхностными силами.
Таким образом, поверхностные силы — это внутренние силы в де­
формируемом теле, которые действуют на граничных поверхностях 
между соседними частями тела. Если на тело не действуют внешние 
силы и оно однородно нагрето, то внутренние силы отсутствуют, и все 
его части находятся в механическом и термодинамическом равновесии.
Существенное отличие поверхностных сил от массовых состоит в 
том, что они зависят не только от координат и времени, но и от ориен­
тации площадки, на которую они действуют.
Рассмотрим некоторый мысленно выделенный объем тела (рис. 4.1).
Рис. 4.1
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Д е й с т в и е  о с т а л ь н о й  ч а с т и  т е л а  н а  э т о т  в ы д е л е н н ы й  о б ъ е м  м о ж н о  
з а м е н и т ь  н е к о т о р ы м и  с и л а м и , д е й с т в у ю щ и м и  н а  е г о  п о в е р х н о с т ь .  В ы ­
д е л и м  н а  э т о й  п о в е р х н о с т и  э л е м е н т  п л о щ а д и  d S .  П у с т ь  n  —  н о р м а л ь  
к  э л е м е н т а р н о й  п л о щ а д к е  d S . Н о р м а л ь  б у д е м  с ч и т а т ь  п о л о ж и т е л ь н о й ,  
е с л и  о н а  н а п р а в л е н а  в н е  в ы д е л е н н о г о  о б ъ е м а  т е л а .
П у с т ь  н а  э л е м е н т  п о в е р х н о с т и  д е й с т в у е т  п о в е р х н о с т н а я  с и л а  d F (n ). 
П р и ч е м  с и л а  н е  о б я з а т е л ь н о  н а п р а в л е н а  п о  н о р м а л и  к  э л е м е н т у  п о в е р х ­
н о с т и .  В е р х н и й  и н д е к с  ( n )  у к а з ы в а е т  н а  о р и е н т а ц и ю  п л о щ а д к и .  Т о г д а  
м о ж н о  з а п и с а т ь
d F (n) =  а (п) d S . ( 4 .4 )
П о в е р х н о с т н у ю  с и л у  ст (п ), д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и ,  н а ­
з ы в а ю т  напряженностью, или плотностью поверхностных сил, или 
просто напряжением.
4.1.2. Тензор напряжений
П о к а ж е м ,  ч т о  н а п р я ж е н и е  , д е й с т в у ю щ е е  н а  п л о щ а д к у  с  п р о и з в о л ь ­
н о й  о р и е н т а ц и е й  н о р м а л и  n ,  м о ж н о  в ы р а з и т ь  ч е р е з  н а п р я ж е н и я ,  д е й ­
с т в у ю щ и е  н а  т р и  в з а и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы е  п л о щ а д к и ,  в  ч а с т н о с т и ,  
о р и е н т и р о в а н н ы е  п о  н а п р а в л е н и я м  к о о р д и н а т н ы х  о с е й  .
Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  р а с с м о т р и м  э л е м е н т  о б ъ е м а  A V , и м е ю щ и й  ф о р ­
м у  т е т р а э д р а  ABCO (р и с .  4 .2 ) .  О с и  д е к а р т о в о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  н а ­
п р а в л е н ы  в д о л ь  р е б е р  т е т р а э д р а ,  к а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  4 .2 .
З а м е т и м ,  ч т о  ф о р м а  э л е м е н т а  о б ъ е м а  в ы б р а н а  д л я  п р о с т о т ы  д о к а ­
з а т е л ь с т в а  и  н е  в л и я е т  н а  о б щ н о с т ь  к о н е ч н о г о  р е з у л ь т а т а .
С о с т а в и м  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  р а с с м а т р и в а е м о г о  т е т р а э д р а  п о д  д е й ­
с т в и е м  м а с с о в ы х  и  п о в е р х н о с т н ы х  с и л .
Е с л и  р  —  п л о т н о с т ь  т е л а ,  т о  p A V  —  м а с с а  т е т р а э д р а .  П у с т ь  d S  —  
п л о щ а д ь  г р а н и  ABC ; d S i  —  п л о щ а д ь  г р а н и ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  i - й  к о о р ­
д и н а т н о й  о с и ;  ^ (i) —  н а п р я ж е н и е  н а  п л о щ а д к е  d S i ; f  —  н а п р я ж е н н о с т ь  
м а с с о в ы х  с и л ;  v  —  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  т е т р а э д р а .  Т о г д а  в  с о о т в е т с т в и и  
с о  в т о р ы м  з а к о н о м  Н ь ю т о н а  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  з а п и ш е т с я  с л е д у ю -  3
3П од ориентацией площадки здесь и далее подразумевается направление нормали 
к этой площадке.
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ттти м  о б р а з о м :
p Д V  ^  =  p f  Д  V  +  а (п) d S  +  , ч
' d t  1 ( 4 .5 )
+  а (1) d S i  +  а (2) d S 2  +  а (3) d S a .
Е с л и  n (i) —  н о р м а л ь  к  п л о щ а д к е  d S i ,  н а п р а в л е н н а я  п р о т и в о п о л о ж н о  
н а п р а в л е н и ю  i -й  к о о р д и н а т н о й  о с и ,  т о  и м е е м
d S i =  ( n ,  n ( i ) ) d S  =  - n i d S ,  i  =  1, 2 , 3.
З д е с ь  n i —  п р о е к ц и я  н о р м а л и  n  н а  к о о р д и н а т н у ю  о с ь  x i . З н а к  м и н у с  в  
п о с л е д н е м  р а в е н с т в е  о т р а ж а е т  т о т  ф а к т ,  ч т о  н о р м а л ь  к  п л о щ а д к е  d S i 
и  о с ь  X i  н а п р а в л е н ы  в  п р о т и в о п о л о ж н ы е  с т о р о н ы .
П р и  у м е н ь ш е н и и  о б ъ е м а  т е т р а э д р а  в  у р а в н е н и и  д в и ж е н и я  ( 4 .5 )  л е ­
в а я  ч а с т ь  и  п е р в о е  с л а г а е м о е  п р а в о й  ч а с т и  у м е н ь ш а ю т с я  п р о п о р ц и о ­
н а л ь н о  к у б у  л и н е й н ы х  р а з м е р о в  э л е м е н т а  о б ъ е м а ,  а  о с т а л ь н ы е  ч л е н ы  —  
п р о п о р ц и о н а л ь н о  и х  к в а д р а т у .  П р е н е б р е г а я  в  у р а в н е н и и  ( 4 .5 )  ч л е н а м и  
б о л е е  в ы с о к о г о  п о р я д к а  м а л о с т и ,  п о л у ч а е м
а ’ (п) =  ст (1) n 1 +  ст (2) n 2 +  а (3) п 3 =  а ’ (г') n i . ( 4 .6 )
Если верхние индексы опустить вниз, то проекции этого векторного
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(n) . .о 1 — РцЩ +  O12n2 +  ^13n3,
о ^  — ^21П1 +  О22П  + (Т23П3 , (4-7)
(n) , ,03 — СТ31П1 +  о 32П2 +  033П3.
Эти равенства можно записать кратко в эквивалентном виде
o(n) — Oik Пк. (4.8)
ГТ~1 tsТензор второго ранга oik называется т е н з о р о м  н а п р я ж е н и и .
Полученное равенство задает напряжение, действующее на произ­
вольно ориентированную площадку, через напряжения, действующие 
на три площадки, перпендикулярные координатным осям.
По физическому смыслу т е н з о р  oik п р е д с т а в л я е т  с и л у ,  д е й с т в у ю ­
щ у ю  в  н а п р а в л е н и и  к о о р д и н а т н о й  о с и  i н а  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д к у ,  п е р ­
п е н д и к у л я р н у ю  о с и  k.
На рис. 4.3 показаны все компоненты тензора напряжений, которые 
действуют на гранях элемента объема, имеющего форму прямоуголь­
ного параллелепипеда. Д и а г о н а л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  oik н а з ы в а ­
ю т с я  н о р м а л ь н ы м и  н а п р я ж е н и я м и ,  а н е д и а г о н а л ь н ы е  —  к а с а т е л ь н ы ­
м и  н а п р я ж е н и я м и .
В дальнейшем мы покажем, что oik — симметричный тензор, т. е. 
имеет лишь шесть независимых компонент. Как симметричный тензор, 
он может быть приведен к главным осям и будет иметь следующий вид:
(  O01 0 0 \
0 O02 0 I .
0 0 о303
Диагональные компоненты называют г л а в н ы м и  з н а ч е н и я м и  т е н з о р а  
н а п р я ж е н и й . Если элемент объема тела подвержен всестороннему рав­
номерному сжатию под воздействием внешнего давления р, то все глав­
ные значения тензора напряжения равны по величине,
0 _  о _  о _O11 — O22 — O33 — р.
В этом случае тензор напряжений можно записать в виде
Oik — SikP. (4.9)
уравнения на оси координат запишутся в виде
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4.1.3. Результирующая поверхностная сила, 
действующая на единицу объема тела
В ы д е л и м  в  д е ф о р м и р у е м о м  т е л е  н е к о т о р ы й  о б ъ е м  и  р а с с м о т р и м  д е й ­
с т в у ю щ у ю  н а  н е г о  р е з у л ь т и р у ю щ у ю  с и л у . О ч е в и д н о ,  о н а  с к л а д ы в а е т с я  
и з  с и л ,  д е й с т в у ю щ и х  н а  к а ж д ы й  э л е м е н т  в ы д е л е н н о г о  о б ъ е м а .  Н о  с и ­
л ы , с  к о т о р ы м и  д е й с т в у ю т  д р у г  н а  д р у г а  ч а с т и  в ы д е л е н н о г о  о б ъ е м а ,  н е  
д а ю т  в к л а д  в  р е з у л ь т и р у ю щ у ю  с и л у , т а к  к а к  п о  з а к о н у  р а в е н с т в а  д е й ­
с т в и я  и  п р о т и в о д е й с т в и я  о н и  в з а и м н о  к о м п е н с и р у ю т с я .  С л е д о в а т е л ь н о ,  
р е з у л ь т и р у ю щ а я  с и л а  м о ж е т  б ы т ь  с о с т а в л е н а  л и ш ь  и з  с и л ,  д е й с т в у ю ­
щ и х  н а  п о в е р х н о с т и  в ы д е л е н н о г о  о б ъ е м а  с о  с т о р о н ы  м ы с л е н н о  и с к л ю ­
ч е н н о й  ч а с т и  т е л а .
П у с т ь  F  —  р е з у л ь т и р у ю щ а я  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и н и ц у  о б ъ е м а .  
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  р а с с м а т р и в а е м ы й  о б ъ е м  V , б у д е т  р а в н а  р е з у л ь ­
т и р у ю щ е й  п о в е р х н о с т н о й  с и л е . С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и й  ( 4 .4 ) ,  ( 4 .8 )  и м е е м
J  F  d V  =  j  d F (n) =  £  а (п) d S
V  S S
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или в проекции на координатные оси
J  F  d V  =
V  S
p i F  d S  = (Ггипи d S . (4 .1 0 )
З д е с ь  и н т е г р и р о в а н и е  в е д е т с я  п о  р а с с м а т р и в а е м о м у  о б ъ е м у  V  и  
о х в а т ы в а ю щ е й  е г о  п о в е р х н о с т и  S . Е с л и  э л е м е н т а р н а я  п л о щ а д к а  d S  о р и ­
е н т и р о в а н а  п о  н а п р а в л е н и ю  н о р м а л и  к  н е й , т о  м о ж н о  в в е с т и  в е к т о р  
d S  =  n  d S  т а к о й ,  ч т о  е г о  м о д у л ь  р а в е н  в е л и ч и н е  п л о щ а д к и  d S , а  н а ­
п р а в л е н и е  с о в п а д а е т  с  н а п р а в л е н и е м  н о р м а л и  n  к  э т о й  п л о щ а д к е .  Т о г д а  
и м е е м
* d S  =  /  a ik  d S k . ( 4 ' 11 )
S S
В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  ф о р м у л о й  Г а у с с а  —  О с т р о г р а д с к о г о  ( 1 .7 1 ) ,  с  у ч е ­
т о м  с и м м е т р и и  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  п о л у ч и м
F i  d V  =  ф  агк d S k  =
d a i k
d x k
d V . (4 .1 2 )
V V
Т а к  к а к  в ы р а ж е н и е  ( 4 .1 2 )  с п р а в е д л и в о  д л я  п р о и з в о л ь н о г о  о б ъ е м а  
V , т о  д л я  р е з у л ь т и р у ю щ е й  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ е й  н а  е д и н и ц у  о б ъ е м а  д е ­
ф о р м и р у е м о г о  т е л а ,  и м е е м
F  ( 4 Л 3 >
Т а к и м  о б р а з о м ,  з н а я  з а в и с и м о с т ь  к о м п о н е н т  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  о т  
к о о р д и н а т ,  п о  ф о р м у л е  ( 4 .1 3 )  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  н а  
е д и н и ц у  о б ъ е м а  в  л ю б о й  т о ч к е  д е ф о р м и р у е м о г о  т е л а .
4.2. Термодинамика деформирования
4.2.1. Работа внутренних сил
О п р е д е л и м  р а б о т у ,  п р о и з в о д и м у ю  с и л а м и  в н у т р е н н и х  н а п р я ж е н и й  п р и  
д е ф о р м и р о в а н и и .
П у с т ь  d A v —  р а б о т а ,  п р о и з в о д и м а я  с и л а м и  в н у т р е н н и х  н а п р я ж е н и й  
в  е д и н и ц е  о б ъ е м а  т е л а ,  а  F  —  р е з у л ь т и р у ю щ а я  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а
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э т о т  о б ъ е м .  П у с т ь  в  п р о ц е с с е  д е ф о р м и р о в а н и я  в е к т о р  д е ф о р м а ц и и  р а с ­
с м а т р и в а е м о г о  е д и н и ч н о г о  о б ъ е м а  и з м е н и л с я  н а  м а л у ю  в е л и ч и н у  d u .  
Т о г д а  р а б о т а  с и л ы  F  н а  э т о м  п е р е м е щ е н и и  с  у ч е т о м  ( 4 .1 3 )  т а к о в а :
д о -
d A v =  F i d u i  =  d u i .
д Х к
(4 .1 4 )
Р а б о т а ,  п р о и з в о д и м а я  с и л а м и  в н у т р е н н и х  н а п р я ж е н и й  в н у т р и  н е к о ­
т о р о г о  о б ъ е м а  т е л а  V , р а в н а :




d u i d V . (4 .1 5 )
И н т е г р а л  в  п р а в о й  ч а с т и  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
A v  = /  д Х  (о ik dui ) dV -  J  о * (  дХ- dun) dV.
V V
(4 .1 6 )
П р и м е н я я  ф о р м у л у  Г а у с с а  —  О с т р о г р а д с к о г о  (1 .1 2 )  к  в е к т о р у  o ik d u i 
в  п е р в о м  и н т е г р а л е  п р а в о й  ч а с т и ,  а  в о  в т о р о м  и н т е г р а л е  в н о с я  д и ф ф е ­
р е н ц и р о в а н и е  п о  к о о р д и н а т а м  п о д  з н а к  д и ф ф е р е н ц и а л а ,  п о л у ч а е м




d V . (4 .1 7 )
Р а с с м а т р и в а я  б о л ь ш о й  (в  п р е д е л е  б е с к о н е ч н ы й )  о б ъ е м  и  п о л а г а я ,  
ч т о  е г о  г р а н и ц ы  н е д е ф о р м и р о в а н ы ,  т. е . Oik  =  0 , п о л у ч и м ,  ч т о  п е р в ы й  
и н т е г р а л  в  п р а в о й  ч а с т и  п о  б е с к о н е ч н о й  п о в е р х н о с т и  S  р а в е н  н у л ю . 
В т о р о й  и н т е г р а л  с  у ч е т о м  с и м м е т р и и  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  м о ж н о  з а ­
п и с а т ь  в  в и д е
A v  =  -  J  Oik d
V
duj, d u k
d x k d x j ,
d V  =  -  J  Oik d £ ik  d V .
V
(4 .1 8 )
П о с к о л ь к у  в ы р а ж е н и е  (4 .1 8 )  с п р а в е д л и в о  д л я  п р о и з в о л ь н о г о  о б ъ е м а  
V , т о  р а б о т а  в н у т р е н н и х  н а п р я ж е н и й  в  е д и н и ц е  о б ъ е м а  д е ф о р м и р у е м о ­
г о  т е л а  р а в н а :
d A v Oik d £ i k . ( 4 . 1 9 )
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4.2.2. Основное термодинамическое равенство
Если упругая деформация совершается достаточно медленно, то в каж­
дый момент времени в элементе объема деформируемого тела успевает 
установиться состояние термодинамического равновесия, соответствую­
щее тем внешним условиям, в которых тело в данный момент находит­
ся. Такой процесс будет термодинамически обратимым. Тогда первое 
начало термодинамики можно сформулировать следующим образом.
Приращение внутренней энергии единицы объема тела dEBH равно 
разности, полученного извне тепла dQv и производимой силами внут­
ренних напряжений работы dAv:
dEBH dQv +  mik d£ik ■ (4.20)
Условимся все величины относить к единице объема недеформиро­
ванного тела, так как при деформации тела его объем может изменять­
ся.
При обратимом процессе количество переданного тепла таково: 
T dSv, где T — температура, а Sv — энтропия единицы объема неде­
формированного тела. Тогда соотношение (4.20) примет вид
dEBH =  T dSv +  mik d£ik■ (4.21)
Полученное выражение представляет первое начало термодинами­
ки и является основным термодинамическим равенством для процесса 
деформации.
В случае всестороннего равномерного сжатия (газы, жидкости) тен­
зор напряжений равен:
mik =  p dik ■
Тогда равенство (4.21) преобразовывается к известному в термодина­
мике соотношению. Действительно,
dEBH T dSv pdik d£ik
AV=  T dSv — p d£ii =  T dSv — p d-̂ -p- .
Так как все величины отнесены к единице объема недеформирован­
ного тела, т. е. V =  1, то получаем известное в термодинамике равенство
dEBH =  T dSv — p dV.
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П р и р а щ е н и е  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  р а в н о  р а з н о с т и  м е ж д у  к о л и ч е с т в о м  
т е п л а ,  п е р е д а н н о г о  т е л у , и  р а б о т о й  с и л ы  д а в л е н и я  п р и  и з м е н е н и и  о б ъ ­
е м а .
П о л у ч и м  в ы р а ж е н и е  д л я  с в о б о д н о й  э н е р г и и  F v е д и н и ц ы  о б ъ е м а  д е ­
ф о р м и р о в а н н о г о  т е л а . И з в е с т н о ,  ч т о  F v =  Е вн — T  S v . Т о г д а
d F v  =  dEBH — T d S v  — S v  d T .
С  у ч е т о м  (4 .2 1 )  и м е е м
d F v  =  — S v  d T  +  V ik d £ i k . (4 .2 2 )
З а м е т и м ,  ч т о  н е з а в и с и м ы м и  п е р е м е н н ы м и  в  в ы р а ж е н и и  ( 4 .2 1 )  я в ­
л я ю т с я  S v , £ i k , а  в  в ы р а ж е н и и  ( 4 .2 2 )  —  T ,  £ i k . П о э т о м у  к о м п о н е н т ы  
т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  м о ж н о  п о л у ч и т ь  и з  ( 4 .2 1 )  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е м  
в н у т р е н н е й  э н е р г и и  п о  к о м п о н е н т а м  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й  п р и  п о с т о я н ­
н о й  э н т р о п и и  и л и  и з  (4 .2 2 )  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е м  с в о б о д н о й  э н е р г и и  п о  
к о м п о н е н т а м  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и и  п р и  п о с т о я н н о й  т е м п е р а т у р е :
@ik
д Е в н
d £ ik Sv
d F y  \
d £ ik )  т
(4 .2 3 )
4.3. Закон Гука
4.3.1. Свободная энергия деформируемого тела
Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч  т е о р и и  у п р у г о с т и  н е о б х о д и м о  у с т а н о в и т ь  с в я з ь  
м е ж д у  к о м п о н е н т а м и  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й  и  к о м п о н е н т а м и  т е н з о р а  н а ­
п р я ж е н и й .  Э т о  м о ж н о  б ы л о  б ы  с д е л а т ь ,  и с п о л ь з у я  с о о т н о ш е н и е  ( 4 .2 3 ) ,  
е с л и  б ы  у д а л о с ь  н а й т и  я в н у ю  з а в и с и м о с т ь ,  н а п р и м е р ,  с в о б о д н о й  э н е р ­
г и и  о т  к о м п о н е н т  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й .
Б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  м а л ы е  д е ф о р м а ц и и  и з о т р о п н ы х  т е л 4 , т е м п е ­
р а т у р а  к о т о р ы х  о д н о р о д н а  и  р а в н а  т е м п е р а т у р е  д о  д е ф о р м а ц и и  п р и  
о д н о р о д н о й  т е м п е р а т у р е  т е л а . Т а к и м  о б р а з о м ,  т е м п е р а т у р н ы е  д е ф о р ­
м а ц и и  о т с у т с т в у ю т .
4Д ля неизотропных тел (монокристаллов) используются аналогичные рассуж де­
ния. При этом основные физические параметры имеют более вы сокую  тензорную 
размерность, что позволяет учесть неизотропность деформируемых тел.
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В силу малости деформаций | ^  1) можно представить свобод­
ную энергию в виде степенного ряда по компонентам тензора деформа­
ций.
Поскольку свободная энергия является скаляром, инвариантным по 
отношению к преобразованию координат, то и каждый член разложе­
ния также должен быть скаляром, инвариантным к преобразованию 
координат. Из компонент симметричного тензора £^ можно составить 
три таких независимых скаляра:
1) сумма диагональных элементов (линейный инвариант) £ii — от­
носительное изменение элемента объема деформируемого тела;
2) сумма квадратов всех компонент тензора деформаций (квадра­
тичный инвариант) £2k =  £ik£ik ;
3) определитель матрицы £ik (кубический инвариант).
Учтем также, что при упругой деформации после прекращения дей­
ствия внешней силы, вызывающей эту деформацию, тело должно воз­
вратиться в исходное состояние, в котором все компоненты тензоров £ik 
и aik равны нулю. Другими словами, имеем aik =  0, если £ik =  0. Тогда 
из соотношения (4.23) следует, что в разложении свободной энергии Fv 
по степеням тензора деформаций должны отсутствовать линейные по 
£ik члены. В противном случае при £ik =  0 мы получили бы aik =  0, 
чего не может быть при упругой деформации.
В силу малости деформаций, ограничиваясь лишь квадратичными 
членами разложения, свободную энергию можно представить в виде
Fv =  F0 +  2  £ii +  ^£ik +  . . . .  (4.24)
Здесь А, ц — некоторые коэффициенты пропорциональности, назы­
ваемые коэффициентами Ламэ; F0 — свободная энергия единицы объ­
ема недеформированного тела.
Представим тензор деформаций в виде суммы двух слагаемых, одно 
из которых соответствует деформации чистого сдвига без изменения 
объема тела, а другое — деформации, связанной с изменением объема:
£ik £ik з $ik £11 J з $ik £Ц. (4 .2 5 )
Действительно, след тензора в круглых скобках выражения (4.25) 
равен нулю, следовательно, он соответствует деформации чистого сдви­
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г а ,  а  в т о р о й  ч л е н ,  с л е д  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й ,  х а р а к т е р и з у е т  о т н о с и т е л ь ­
н о е  и з м е н е н и е  э л е м е н т а  о б ъ е м а  т е л а .
С  у ч е т о м  (4 .2 5 )  в ы р а ж е н и е  ( 4 .2 4 )  д л я  с в о б о д н о й  э н е р г и и  у д о б н о  п р и ­
в е с т и  к  с л е д у ю щ е м у  в и д у :
г д е
/  1 2 k 2  
) +  2  % , (4 .2 6 )F v F 0 +  ц  ( Eik 3  Sik Ell
k  А ц
2 =  2 +  3 .
(4 .2 7 )
П р и  в ы в о д е  в ы р а ж е н и я  ( 4 .2 6 )  у ч т е н о ,  ч т о
Eik з  Sik Ell ) Sik 0 .
К о э ф ф и ц и е н т ы  k  и  ц  н а з ы в а ю т с я  с о о т в е т с т в е н н о  м о д у л е м  в с е с т о ­
р о н н е г о  с ж а т и я  и  м о д у л е м  с д в и г а .
В  с о с т о я н и и  т е р м о д и н а м и ч е с к о г о  р а в н о в е с и я  ( н е д е ф о р м и р о в а н н о е  
с о с т о я н и е )  с в о б о д н а я  э н е р г и я  м и н и м а л ь н а .  Э т о  з н а ч и т , ч т о  ( F v — F 0 ) —  
в с е г д а  н е о т р и ц а т е л ь н а я  в е л и ч и н а ,  р а в н а я  н у л ю  т о л ь к о  в  н е д е ф о р м и р о ­
в а н н о м  с о с т о я н и и .  Т о г д а  и з  в ы р а ж е н и я  ( 4 .2 6 )  с л е д у е т ,  ч т о  м о д у л и  ц  и  k 
п о л о ж и т е л ь н ы ,  п о с к о л ь к у  д е ф о р м а ц и я  м о ж е т  б ы т ь  с д в и г о м  б е з  в с е с т о ­
р о н н е г о  с ж а т и я  и л и  в с е с т о р о н н и м  с ж а т и е м  б е з  с д в и г а .  Т а к и м  о б р а з о м ,  
ц  >  0 , k  >  0.
4.3.2. Закон Гука
Д л я  у с т а н о в л е н и я  с в я з и  м е ж д у  т е н з о р о м  н а п р я ж е н и й  и  т е н з о р о м  д е ­
ф о р м а ц и й  н а й д е м  д и ф ф е р е н ц и а л  с в о б о д н о й  э н е р г и и .  И з  в ы р а ж е н и я  
( 4 .2 6 )  п о л у ч а е м
d F v kEll dEii +  2 ц  ( Eik 3  Sik Ell^  dE i k . ( 4 .2 8 )
Е с л и  d e ii з а п и с а т ь  в  в и д е
d £ i i  Sik d &ik ,
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т о  д л я  д и ф ф е р е н ц и а л а  с в о б о д н о й  э н е р г и и  и м е е м
d F v k 5 ik  £ц  +  2 ц e ik
1
3
dike ll d e ik • (4 .2 9 )
С  у ч е т о м  с о о т н о ш е н и я  ( 4 .2 3 )  д л я  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  п о л у ч и м
O ik k 5 ik  e u  +  2 ц e ik
1
3
dik e ll (4 .3 0 )
В ы р а ж е н и е  ( 4 .3 0 )  у с т а н а в л и в а е т  л и н е й н у ю  с в я з ь  м е ж д у  к о м п о н е н ­
т а м и  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  и  к о м п о н е н т а м и  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й  д л я  
и з о т р о п н о г о  т е л а  п р и  м а л ы х  и з о т е р м и ч е с к и х  д е ф о р м а ц и я х .
М о ж н о  п о л у ч и т ь  и  о б р а т н у ю  с в я з ь ,  т. е . в ы р а з и т ь  к о м п о н е н т ы  т е н ­
з о р а  д е ф о р м а ц и й  ч е р е з  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й .
С л е д  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  т а к о в :
Oii k d iie ll 3 k e l l ;
1
e “  =  3 k G‘ l •




dik O ll +  2 P e ik
2  1  
3 Ц 3 k
dik Gll •




dik G ll +
1
2ц
Oik 3 dik Oll (4 .3 1 )
П о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  н а з ы в а ю т  з а к о н о м  Г у к а .
Х о т я  з а к о н  Г у к а  п о л у ч е н  д л я  м а л ы х  д е ф о р м а ц и й ,  о н  с п р а в е д л и в  в о  
в с е й  о б л а с т и  у п р у г и х  д е ф о р м а ц и й .
И з  (4 .3 1 )  с л е д у е т ,  ч т о  о т н о с и т е л ь н о е  и з м е н е н и е  о б ъ е м а  п р и  д е ф о р ­
м а ц и и  о п р е д е л я е т с я  т о л ь к о  д и а г о н а л ь н ы м и  э л е м е н т а м и  т е н з о р а  н а п р я ­
ж е н и й .  Д е й с т в и т е л ь н о ,
A V  _  _  1
~ V ~  =  e i i  =  3k  ° 11 •
П р и  в с е с т о р о н н е м  р а в н о м е р н о м  с ж а т и и
Oik =  - p d i k ; o n  =  - 3  p .
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Поэтому при всестороннем равномерном сжатии относительное измене­
ние объема таково:
ДУ _  р
~ V ~  =  -  к '
Если деформации малы, а температура остается неизменной и нор­
мальные напряжения изменяются на малую величину от 0 до р, т. е. 










Величина 1/к называется коэффициентом всестороннего сжатия.
Поскольку изменение свободной энергии, Д Г  = Fv — F0, при дефор­
мации единицы объема, определяемое выражением (4.26), есть квад­
ратичная однородная функция компонент тензора деформаций, то из 
теоремы Эйлера5 об однородных функциях следует:
/ д Д Г \
£ i k (  ------  ) =  2 Д Г . (4.33)
\ d £ ik / т
Принимая во внимание выражение (4.23), имеем
Д Г  =  2  a ik  £ i k . (4.34)
Мы получили выражение, определяющее изменение свободной энер­
гии (упругой энергии) единицы объема тела при малых изотермических 
деформациях.
5Если f  ( x i , x 2, . . . ) — некоторая однородная функция переменных x±, x 2, . . . , то 
для произвольного числа а имеем
f  (ax i, ax 2 , . . . )  =  апf  ( x i , x 2, . . . ) .
Здесь n — степень однородности.
Эйлер показал, что для таких функций справедливо соотношение
d f  +  d f  +  f
x i - -----+ x  ̂—------- 1------=  n f  (x i, x 2 , . . .  ).
dxi  0 x 2
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4.4. Однородное растяжение стержня
Д е ф о р м а ц и я  т е л а  н а з ы в а е т с я  о д н о р о д н о й ,  е с л и  в с е  к о м п о н е н т ы  т е н з о ­
р а  д е ф о р м а ц и и  п о с т о я н н ы  п о  в с е м у  о б ъ е м у  т е л а ,  т. е . н е  з а в и с я т  о т  
к о о р д и н а т .
Р а с с м о т р и м  о д н о р о д н у ю  д е ф о р м а ц и ю  н а  п р и м е р е  р а с т я ж е н и я  
с т е р ж н я .  П у с т ь  о д и н  к о н е ц  с т е р ж н я  з а к р е п л е н ,  а  н а  д р у г о й  д е й с т в у е т  
н е к о т о р а я  р а с т я г и в а ю щ а я  с и л а  F  в д о л ь  о с и  х 2 , с о в п а д а ю щ е й  с  п р о д о л ь ­
н о й  о с ь ю  с т е р ж н я  (р и с .  4 .4 ) .  Е с л и  S  —  п л о щ а д ь  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  
с т е р ж н я ,  т о  p  =  F / S  —  н о р м а л ь н о е  к  S  н а п р я ж е н и е .
Р и с .  4 .4
П о с к о л ь к у  р а с с м а т р и в а е т с я  о д н о р о д н а я  д е ф о р м а ц и я ,  к о м п о н е н т ы  
т е н з о р а  д е ф о р м а ц и и  п о с т о я н н ы  в д о л ь  с т е р ж н я ,  в  т о м  ч и с л е  и  н а  е г о  
п о в е р х н о с т и .  С л е д о в а т е л ь н о ,  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и и  м о ж н о  
о п р е д е л и т ь  и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .
Н а  б о к о в у ю  п о в е р х н о с т ь  с т е р ж н я  н е  д е й с т в у ю т  в н е ш н и е  с и л ы . Э т о  
о з н а ч а е т ,  ч т о  п о в е р х н о с т н а я  с и л а  н а  б о к о в о й  п о в е р х н о с т и  с т е р ж н я  р а в ­
н а  н у л ю . С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  (4 .8 )  и м е е м
Ф  =  Vik Щ ,
г д е  Пк —  п р о е к ц и я  н о р м а л и  n  к  б о к о в о й  п о в е р х н о с т и  с т е р ж н я  н а  к о ­
о р д и н а т н у ю  о с ь  Х к . О ч е в и д н о ,  н о р м а л ь  n  и м е е т  л и ш ь  д в е  о т л и ч н ы е  о т  
н у л я  п р о е к ц и и  ( n 2 =  0 ) .  Т о г д а  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  у д о ­
в л е т в о р я ю т  с л е д у ю щ е й  с и с т е м е  у р а в н е н и й :
V i i n i  +  a 13n 3 =  0 , 
a 2i U i  +  a 23n 3 =  0 ,
V 3 i n i  +  a 33n 3 =  0  .
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П р и  п р о и з в о л ь н ы х  n 1 и  n 3 п о л у ч е н н а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  н е п р о т и в о ­
р е ч и в а  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  в с е  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й ,  в х о ­
д я щ и х  в  н е е , р а в н ы  н у л ю ,  т. е . а ц  =  0 ,  о 33 =  0 , о 21 =  о 12 =  0 , о 23 =  
о 32  =  0 . С л е д о в а т е л ь н о ,  е д и н с т в е н н о й  к о м п о н е н т о й  т е н з о р а  н а п р я ж е ­
н и й , к о т о р а я  м о ж е т  б ы т ь  о т л и ч н о й  о т  н у л я , я в л я е т с я  к о м п о н е н т а  о 22. 
Е е  в е л и ч и н у  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  н а  т о р ц е  с т е р ж ­
н я , г д е  п р и л о ж е н а  р а с т я г и в а ю щ а я  с и л а :
02 k  Uk =  p ,
г д е  Uk  —  п р о е к ц и я  н о р м а л и  n  к  т о р ц у  с т е р ж н я  н а  к о о р д и н а т н у ю  о с ь  
x k . Т а к  к а к  н а  т о р ц е  n 1 =  n 3 =  0 , n 2 =  1, п о л у ч и м
О 22 =  p .
Е с л и  в с п о м н и т ь ,  ч т о  п о  с в о е м у  ф и з и ч е с к о м у  с м ы с л у  к о м п о н е н т а  о 22 
о п р е д е л я е т  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  в  н а п р а в л е н и и  к о о р д и н а т н о й  о с и  x 2 н а  
е д и н и ч н у ю  п л о щ а д к у ,  п е р п е н д и к у л я р н у ю  о с и  x 2 , т о  п о л у ч е н н ы й  р е з у л ь ­
т а т  о ч е в и д е н  и з  с а м о й  п о с т а н о в к и  з а д а ч и .
Т е п е р ь  м о ж н о  н а й т и  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й ,  и с п о л ь з у я  
з а к о н  Г у к а .  И з  в ы р а ж е н и я  ( 4 .3 1 )  с л е д у е т ,  ч т о  в с е  н е д и а г о н а л ь н ы е  к о м ­
п о н е н т ы  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й  р а в н ы  н у л ю ,  п о с к о л ь к у  е д и н с т в е н н а я  о т ­
л и ч н а я  о т  н у л я  к о м п о н е н т а  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  э т о  о 22. Д л я  д и а г о ­
н а л ь н ы х  к о м п о н е н т  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й ,  и с п о л ь з у я  з а к о н  Г у к а  ( 4 .3 1 ) ,  




£33 =  - 3  \ 2 ц  -  3 к )  p
К  Ц +  3 k ) p -
1
(4 .3 5 )
4.4.1. Модуль Юнга и коэффициент Пуассона
К о м п о н е н т а  £ 22 о п р е д е л я е т  о т н о с и т е л ь н о е  у д л и н е н и е  с т е р ж н я  в д о л ь  о с и  
х 2 , а  о б р а т н а я  в е л и ч и н а  к о э ф ф и ц и е н т а  п р и  p  в  в ы р а ж е н и и  ( 4 .3 5 )  д л я  
£ 22 н а з ы в а е т с я  м о д у л е м  Ю н г а  ( E ):
E  =  9 к Ц 
3 к  +  ц
В и д н о ,  ч т о  м о д у л ь  Ю н г а  и м е е т  р а з м е р н о с т ь  д а в л е н и я
(4 .3 6 )
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К о м п о н е н т ы  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й  £ ц  и  £ 33 о п р е д е л я ю т  о т н о с и т е л ь ­
н о е  с ж а т и е  с т е р ж н я  в  п о п е р е ч н о м  с е ч е н и и .  О т н о ш е н и е  п о п е р е ч н о г о  
с ж а т и я  к  п р о д о л ь н о м у  р а с т я ж е н и ю ,  а ,  н а з ы в а ю т  к о э ф ф и ц и е н т о м  П у а с ­
с о н а :
а  =  - -
£ ц  1 3  k  — 2 ц
(4 .3 7 )
£ 2 2  2 3 k  +  ц
О ч е в и д н о ,  ч т о  а  —  б е з р а з м е р н ы й  к о э ф ф и ц и е н т .
П о с к о л ь к у ,  к а к  п о к а з а н о  в ы ш е , k  >  0  и  ц  >  0 , и з  в ы р а ж е н и я  (4 .3 7 )  
с л е д у е т ,  ч т о  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а  м о ж е т  и з м е н я т ь с я  в  п р е д е л а х  о т  - 1  
п р и  д е ф о р м а ц и и  ч и с т о г о  с д в и г а  (k  =  0 )  д о  1 / 2  п р и  ч и с т о й  д е ф о р м а ц и и  
(ц  =  0 ) .  В  д е й с т в и т е л ь н о с т и  ж е ,  к а к  п о к а з ы в а е т  о п ы т ,  к о э ф ф и ц и е н т  
П у а с с о н а  п р а к т и ч е с к и  н е  п р и н и м а е т  о т р и ц а т е л ь н ы е  з н а ч е н и я .  В  н а с т о ­
я щ е е  в р е м я  и з в е с т н ы  л и ш ь  н е с к о л ь к о  м а т е р и а л о в ,  у  к о т о р ы х  п р и  р а с т я ­
ж е н и и  у в е л и ч и в а л и с ь  б ы  и х  п о п е р е ч н ы е  р а з м е р ы .  Э т о  т а к  н а з ы в а е м ы е  
а у к с е т и к и . К  н и м  о т н о с я т с я  н е к о т о р ы е  п о л и м е р ы ,  м н о г о с л о й н а я  б у м а ­
г а  и з  н а н о т р у б о к  и , п р е д п о л о ж и т е л ь н о ,  ж и в ы е  к о с т н ы е  т к а н и .  А у к с е -  
т и к и  и м е ю т  х о р о ш и е  м е х а н и ч е с к и е  с в о й с т в а ,  т а к и е  к а к  з н а ч и т е л ь н о е  
п о г л о щ е н и е  м е х а н и ч е с к о й  э н е р г и и  и  в ы с о к о е  с о п р о т и в л е н и е  р а з р у ш е ­
н и ю .  С т р о е н и е  а у к с е т и к о в  с х е м а т и ч н о  п р е д с т а в л е н о  н а  р и с .  4 .5 .
Р и с .  4 .5
Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  а б с о л ю т н о г о  б о л ь ш и н с т в а  и з в е с т н ы х  м а т е р и а ­
л о в  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а  и м е е т  з н а ч е н и я  в  и н т е р в а л е
0  - а  -  2 -
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Значения, близкие к 1/2, наблюдаются у тел типа резины, у которых 
модуль сдвига мал. Для металлов а =  0, 25 ^  0, 35.
Пользуясь формулами (4.27), (4.36) и (4.37), можно выразить мо­
дуль всестороннего сжатия к и модуль сдвига ц через модуль Юнга и 
коэффициент Пуассона:
E E
k =  3(1— 20)  ■ "  = 2( Г Т У  • (4'38)
Очевидно, что закон Гука (4.31) можно записать с использованием 
модуля Юнга и коэффициента Пуассона. Целесообразность введения 
новых феноменологических параметров — модуля Юнга и коэффици­
ента Пуассона — оправдана простотой опыта, из которого они могут 
быть определены. Как мы видели выше, это могут быть опыты по рас­
тяжению стержней. Достаточно измерить лишь изменение продольных 
и поперечных размеров стержня при растяжении.
Относительное изменение объема стержня при однородном растя­
жении с учетом соотношений (4.35) таково:
A V  1 p
~ V  =  £ ii =  3  к
Таким образом, при однородном растяжении относительное изменение 
объема в три раза меньше, чем при всестороннем равномерном растя­
жении или сжатии.
Изменение свободной (упругой) энергии единицы объема стержня 
при растяжении согласно (4.34) будет таким:
A F
1 1
2  a ik£ik  =  2  °22^22
1 p 2
2  E
Приведем примерные значения модуля Юнга (E), модуля сдвига (ц) 
и коэффициента Пуассона (а) для некоторых материалов (табл. 4.1).
4.4.2. Диаграмма растяжения
Важной характеристикой механических свойств твердых тел является 
зависимость напряжения от относительного удлинения стержня. Гра­
фическое изображение этой зависимости называют диаграммой растя­
жения. Качественный вид ее показан на рис. 4.6.
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Таблица 4.1
М а т е р и а л E ,  1 0 11 П а 1 0 10 П а а
С т а л ь 2 ,1 8 ,3 0 ,2 5
А л ю м и н и й 0 ,7 0 2 ,6 0 ,3 4
С т е к л о 0 ,5 6 2 ,2 0 ,2 5
К а у ч у к 0 ,0 0 0 0 8 0 ,0 0 0 0 ,4 7
Р и с .  4 .6
М а к с и м а л ь н о е  н а п р я ж е н и е  а п , п р и  к о т о р о м  е щ е  в ы п о л н я е т с я  з а к о н  
Г у к а ,  н а з ы в а е т с я  п р е д е л о м  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и .
Е с л и  н а г р у з к у  н а  о б р а з е ц  н е с к о л ь к о  у в е л и ч и т ь ,  т о  з а в и с и м о с т ь  н а ­
п р я ж е н и я  о т  у д л и н е н и я  с т а н о в и т с я  н е л и н е й н о й ,  з а к о н  Г у к а  н а р у ш а е т ­
с я . Т е м  н е  м е н е е  п р и  н е б о л ь ш о м  о т н о с и т е л ь н о м  у д л и н е н и и  д е ф о р м а ц и я  
о с т а е т с я  у п р у г о й ,  т . е . п о с л е  с н я т и я  н а г р у з к и  р а з м е р ы  с т е р ж н я  п р а к ­
т и ч е с к и  в о с с т а н а в л и в а ю т с я  ( у ч а с т о к  A B  д и а г р а м м ы ) .  М а к с и м а л ь н о е  
н а п р я ж е н и е  а уп , п р и  к о т о р о м  е щ е  н е  в о з н и к а ю т  з а м е т н ы е  о с т а т о ч н ы е  
д е ф о р м а ц и и ,  н а з ы в а ю т  п р е д е л о м  у п р у г о с т и  ( т о ч к а  B  д и а г р а м м ы ) .
П р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  д е ф о р м а ц и и  н а п р я ж е н и е  в о з р а с т а е т ,  
п р е в ы ш а я  п р е д е л  у п р у г о с т и  ( у ч а с т о к  B C  д и а г р а м м ы ) .  В  э т о м  с л у ч а е  
д е ф о р м а ц и я  б у д е т  п л а с т и ч е с к о й .  П л а с т и ч н о с т ь  —  с в о й с т в о  м а т е р и а ­
л о в  т в е р д ы х  т е л  с о х р а н я т ь  ч а с т ь  д е ф о р м а ц и и  п о с л е  с н я т и я  н а г р у з к и ,
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т. е . и м е ю т  м е с т о  о с т а т о ч н ы е  д е ф о р м а ц и и  ( о т р е з о к  O N  н а  р и с .  4 .7 ) .
Р и с .  4 .7
З а  п р е д е л о м  у п р у г о с т и  п р и  н е к о т о р о м  з н а ч е н и и  н а п р я ж е н и я  а т , с о ­
о т в е т с т в у ю щ е м  т о ч к е  С  д и а г р а м м ы ,  с т е р ж е н ь  у д л и н я е т с я  п р а к т и ч е с к и  
б е з  у в е л и ч е н и я  н а г р у з к и  ( у ч а с т о к  C D  д и а г р а м м ы ) .  Э т о  я в л е н и е  н а з ы ­
в а ю т  т е к у ч е с т ь ю  м а т е р и а л а ,  а  н а п р я ж е н и е  а Т  —  п р е д е л о м  т е к у ч е с т и .
М а т е р и а л ы ,  у  к о т о р ы х  о б л а с т ь  т е к у ч е с т и  C D  з н а ч и т е л ь н а ,  н а з ы в а ­
ю т  п л а с т и ч н ы м и .  Н а п р и м е р ,  п л а с т и ч н ы м и  я в л я ю т с я  ц в е т н ы е  м е т а л ­
л ы  (а л ю м и н и й ,  м е д ь ,  з о л о т о ) .  Т а к и е  м а т е р и а л ы ,  у  к о т о р ы х  о б л а с т ь  C D  
н е з н а ч и т е л ь н а ,  н а з ы в а ю т  х р у п к и м и  ( с т е к л о ,  б е т о н ,  ч у г у н ) .  Х р у п к и е  м а ­
т е р и а л ы  в ы д е р ж и в а ю т  л и ш ь  н е б о л ь ш и е  д е ф о р м а ц и и .
П р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  н а г р у з к и  д е ф о р м а ц и я  о б р а з ц а  с т а н о ­
в и т с я  н е о д н о р о д н о й  —  в  н е к о т о р о м  с е ч е н и и  с т е р ж н я  п о я в л я е т с я  с у ж е ­
н и е  ( « ш е й к а » ) .  П р и  э т о м  н а п р я ж е н и е  у в е л и ч и в а е т с я  д о  м а к с и м а л ь н о г о  
з н а ч е н и я  а пч в  т о ч к е  E  д и а г р а м м ы .  П о с л е  э т о г о  н а с т у п а е т  р а з р у ш е н и е  
о б р а з ц а .  Н а п р я ж е н и е  а пч н а з ы в а е т с я  п р е д е л о м  п р о ч н о с т и .  В е л и ч и н ы  
п р е д е л а  п р о ч н о с т и  р я д а  м а т е р и а л о в  п р и в е д е н ы  в  т а б л .  4 .2 .
Н а п р я ж е н и е  а д , к о т о р о е  м а т е р и а л  д о л ж е н  в ы д е р ж и в а т ь  в  п р о ц е с с е  
э к с п л у а т а ц и и  и з д е л и я  б е з  з а м е т н ы х  п л а с т и ч е с к и х  д е ф о р м а ц и й ,  н а з ы в а ­
ю т  д о п у с т и м ы м  н а п р я ж е н и е м .  Ч т о б ы  с в е с т и  к  м и н и м у м у  в о з м о ж н о с т ь  
р а з р у ш е н и я  с о о р у ж е н и й ,  э л е м е н т ы  к о н с т р у к ц и и  д о л ж н ы  б ы т ь  р а с с ч и ­
т а н ы  т а к ,  ч т о б ы  д о п у с т и м ы е  н а п р я ж е н и я  б ы л и  в  н е с к о л ь к о  р а з  м е н ь ш е  
п р е д е л а  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и .  Ч и с л о  п ,  п о к а з ы в а ю щ е е ,  в о  с к о л ь к о  р а з  
п р е д е л  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  б о л ь ш е  д о п у с т и м о г о  н а п р я ж е н и я ,  н а з ы в а -
81
Таблица 4.2
М а т е р и а л а пч, 1 0 8 П а
Г р а ф и т  ( н и т е в и д н ы й  к р и с т а л л ) 2 4 0
С а п ф и р  ( н и т е в и д н ы й  к р и с т а л л ) 15 0
Ж е л е з о  ( н и т е в и д н ы й  к р и с т а л л ) 13 0
В ы с о к о у г л е р о д и с т а я  с т а л ь 4 2
П р о в о л о к а  и з  в о л ь ф р а м а 3 8
С т е к л о в о л о к н о 3 6
М я г к а я  с т а л ь 6
Н е й л о н 5
ю т  к о э ф ф и ц и е н т о м  з а п а с а  п р о ч н о с т и :
0"п
n  =  — .
В  з а в и с и м о с т и  о т  к а ч е с т в а  м а т е р и а л а ,  х а р а к т е р а  н а г р у з к и ,  с т е п е н и  
в а ж н о с т и  с о о р у ж е н и я  и  м е с т а  е г о  р а с п о л о ж е н и я  к о э ф ф и ц и е н т  з а п а с а  
п р о ч н о с т и  в ы б и р а ю т  о б ы ч н о  в  п р е д е л а х  о т  2 д о  10.
4.5. Принцип Сен-Венана
Д о  с и х  п о р  м ы  н е  о б с у ж д а л и  в о п р о с  о  р а с п р е д е л е н и и  д е ф о р м а ц и й  и  
н а п р я ж е н и й  в  т о й  ч а с т и  т е л а ,  в  к о т о р о й  п р и л о ж е н а  с и л а . П о  у м о л ­
ч а н и ю  п о л а г а л и  о д н о р о д н о е  р а с п р е д е л е н и е  н а г р у з к и .  Н а п р и м е р ,  р а с ­
с м а т р и в а я  р а с т я ж е н и е  с т е р ж н я ,  п р и н и м а л и  р а в н о м е р н о е  р а с п р е д е ­
л е н и е  д е ф о р м а ц и й  и  н а п р я ж е н и й  н а  е г о  т о р ц е ,  к  к о т о р о м у  п р и л о ж е н а  
р а с т я г и в а ю щ а я  с и л а . Ф а к т и ч е с к и  в  т о ч к е  п р и л о ж е н и я  с и л ы  д е ф о р м а ­
ц и и  ( с л е д о в а т е л ь н о ,  и  н а п р я ж е н и я )  н е о д н о р о д н ы .  Н а  р и с .  4 .8  п о к а з а н о  
р а с п р е д е л е н и е  д е ф о р м а ц и й  (н а п р я ж е н и й )  н а  у ч а с т к е  п р и л о ж е н и я  н а ­
г р у з к и .
О д н а к о  м н о г о ч и с л е н н ы е  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  и с с л е д о в а н и я  п о к а з а ­
л и , ч т о  н а  р а с с т о я н и и  п о р я д к а  м а к с и м а л ь н о г о  л и н е й н о г о  р а з м е р а  з о ­
н ы  п р и л о ж е н и я  н а г р у з о к ,  н е р а в н о м е р н о с т ь  р а с п р е д е л е н и я  н а п р я ж е н и я  
и  д е ф о р м а ц и и  о к а з ы в а ю т с я  п р е н е б р е ж и м о  м а л ы м и .  В  н а ш е м  п р и м е р е
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Рис. 4.8
это происходит на расстоянии от торца порядка размера поперечно­
го сечения стержня. Этот факт дал основание французскому ученому 
Сен-Венану предложить в 1855 г. с целью упрощения расчетов дефор­
маций и напряжений следующий принцип. Реально приложенную силу 
в точке некоторого участка поверхности упругого тела заменить систе­
мой гипотетических статистически эквивалентных сил (т. е. системой 
сил, имеющих ту же равнодействующую и тот же момент), равномерно 
распределенных на том же участке поверхности тела. В этом случае 
слабая неоднородность деформаций и напряжения проявится только в 
непосредственной близости к области приложения нагрузки.
Применяя принцип Сен-Венана, важно помнить, чтобы результиру­
ющая и момент эквивалентной системы сил были равны результирую­
щей и моменту реально приложенных сил.
Принцип Сен-Венана применяется и при расчетах упругопластиче­
ских деформаций.
4.6. Кручение стержня
Рассмотрим тонкий стержень, один торец которого жестко закреплен 
на горизонтальной поверхности. Если к другому торцу приложить пару 
сил в плоскости, перпендикулярной оси стержня, то он закручивается. 
Возникает деформация кручения (рис. 4.9).
Образующие боковой поверхности стержня, до кручения параллель­
ные его оси (рис. 4.9, а), после кручения поворачиваются на один и 
тот же угол (рис. 4.9, б ). На небольших расстояниях между сечениями 
стержня они имеют форму прямых, а на больших расстояниях прини­
мают винтовую форму.
В отличие от деформации растяжения или сжатия при кручении 
стержня величина вектора смещения u может быть большой даже если
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Р и с .  4 .9
к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и и  м а л ы .  Ч е м  б о л ь ш е  д л и н а  с т е р ж н я ,  
т е м  б о л ь ш е  в е к т о р  u .
П р и  д е ф о р м а ц и и  к р у ч е н и я  с т е р ж е н ь  о с т а е т с я  п р я м ы м .  К а ж д о е  п о ­
п е р е ч н о е  с е ч е н и е  е г о  п о в о р а ч и в а е т с я  о т н о с и т е л ь н о  д р у г и х  с е ч е н и й  н а  
н е к о т о р ы й  у г о л ,  в е л и ч и н а  к о т о р о г о  з а в и с и т  о т  р а с с т о я н и я  м е ж д у  с е ч е ­
н и я м и . Ч е м  б о л ь ш е  р а с с т о я н и е ,  т е м  б о л ь ш е  у г о л  п о в о р о т а  (р и с .  4 .9 ,  б ) . 
Т а к и м  о б р а з о м ,  к р у ч е н и е  —  э т о  д е ф о р м а ц и я  с д в и г а .
В ы б е р е м  д е к а р т о в у  с и с т е м у  к о о р д и н а т ,  н а ч а л о  к о т о р о й  п о м е щ е н о  
н а  о с и  с т е р ж н я  в  л ю б о м  п о п е р е ч н о м  с е ч е н и и ,  а  к о о р д и н а т н а я  о с ь  z  
н а п р а в л е н а  в д о л ь  е г о  о с и .  П о п е р е ч н о е  с е ч е н и е  с т е р ж н я  в  п л о с к о с т и  
x ,  у  я в л я е т с я  т е л о м  о т с ч е т а  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  н е  и с п ы т ы в а е т  с м е щ е н и я  
о т н о с и т е л ь н о  в ы б р а н н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т .
В ы д е л и м  э л е м е н т  д л и н ы  с т е р ж н я  в б л и з и  н а ч а л а  к о о р д и н а т  и  р а с ­
с м о т р и м  д в а  п о п е р е ч н ы х  с е ч е н и я  с т е р ж н я  н а  б е с к о н е ч н о  м а л о м  р а с с т о ­
я н и и  d z  о д н о  о т  д р у г о г о  (р и с .  4 .1 0 ) .
Э т и  с е ч е н и я  п о в о р а ч и в а ю т с я  о т н о с и т е л ь н о  д р у г  д р у г а  н а  у г о л  d ^ .  
В в е д е м  у г о л  к р у ч е н и я  к а к  у г о л  п о в о р о т а  н а  е д и н и ц у  д л и н ы  с т е р ж н я :
d ^
d z
( 4 .3 9 )
О т н о с и т е л ь н о е  с м е щ е н и е  р а с с м а т р и в а е м ы х  п о п е р е ч н ы х  с е ч е н и й  
с т е р ж н я  п р е д п о л а г а е т с я  м а л ы м .  Э т о  в ы п о л н я е т с я  п р и  у с л о в и и  м а л о ­
с т и  п о в о р о т а  с е ч е н и й  с т е р ж н я ,  у д а л е н н ы х  н а  р а с с т о я н и е  п о р я д к а  е г о
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Р и с .  4 .1 0
п о п е р е ч н о г о  р а з м е р а  R :
tR < <  1. (4 .4 0 )
О п р е д е л и м  с м е щ е н и е  т о ч е к  с т е р ж н я ,  п о л о ж е н и е  к о т о р ы х  с о о т в е т ­
с т в у е т  р а д и у с - в е к т о р у  г . К а к  и з в е с т н о  и з  м е х а н и к и ,  э т о  с м е щ е н и е  т а ­
к о в о :
u =  [ d p , г ], ( 4 .4 1 )
г д е  d p  —  в е к т о р ,  н а п р а в л е н н ы й  в д о л ь  о с и  в р а щ е н и я  z ,  м о д у л ь  к о т о р о ­
г о  р а в е н  у г л у  п о в о р о т а .  П о л а г а я  к р у т и л ь н ы й  у г о л  п о с т о я н н ы м  в д о л ь  
с т е р ж н я ,  д л я  т о ч е к  с  к о о р д и н а т о й  z  у г о л  п о в о р о т а  о т н о с и т е л ь н о  п л о с ­
к о с т и  х ,  у  р а в е н  tz . Т о г д а  и з  ф о р м у л ы  ( 4 .4 1 )  д л я  к о м п о н е н т  в е к т о р а  
с м е щ е н и й  п о л у ч и м
u x =  - T z y ,  u y =  tzx. (4 .4 2 )
Т о ч к и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с т е р ж н я  п р и  к р у ч е н и и  и с п ы т ы в а ю т  т а к ­
ж е  п р о д о л ь н ы е  с м е щ е н и я  в д о л ь  к о о р д и н а т н о й  о с и  z . П о с к о л ь к у  п р и  о т ­
с у т с т в и и  к р у ч е н и я  ( т  =  0 )  э т о  с м е щ е н и е  о т с у т с т в у е т ,  п р и  м а л ы х  т  е г о  
м о ж н о  п о л о ж и т ь  п р о п о р ц и о н а л ь н ы м  т , т. е.
Uz =  т ф ( х , у ) ,  (4 .4 3 )
г д е  ф ( х , у )  —  н е и з в е с т н а я  ф у н к ц и я  п о п е р е ч н ы х  к о о р д и н а т  х  и  у ,  к о т о ­
р у ю  н а з ы в а ю т  ф у н к ц и е й  к р у ч е н и я .  Т а к и м  о б р а з о м ,  к а ж д о е  п о п е р е ч ­
н о е  с е ч е н и е  п о в о р а ч и в а е т с я  в о к р у г  о с и  z  и  о д н о в р е м е н н о  и с к р и в л я е т с я  
в д о л ь  э т о й  ж е  о с и ,  п е р е с т а в а я  б ы т ь  п л о с к и м .
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Т е п е р ь ,  з н а я  с м е щ е н и е  u ,  м о ж н о  п о  ф о р м у л е  ( 3 .6 )  н а й т и  к о м п о н е н т ы  
т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й :
£ xx £ yy £ zz £ xy 0 ,
т  f  д ф  \  т f д ф  \  ( 4 .4 4
£xz = 2 \  д Х  -  У ) ’ £ y z  = 2 \  д У  +  Х )  •
Р а в е н с т в о  н у л ю  с л е д а  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й  с в и д е т е л ь с т в у е т  о  т о м ,  
ч т о  к р у ч е н и е  с т е р ж н я  н е  и з м е н я е т  е г о  о б ъ е м ,  а  я в л я е т с я  д е ф о р м а ц и е й  
ч и с т о г о  с д в и г а .
Ф о р м у л а  ( 4 .3 0 )  у с т а н а в л и в а е т  д л я  к р у ч е н и я  с л е д у ю щ у ю  с в я з ь  м е ж ­
д у  т е н з о р а м и  н а п р я ж е н и й  и  д е ф о р м а ц и й :
а гк — 2 ̂ £ i k . (4 .4 5 )
С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и й  (4 .4 4 )  д л я  к о м п о н е н т  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  п о ­
л у ч и м
gx а,yy Gz Gxy 0 ,
' д ф




" Т ' д У  +  Х
(4 .4 6 )
Н а п р я ж е н и я  м о г у т  б ы т ь  н а й д е н ы , е с л и  и з в е с т н а  ф у н к ц и я  к р у ч е н и я .  
Ч т о б ы  п о л у ч и т ь  у р а в н е н и е  д л я  э т о й  ф у н к ц и и ,  в о с п о л ь з у е м с я  у с л о в и ­
е м  р а в н о в е с и я  д е ф о р м и р о в а н н о г о  т е л а .  С о г л а с н о  э т о м у  у с л о в и ю  с и л ы  
в н у т р е н н и х  н а п р я ж е н и й  д о л ж н ы  в з а и м н о  к о м п е н с и р о в а т ь с я  в  к а ж д о м  
э л е м е н т е  о б ъ е м а  т е л а ,  т. е . р е з у л ь т и р у ю щ а я  с и л а  в  к а ж д о м  э л е м е н т е  
о б ъ е м а  д о л ж н а  б ы т ь  р а в н а  н у л ю . Т о г д а  в  с о о т в е т с т в и и  с  ( 4 .1 3 )  у р а в н е ­
н и я  р а в н о в е с и я  д е ф о р м и р о в а н н о г о  т е л а  и м е ю т  в и д
дОгк
д х к
(4 .4 7 )
П о с к о л ь к у  о т л и ч н ы  о т  н у л я  т о л ь к о  к о м п о н е н т ы  а xz  и  a y z , т о  и з  (4 .4 7 )  
с л е д у е т
д а ^  д а ^
— -  +  — ^  — 0 . (4 .4 8 )
д Х  д У
П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  ( 4 .4 7 ) ,  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  у р а в н е н и е  д л я  
ф у н к ц и и  к р у ч е н и я :
Д ф  — 0 , (4 .4 9 )
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где А  — двухмерный лапласиан:
А
дх2 B y 2 ’
Для получения однозначного решения уравнения (4.49) необходи­
мо задать граничные условия для функции ф. Однако привести какие- 
либо физические обоснования таких условий не удается. Поэтому вво­
дят другую вспомогательную функцию х — так называемую функцию 
напряжений:
Oxz 2 , Жду о .yz - 2 » Ж х
(4.50)
Нетрудно убедиться в том, что эти выражения тождественно удовлетво­
ряют уравнению равновесия (4.48). Из сравнения (4.50) с (4.46) следует 
связь между функциями кручения и напряжений:
дф _  . 0дХ дф _  0дХ
х y y х
Дифференцируя первое выражение по y , а второе по х и вычитая одно 
из другого, получим для функции напряжений следующее уравнение:
А х  =  - 1. (4.52)
Обсудим граничные условия к этому уравнению. Поскольку стер­
жень тонкий, внешними силами на его боковой поверхности можно 
пренебречь по сравнению с силами внутренних напряжений. Если n — 
нормаль к некоторой точке контура поперечного сечения стержня, то 
поверхностная сила в этой точке должна быть равна нулю:
(n) n
Oi =  Oik n k  =  0 ,
где n k  — проекция нормали на координатную ось X k . Так как нормаль 
имеет только две отличные от нуля проекции на координатные оси n x  
и n y , то имеем
Ozx n x +  Ozy n y =  0
С учетом (4.50) получим
х  х
n x ^ n y   ° -
y  х
(4 .5 3 )
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О п р е д е л и м  n x и  n y . Д л я  э т о г о  р а с с м о т р и м  ч а с т ь  к о н т у р а  п о п е р е ч н о ­
г о  с е ч е н и я  с т е р ж н я .  В ы д е л и м  н а  н е м  м а л ы й  э л е м е н т  д л и н о й  d l ,  к о т о р ы й  
м о ж н о  с ч и т а т ь  п р я м о л и н е й н ы м .  О р и е н т а ц и я  э т о г о  э л е м е н т а  к о н т у р а  
о п р е д е л я е т с я  н о р м а л ь ю  n  (р и с .  4 .1 1 ) .
Р и с .  4 .1 1
И з  р и с у н к а  в и д н о ,  ч т о  п р о е к ц и и  н о р м а л и  н а  к о о р д и н а т н ы е  о с и  х  и  
у  т а к о в ы :
n x =  s in  9
d y
d r
n y c o s  9
d x
П о д с т а в л я я  в  ( 4 .5 3 ) ,  п о л у ч и м
д х
д х
d x  + % у  =  d x  =  0 .
д х
О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  х  =  c o n s t ,  т. е . н а  к о н т у р е  с е ч е н и я  ф у н к ц и я  н а ­
п р я ж е н и й  п о с т о я н н а .  П о с к о л ь к у  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  о п р е ­
д е л я ю т с я  п р о и з в о д н ы м и  о т  э т о й  ф у н к ц и и  п о  к о о р д и н а т а м ,  м о ж н о  б е з  
о г р а н и ч е н и я  о б щ н о с т и  в  к а ч е с т в е  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  п о л о ж и т ь 6
X  =  0 (4 .5 4 )
О п р е д е л и м  и з м е н е н и е  с в о б о д н о й  э н е р г и и  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  с т е р ж н я  
п р и  к р у ч е н и и .  С о г л а с н о  ( 4 .3 4 )  и м е е м
Д F  2  ^ ik C x z  ̂ x z  +  ® yz  ̂ y z . (4 .5 5 )
6Полагаем, что поперечное сечение стержня является односвязной областью.
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Для деформации чистого сдвига
Gxz 2 ^ £ x z , G yz 2 ^ £ y z .
Поэтому
A F =  2Ц  ( v i z  +  ^ z )  . 
Подставляя (4.50), получим
A F =  2 цт2 д Л 2 +  ( д ^
д х  /  \  d y  )
2Цт2 (V X)2 ,
где V  — двухмерный градиент. Изменение свободной энергии единицы 
длины стержня получим интегрированием по площади его поперечного 
сечения:
A FS =  У  A F d S  =  1  Ст2.
S
Здесь введен коэффициент
С =  4ц /  <v x )2 dS  < « 6)
S
который называется крутильной жесткостью стержня. Изменение 
свободной энергии всего стержня равно интегралу по его длине:
A F  =  1  у  С т2dz. (4.57)
L
Преобразуем подынтегральное выражение в (4.56) с учетом уравне­
ния (4.52):
(v x )2 =  V  (XV X) -  XA X =  V  (XV X) +  x.
Выражение (4.56) запишется в виде
С 4Ц V  (XV X) dS +  4ц /  XdS. (4.58)
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В первом слагаемом перейдем от интегрирования по площади попереч­
ного сечения стержня к интегрированию по линии контура l этого се­
чения и учтем граничное условие (4.54):
J  V  (xV x) dS = <j> x (V x )n  dl =  0.
S l
Таким образом, крутильная жесткость стержня такова:
C =  4 xdS. (4.59)
S
Эта величина может быть рассчитана, если известны функция напря­
жений и форма поперечного сечения стержня.
Заметим, что знание крутильной жесткости стержня важно не толь­
ко в теории деформаций, но и в теории механических колебаний, так 
как определяет момент сил и собственную частоту колебаний крутиль­
ного маятника.
4.7. Изгиб стержня
Изгиб стержня — деформированное состояние, возникающее в стержне 
под действием сил, перпендикулярных его оси, и сопровождающееся 
его искривлением. Вектор смещения u может быть большим даже при 
малом тензоре деформаций . При малом изгибе длинного тонкого 
стержня его концы могут испытать значительные смещения даже при 
малом относительном смещении соседних точек стержня.
Деформация изогнутого стержня неоднородна. В выпуклой части 
происходит растяжение волокон, а в вогнутой — их сжатие (рис. 4.12). 
Внутри стержня деформация уменьшается. Существует такой слой, в 
котором деформация растяжения переходит в деформацию сжатия. Во­
локна этого слоя не испытывают ни растяжения, ни сжатия. Его назы­
вают нейтральным слоем.
Выделим небольшой элемент длины стержня, в котором можно счи­
тать малым не только тензор напряжений, но и величину смещения 
его точек. Выберем декартову систему координат, начало которой нахо­
дится в какой-либо точке нейтрального слоя рассматриваемого участка
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_  сжатые .
растяжение
Р и с .  4 .1 2
с т е р ж н я .  О с ь  z  н а п р а в л е н а  в д о л ь  п р о д о л ь н о й  о с и  н е д е ф о р м и р о в а н н о г о  
с т е р ж н я ,  к о о р д и н а т н ы е  о с и  x ,  у  о п р е д е л я ю т  п о л о ж е н и я  т о ч е к  в  п о п е ­
р е ч н о м  с е ч е н и и  с т е р ж н я  (р и с .  4 .1 3 ) .  Ф о р м а  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  м о ж е т  
б ы т ь  л ю б о й .
Р и с .  4 .1 3
П у с т ь  n  —  в н е ш н я я  н о р м а л ь  в  н е к о т о р о й  т о ч к е  к о н т у р а  п о п е р е ч н о г о  
с е ч е н и я  с т е р ж н я .  О т л и ч н ы  о т  н у л я  т о л ь к о  е е  п р о е к ц и и  н а  к о о р д и н а т ­
н ы е  о с и  n x и  n y .
К а к  и  в  с л у ч а е  к р у ч е н и я  п о л а г а е м ,  ч т о  п р и  и з г и б е  т о н к о г о  с т е р ж ­
н я  в н е ш н и е  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  е г о  б о к о в у ю  п о в е р х н о с т ь ,  м а л ы  п о  
с р а в н е н и ю  с  в н у т р е н н и м и  н а п р я ж е н и я м и .  П р и  о п р е д е л е н и и  г р а н и ч н ы х  
у с л о в и й  н а  б о к о в о й  п о в е р х н о с т и  и м и  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .  Т о г д а  в  л ю б о й  
т о ч к е  б о к о в о й  п о в е р х н о с т и  в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е  р а в н о в е с и я
&ik n k =  0 .
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П о с к о л ь к у  Uz  =  0 , и м е е м  т р и  у р а в н е н и я :
& x x U x +  &xy  U y 0 ?
V y x U x  +  &yy Uy =  0 , (4 .6 0 )
& z x U x +  & zy  U y =  0 .
Н а  к о н т у р е  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с т е р ж н я  н а й д е т с я  т о ч к а ,  н о р м а л ь  к  
к о т о р о й  п а р а л л е л ь н а  о с и  х .  С у щ е с т в у е т  и  д р у г а я  т а к а я  т о ч к а  г д е - т о  н а  
п р о т и в о п о л о ж н о й  с т о р о н е  к о н т у р а .  В  э т и х  т о ч к а х  Uy =  0 . И з  у р а в н е н и й  
( 4 .6 0 )  и м е е м
&xx =  &yx =  & zx  =  ° .  ( 4 .6 1 )
Т о ч н о  т а к  ж е  н а  к о н т у р е  н а й д у т с я  д в е  т о ч к и ,  в  к о т о р ы х  н о р м а л ь  н а ­
п р а в л е н а  в д о л ь  о с и  у .  В  э т о м  с л у ч а е  и з  у р а в н е н и й  (4 .6 0 )  с л е д у е т
&xy =  &yy =  & zy  =  0 . ( 4 .6 2 )
П о с к о л ь к у  н а п р я ж е н и я  о т с у т с т в у ю т  н а  д в у х  п р о т и в о п о л о ж н ы х  с т о р о ­
н а х  б о к о в о й  п о в е р х н о с т и  т о н к о г о  с т е р ж н я ,  м о ж н о  п о л а г а т ь ,  ч т о  о н и  
о т с у т с т в у ю т  и  в о  в с е х  в н у т р е н н и х  т о ч к а х  е г о  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я .  В ы ­
р а ж е н и я  ( 4 .6 1 )  и  ( 4 .6 2 )  с п р а в е д л и в ы  д л я  в с е г о  с т е р ж н я .  Т а к и м  о б р а з о м ,  
о т л и ч н ы  о т  н у л я  т о л ь к о  п р о д о л ь н ы е  н а п р я ж е н и я  &z z . Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  
в  к а ж д о м  э л е м е н т е  о б ъ е м а  с т е р ж н я  и м е е т  м е с т о  т о л ь к о  д е ф о р м а ц и я  
р а с т я ж е н и я  и л и  с ж а т и я .  Р а з у м е е т с я ,  о н а  р а з н а я  в  р а з н ы х  т о ч к а х  п о п е ­
р е ч н о г о  с е ч е н и я .
Н а п р я ж е н и е  &zz  м о ж н о  б ы л о  б ы  о п р е д е л и т ь ,  и с п о л ь з у я  з а к о н  Г у ­
к а , е с л и  б ы  б ы л и  и з в е с т н ы  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й .  П о с т у ­
п и м  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  Р а с с м о т р и м  м а л ы й  о т р е з о к  d z , п а р а л л е л ь н ы й  
о с и  с т е р ж н я  и  н а х о д я щ и й с я  в б л и з и  н а ч а л а  к о о р д и н а т  н а  р а с с т о я н и и  х  
о т  н е й т р а л ь н о й  п о в е р х н о с т и .  П р и  и з г и б е  с т е р ж н я  д л и н а  э т о г о  о т р е з ­
к а  и з м е н и т с я  и  о к а ж е т с я  р а в н о й  d z 1. Д л и н а  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  о т р е з к а  
н а  н е й т р а л ь н о й  п о в е р х н о с т и  о с т а н е т с я  н е и з м е н н о й .  П у с т ь  R  —  р а д и ­
у с  к р и в и з н ы  н е й т р а л ь н о й  п о в е р х н о с т и  в б л и з и  н а ч а л а  к о о р д и н а т  (р и с .  
4 .1 4 ) .
Д л и н ы  d z  и  d z 1 м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  э л е м е н т ы  д у г и  о к р у ж н о ­
с т е й  с  р а д и у с а м и  с о о т в е т с т в е н н о  R  и  R  +  х ,  и м е ю щ и е  о б щ и й  ц е н т р а л ь ­
н ы й  у г о л .  П о э т о м у
d z ' =  R + X d z  =  ( l  +  X \  d z .  (4 .6 3 )
R R
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О т с ю д а  о т н о с и т е л ь н о е  у д л и н е н и е  о т р е з к а  т а к о в о :
d z ’  — d z  x  
d z  R
( 4 .6 4 )
П о с к о л ь к у  о т н о с и т е л ь н о е  у д л и н е н и е  о т р е з к а  о п р е д е л я е т с я  к о м п о н е н т о й  
т е н з о р а  н а п р я ж е н и й ,  и м е е м
x
ffzz =  R  . ( 4 .6 5 )
З а п и ш е м  в ы р а ж е н и е  (4 .3 0 )  д л я  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й ,  з а м е н и в  м о ­
д у л и  в с е с т о р о н н е г о  с ж а т и я  и  с д в и г а  м о д у л е м  Ю н г а  и  к о э ф ф и ц и е н т о м  
П у а с с о н а  с  и с п о л ь з о в а н и е м  (4 .3 8 ) :
а  ik
E  а
Т + а  £ ’ к
( 4 .6 6 )
О т н о с и т е л ь н ы е  п о п е р е ч н ы е  д е ф о р м а ц и и  гхх  и  £ y y  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  
о т н о с и т е л ь н у ю  п р о д о л ь н у ю  д е ф о р м а ц и ю  £zz с о г л а с н о  (4 .3 7 ) :
x
гхх £yy a ^zz  a R . ( 4 .6 7
О т с ю д а  п о л у ч а е м  с л е д  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й
г и  =  (1 — 2a)^z z . (4 .6 8
П о д с т а в л я я  ( 4 .6 8 )  в  ( 4 .6 6 ) ,  п о л у ч и м
x
a zz  =  E £zz =  R E . (4 .6 9
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Р и с .  4 .1 5
Р а с п р е д е л е н и е  п р о д о л ь н ы х  н а п р я ж е н и й  в  п о п е р е ч н о м  с е ч е н и и  
с т е р ж н я  п о к а з а н о  н а  р и с .  4 .1 5 .
В и д и м ,  ч т о  м а к с и м а л ь н ы е  н а п р я ж е н и я  в о з н и к а ю т  н а  в н е ш н е й  п о ­
в е р х н о с т и  с т е р ж н я .  В б л и з и  н е й т р а л ь н о й  п о в е р х н о с т и  о н и  п р а к т и ч е с к и  
о т с у т с т в у ю т  и  н е  п р о т и в о д е й с т в у ю т  в н е ш н и м  с и л а м , в ы з ы в а ю щ и м  д е ­
ф о р м а ц и ю .  Э т о т  ф а к т  и с п о л ь з у е т с я  в  и н ж е н е р н о й  п р а к т и к е .  В  р а з л и ч ­
н ы х  к о н с т р у к ц и я х  с т е р ж н и  о б ы ч н о  з а м е н я ю т  т р у б а м и ,  а  б р у с к и  —  т а в ­
р о в ы м и  б а л к а м и .
О п р е д е л и м  р а с п о л о ж е н и е  н е й т р а л ь н о й  п о в е р х н о с т и  в  и з о г н у т о м  
с т е р ж н е .  Р а с с м а т р и в а е м  д е ф о р м а ц и ю  ч и с т о г о  и з г и б а  б е з  о б щ е г о  с ж а ­
т и я  и л и  р а с т я ж е н и я  с т е р ж н я .  В  э т о м  с л у ч а е  и н т е г р а л  п о  п л о щ а д и  п о ­
п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  о т  т е н з о р а  п р о д о л ь н ы х  н а п р я ж е н и й  р а в е н  н у л ю :
a zz d S  =  0 .
С  у ч е т о м  (4 .6 9 )  и м е е м
x d S  =  0 . (4 .7 0 )
К о о р д и н а т ы  ц е н т р а  и н е р ц и и  с е ч е н и я  с т е р ж н я  о п р е д е л я ю т с я  к а к  д л я  
о д н о р о д н о г о  п л о с к о г о  д и с к а  с о о т в е т с т в у ю щ е й  ф о р м ы :
Xc =  S  J  x d S , y c =  S  J y d S .
S S
Т а к и м  о б р а з о м ,  у с л о в и е  (4 .7 0 )  о з н а ч а е т ,  ч т о  в  с и с т е м е  к о о р д и н а т ,  
н а ч а л о  к о т о р о й  н а х о д и т с я  н а  н е й т р а л ь н о й  п о в е р х н о с т и ,  x - к о о р д и н а т а  
ц е н т р а  и н е р ц и и  с е ч е н и я  с т е р ж н я  р а в н а  н у л ю . С л е д о в а т е л ь н о ,  н е й т р а л ь ­
н а я  п о в е р х н о с т ь  п р о х о д и т  ч е р е з  ц е н т р ы  и н е р ц и и  п о п е р е ч н ы х  с е ч е н и й  
с т е р ж н я .
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Найдем смещения точек внутри стержня. Из (4.65), (4.67), а также 
учитывая, что £xz = exy = £yz =  0, имеем следующую систему диффе­
ренциальных уравнений:
£zz  =
duz x dux duy x
dz ' R ’ dx дУ - a R ’
dux . duz = 0,
dux
duy =  0,
duy duz
+  z =  0
dz dx dy ' dx ’ dz +  dy
Из двух первых уравнений получим
xy xz
uy = - a ~R’ uz R • (4 .7 1 )




[ z 2 +  а  ( х 2 (4.72)
Постоянные интегрирования положили равными нулю. Это означает 
отсутствие деформаций в начале координат, т. е. положение начала ко­
ординат закреплено в пространстве.
Из полученных формул следует, что поперечное сечение стержня с 
координатой z 0 до изгиба поворачивается относительно оси у  и после 
изгиба оказывается поверхностью, уравнение которой имеет вид
z  =  Zo +  Uz
x
z o ' 1 +  R
Таким образом, при изгибе сечение остается плоским, поворачива­
ясь на некоторый угол. Форма сечения изменяется. В частности, для 
прямоугольного сечения стержня со сторонами а и b боковые стороны 
сечения у =  ±b /2  после изгиба становятся наклонными:
, b b /  х \
у =  ± 2  +  %  =  ± 2  6 -  а д ]  •
Верхняя и нижняя стороны х =  ± а / 2 принимают параболические фор­
мы:
, а  а  1
х  =  ± — + ux =  ± ---------—2 x 2 2 R z o +  а  I - 4  -  У
Изменение формы поперечного сечения стержня показано на рис. 4.16.
2а 2
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Р и с .  4 .1 6 Р и с .  4 .1 7
Н а й д е м  м о м е н т  с и л  в н у т р е н н и х  н а п р я ж е н и й .  В ы д е л и м  м а л ы й  э л е ­
м е н т  п о в е р х н о с т и  d S  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с т е р ж н я .  Э т а  п л о щ а д к а  р а с ­
п о л о ж е н а  н а  р а с с т о я н и и  x  о т  о с и  п о в о р о т а  у , т. е . x  —  п л е ч о  с и л ы  a z z d S  
( р и с .  4 .1 7 ) .
М о м е н т  с и л  в н у т р е н н и х  н а п р я ж е н и й  о т н о с и т е л ь н о  о с и  у  о п р е д е л и т ­
с я  и н т е г р и р о в а н и е м  п о  п л о щ а д и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я .  С  у ч е т о м  (4 .6 9 )  
и м е е м
М у x ° z z  d S  R I y ’
S
г д е  в в е д е н  м о м е н т  и н е р ц и и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  о т н о с и т е л ь н о  о с и  у :
I y =  x 2 d S .
S
(4 .7 3 )
П у с т ь  x m  —  к о о р д и н а т а  т о ч к и ,  н а и б о л е е  у д а л е н н о й  о т  н е й т р а л ь н о й  
п о в е р х н о с т и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с т е р ж н я .  Н а п р и м е р ,  д л я  п р я м о у г о л ь ­
н о г о  с е ч е н и я  в ы с о т о й  а  и м е е м  x m =  а / 2. О т н о ш е н и е  I y / x m з а в и с и т  о т  
р а з м е р о в  и  ф о р м ы  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с т е р ж н я .  О н о  н а з ы в а е т с я  о с е ­
в ы м  м о м е н т о м  с о п р о т и в л е н и я :
W y
x m
(4 .7 4 )
З н а н и е  о с е в о г о  м о м е н т а  с о п р о т и в л е н и я  п о з в о л я е т  о п р е д е л и т ь  п р о ч ­
н о с т ь  с т е р ж н я :
^ z z
M y M y x
I y W y  x m
(4.75)
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Таким образом, чем больше осевой момент сопротивления, тем меньшие 
напряжения возникают в изогнутом стержне. Его прочность выше.
Из статики известно, что в равновесии момент внутренних напря­
жений равен моменту внешних сил относительно любой точки стерж­
ня. Зная момент внешних сил и осевой момент сопротивления, можно 
рассчитать напряжение в любой точке стержня.
4.8. Неизотермическое деформирование
Мы получили выражение (4.26) для свободной энергии единицы объема 
деформированного тела при изотермическом деформировании. Теперь 
рассмотрим свободную энергию единицы объема тела при деформаци­
ях, сопровождающихся изменением его температуры. Температура тела 
может изменяться как вследствие подвода или отвода тепла при помощи 
внешних источников, так и в результате самого процесса деформирова­
ния.
Пусть в недеформированном состоянии температура рассматри­
ваемого элемента объема тела равна Т0. При изменении температуры 
этот элемент объема претерпевает температурную деформацию, даже 
если внешние силы отсутствуют. Поэтому в разложение свободной энер­
гии по степеням тензора деформаций теперь необходимо включить ли­
нейный член (линейный инвариант еф, который должен исчезать при 
Т =  T 0 . Если изменение температуры мало, т. е. A T  =  (T — T0) ^  T0, то 
температурную деформацию можно можно считать пропорциональной 
самому изменению температуры.
Для простоты рассмотрим изотропное тело, характеризуемое одним 
коэффициентом линейного теплового расширения а . Так как свободная 
энергия — скаляр, то дополнительный член в выражении для свободной 
энергии должен иметь вид
А ( т  — Т о ) е ц  =  А ( Т  — T o ) 8ik £ i k ,
где А — некоторый коэффициент, не зависящий в первом приближении 
от температуры. Тогда для свободной энергии имеем
V
8ik £ ii +
k  2 
2  £ и '
(4.76)F  =  F (т0) — А (т  — То)£ik8ik +  ^ ( £ik — з
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Дифференцируя это выражение по компонентам тензора деформа­
ций, с учетом (4.30) для тензора напряжений получаем
&ik A ( T  T 0)5 ik  +  k 8ik£ц  +  2 ц  ( £ik  з  8 ik£ц (4.77)
Для выражения коэффициента A через известные величины вос­
пользуемся тем фактом, что при свободном однородном тепловом рас­
ширении тела (т. е. при отсутствии внешних сил) внутренние напряже­
ния должны отсутствовать, т. е. &ik =  0. Тогда из (4.77) получим
Bik
1
2ц 3  8ikBii k 5 ik Bii +  A ( T  T o')8ik
Отсюда с учетом (3.38) следует
Bii = A (T -  To) =  Bii =  =  3a(T -  To); A =  3ak.
k V
Таким образом, тензор напряжений при неизотермическом дефор­
мировании имеет вид




Здесь первый член описывает напряжения, связанные с изменением 
температуры тела. Повторяя вывод закона Гука, для тензора деформа­
ций получим
Bik a ( T  — T o ) 8 ik +
1
9k 8 ik &ii +
1
2ц &ik 3 8ik &ii
(4.79)
4.9. Адиабатические и изотермические 
модули
При постоянной температуре свободная энергия единицы объема де­
формируемого тела определяется выражением (4.26). Поэтому модули 
k и ц в выражении (4.26) называют изотермическими модулями. Одна­
ко деформация может совершаться и адиабатически, без теплообмена 
рассматриваемого элемента объема тела с внешней средой и соседними
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элементами, т. е. при постоянной энтропии. Если скорость процесса на­
столько велика, что за время деформирования элемент объема не успе­
вает получить или отдать тепло, то такое деформирование будет адиа­
батическим. В этом случае модули к и ц называют адиабатическими 
модулями всестороннего сжатия и сдвига. Адиабатические модули обо­
значим ka и ца. Заметим, что при малых деформациях адиабатические 
значения модулей мало отличаются от их изотермических значений.
Вычислим изменение температуры тела при адиабатическом дефор­
мировании. Из соотношения (4.22) для энтропии единицы объема имеем
0 F A  
д т  )
Дифференцируя выражение (4.76) по температуре, получим с точно­
стью до членов первого порядка по компонентам тензора деформации 
следующее соотношение:
Sv (T ) =  So(T ) +  3 акегг.
Здесь Sv (T) — энтропия единицы объема при температуре T после де­
формации, S0(T) — энтропия единицы объема тела при температуре T 
в недеформированном состоянии. Следовательно, S0(T) получено диф­
ференцированием свободной энергии по температуре при егг =  0, т. е. 
при постоянном объеме. При адиабатическом деформировании энтро­
пия единицы объема должна остаться неизменной:
So(T) +  3 акегг =  So (To).
Здесь S0(T0) — энтропия единицы объема при температуре T0. 
Разлагая S0(T) в ряд Тейлора по температуре относительно T0 и 
ограничиваясь линейными по (T — T0) членами, получим
S0(T) — .Э Д )  = (T — T0) ( d T ) v + ••• = (T — T0) C , (4.80)
где Cv — теплоемкость единицы объема деформируемого тела при по­
стоянном объеме. Сравнивая два последних выражения, получаем, что 
изменение температуры элемента объема при адиабатическом дефор­
мировании равно:
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г р  r p  _  3akTT — T 0 — -----Щ--- УCv
(4 .8 1 )
П о д с т а в л я я  э т о  в ы р а ж е н и е  в  ( 4 .7 8 ) ,  д л я  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  с  а д и а ­
б а т и ч е с к и м  м о д у л е м  в с е с т о р о н н е г о  с ж а т и я  п о л у ч и м
&ik k a^ik&U +  ^ik 3  &ik&U (4 .8 2 )
И з  с р а в н е н и я  с  в ы р а ж е н и е м  (4 .7 8 )  в и д и м ,  ч т о  а д и а б а т и ч е с к и й  и  и з о ­
т е р м и ч е с к и й  м о д у л и  с ж а т и я  с в я з а н ы  м е ж д у  с о б о й  с л е д у ю щ и м  с о о т н о ­
ш е н и е м :
, 9  a 2 k 2T  ,
ka —  — щ --------+ k.
C v




d p  )  т
1 1  /' 8 V \  1 k C v
k ’ V  1К d p )  S k a ’ ka C p
(4 .8 3 )
Т а к  к а к  C p >  C v , т о  k a >  к .  Т о г д а  и з  п о с л е д н е г о  в ы р а ж е н и я  с л е д у е т ,  
ч т о  о т н о с и т е л ь н о е  и з м е н е н и е  о б ъ е м а  п р и  а д и а б а т и ч е с к о м  д е ф о р м и р о ­
в а н и и  м е н ь ш е ,  ч е м  п р и  и з о т е р м и ч е с к о м .
У с т а н о в и м  е щ е  о д н у  с в я з ь  м е ж д у  а д и а б а т и ч е с к и м  и  и з о т е р м и ч е с к и м  
м о д у л я м и  в с е с т о р о н н е г о  с ж а т и я .  Д л я  э т о г о  в о с п о л ь з у е м с я  и з в е с т н ы м  
т е р м о д и н а м и ч е с к и м  с о о т н о ш е н и е м :
/ d v \  _  / s v \ T ( d V \
'Л )  S — I  ~ д р )  т +  О Д  d T )  p .
7Действительно, пользуясь известным правилом преобразования термодинами­
ческих величин, имеем
Д  =  -  ( § Р )  /  ®  ; ( Уd p j  s  \ д р )  v l  \ d V )  p \ д р  у t
ОТ' 
дР /  V/
д Т
d V
Деля первое равенство на второе, получим
p
( 8 V \  /  [ 3 V \  _  ( d S \  ( 3 T \  ( d S \  ( 3 T \  _  Cv _  k
\ d p ) S  t  =  - l & p ) v  V d V j p W Д  з р ) v  =  Cp =  k ■
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Отсюда с учетом выражений (3.39) и (4.83) получаем
1
ka
1 9  T a 2
к  -  С р
ц a — ц . (4 .8 4 )
П о л ь з у я с ь  ф о р м у л а м и  (4 .3 8 )  и  ( 4 .8 4 ) ,  м о ж н о  п о л у ч и т ь  с о о т н о ш е н и я  
м е ж д у  а д и а б а т и ч е с к и м  и  и з о т е р м и ч е с к и м  м о д у л я м и  Ю н г а  и  к о э ф ф и ­
ц и е н т а м и  П у а с с о н а :
E a
E
1 -  E T a 2 / C p  ,
Оа
0  +  E T a 2 / С р
1 -  E T a 2 / С р  ’
( 4 .8 5 )
Н а к о н е ц ,  и з  ( 4 .8 2 )  в ы р а з и м  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й  в  а д и а ­
б а т и ч е с к о м  п р о ц е с с е  ч е р е з  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й .  П о в т о р я я  
р а с с у ж д е н и я  п а р а г р а ф а  4 .3 .2 . ,  п о л у ч и м  з а к о н  Г у к а  п р и  а д и а б а т и ч е с к о м  




С к  ° и  +
1
2 ц
y ik з  С к  о 11 (4 .8 6 )
т. е . ф о р м а л ь н о  в и д  з а к о н а  Г у к а  т о т  ж е ,  ч т о  и  в  и з о т е р м и ч е с к о м  п р о ­
ц е с с е ,  н о  с  д р у г и м  м о д у л е м  в с е с т о р о н н е г о  с ж а т и я .
4.10. Уравнение равновесия изотропных тел
П о л у ч и м  у р а в н е н и е  р а в н о в е с и я  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  и з о т р о п н о г о  д е ф о р м и ­
р о в а н н о г о  т е л а .
Р е з у л ь т и р у ю щ а я  п о в е р х н о с т н а я  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и н и ц у  о б ъ ­
е м а  т е л а ,  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ж е н и е м  (4 .1 3 ) .  Е с л и  p f  -  н а п р я ж е н н о с т ь  
о б ъ е м н о й  с и л ы ,  т о  у с л о в и е  р а в н о в е с и я  р а с с м а т р и в а е м о г о  э л е м е н т а  о б ъ ­
е м а  в  с о о т в е т с т в и и  с  п е р в ы м  з а к о н о м  Н ь ю т о н а  и м е е т  в и д
d o i k
д х к
+  P f i 0 , ( k , i )  — 1,  2 , 3. (4 .8 7 )
В ы р а ж е н и е  ( 4 .7 8 )  д л я  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  п е р е п и ш е м ,  з а м е н и в  м о ­
д у л и  с д в и г а  и  в с е с т о р о н н е г о  с ж а т и я  н а  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а  и  м о д у л ь  
Ю н г а .  С  и с п о л ь з о в а н и е м  с о о т н о ш е н и й  ( 4 .3 8 )  и м е е м
o ik
a E
Т - ц ( Т  -  T °№ k  +
E







Подставляя (4.88) в уравнение (4.87), получаем
аЕ dT E двгк Еа де11
1 — 2а dxi +  1 +  а дхк +  (1 +  а )(1 — 2а) дxi +  P f i  —  0 .
Используя определение (3.6) тензора деформаций eik через компоненты 
вектора деформаций ui, получим
д 2 u i
+
1 d2ui 1 +  а дТ 2 (1  +  а )
— 2 а - ------—   --------------------^ ------ p f i .
д х к  ' 1 — 2 а  d x i д х 1 1 — 2 а  d x i Е
Уравнение (4.89) можно переписать в векторной форме
Д и  + grad div и  — 2а л о grad Т -----— + —) p f .
(4.89)
(4.90)
1 — 2а° "  “ 1 — 2а °  Е
При решении задач теории упругости полезна еще одна форма урав­
нения равновесия. Используя известное из векторного анализа соотно­
шение
grad div u  — Д u  +  rot rot u , 
преобразуем уравнение (4.90) к следующему виду:
а grad div u  — — -----^  rot rot u  — a grad T -------— ^p f .
1 + а 2(1 +  а) E
(4.91)
Уравнения (4.90) и (4.91) называют уравнениями равновесия едини­
цы объема изотропного деформированного тела.
4.11. Граничные условия
Уравнение равновесия (4.91) -  это векторное уравнение, имеющее три 
проекции на координатные оси. Каждое из трех скалярных уравнений 
представляет собой линейное дифференциальное уравнение второго по­
рядка, включающее производные от компонент вектора деформаций по 
пространственным координатам. Поэтому для получения однозначного 
решения этих уравнений в общем случае необходимо задать шесть гра­
ничных условий. В простейшем случае одномерной деформации, когда 
отлична от нуля только одна компонента вектора u , зависящая лишь от 
одной координаты, из (4.91) следует одно скалярное уравнение равнове­
сия. Разумеется, в этом случае достаточно двух граничных условий для
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о п р е д е л е н и я  д в у х  п о с т о я н н ы х  и н т е г р и р о в а н и я .  В  у р а в н е н и и  р а в н о в е с и я  
( 4 .9 1 )  ч л е н ,  с о д е р ж а щ и й  г р а д и е н т  т е м п е р а т у р ы ,  с ч и т а е т с я  и з в е с т н ы м .  
Е с л и  ж е  у с л о в и е  з а д а ч и  т а к о в о ,  ч т о  т е м п е р а т у р а  д е ф о р м и р о в а н н о г о  т е ­
л а  н е и з в е с т н а ,  н о  е е  с л е д у е т  о п р е д е л и т ь ,  т о  э т о  д е л а е т с я  н е з а в и с и м о  и з  
р е ш е н и я  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и  ( с м .  с л е д у ю щ у ю  г л а в у ) .
О б ы ч н о  и с п о л ь з у ю т  д в а  в и д а  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .
1. Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  п е р в о г о  р о д а  с о с т о и т  в  з а д а н и и  к о м п о н е н т  в е к ­
т о р а  д е ф о р м а ц и й  н а  п о в е р х н о с т и  д е ф о р м и р о в а н н о г о  т е л а ,  т. е.
u is U i ( x 1s , x 2 s , x 3s ) ,  ( 4 .9 2 )
г д е  и н д е к с  s  о б о з н а ч а е т  п о в е р х н о с т ь  т е л а .
Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  с в о д и т с я  к  о п р е д е л е н и ю  ф у н к ц и й  
U i ( x i , x 2 , X 3 ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  в н у т р и  т е л а  у р а в н е н и я м  р а в н о в е ­
с и я  и  п р и н и м а ю щ и х  н а  г р а н и ц е  з а д а н н ы е  з н а ч е н и я  U i .
В  ч а с т н о м  с л у ч а е  u is =  U i =  c o n s t ,  т. е . д е ф о р м а ц и я  в о  в с е х  т о ч к а х  
п о в е р х н о с т и  т е л а  о д и н а к о в а  ( о д н о р о д н ы е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  п е р в о г о  
р о д а ) .  Э т о  м о ж е т  б ы т ь  о с у щ е с т в л е н о  п р и  д е ф о р м а ц и и  и з о т р о п н ы х  т е л  
п р а в и л ь н о й  г е о м е т р и ч е с к о й  ф о р м ы  п о д  д е й с т в и е м  о б ъ е м н ы х  и л и  в н е ш ­
н и х  с и л ,  н е  з а в и с я щ и х  о т  к о о р д и н а т  т о ч е к  п о в е р х н о с т и .
К  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  п е р в о г о  р о д а  с л е д у е т  о т н е с т и  о ч е в и д н о е  
у с л о в и е  о г р а н и ч е н н о с т и  д е ф о р м а ц и й  в  л ю б о й  т о ч к е  д е ф о р м и р о в а н н о г о  
т е л а ,  т. е .
u i ( x 1 , x 2 , x 3 ) <  т о .  (4 .9 3 )
З а м е т и м ,  ч т о  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  п е р в о г о  р о д а  н а  п р а к т и к е  м о г у т  
б ы т ь  з а д а н ы  л и ш ь  в  р е д к и х  с л у ч а я х ,  п о с к о л ь к у  о б ы ч н о  д е ф о р м а ц и я  
п о в е р х н о с т и  т е л а  я в л я е т с я  и с к о м о й  в е л и ч и н о й .
2. Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  в т о р о г о  р о д а  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  б а л а н с  с и л  в  
к а ж д о й  т о ч к е  п о в е р х н о с т и  д е ф о р м и р о в а н н о г о  т е л а .
Н а  п о в е р х н о с т и  т е л а  р а с с м о т р и м  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д к у  с  н о р м а ­
л ь ю  n . П у с т ь  н а  э т у  п л о щ а д к у  д е й с т в у е т  в н е ш н я я  р е з у л ь т и р у ю щ а я  с и л а  
P .  Т а к  к а к  в ы д е л е н н ы й  э л е м е н т  п о в е р х н о с т и  н а х о д и т с я  в  р а в н о в е с и и  и  
н е п о д в и ж е н  о т н о с и т е л ь н о  д р у г и х  ч а с т е й  д е ф о р м и р о в а н н о г о  т е л а ,  т о  в  
с о о т в е т с т в и и  с  п е р в ы м  з а к о н о м  Н ь ю т о н а  н а п р я ж е н н о с т ь  п о в е р х н о с т н о й  
с и л ы  a (n) к о м п е н с и р у е т с я  п л о т н о с т ь ю  в н е ш н е й  с и л ы  P i . С  у ч е т о м  в ы ­
р а ж е н и я  (4 .8 )  д л я  л ю б о й  е д и н и ч н о й  п л о щ а д к и  п о в е р х н о с т и  т е л а  м о ж н о  
з а п и с а т ь
v(n ) =  Vik Пк =  P i , (4.94)
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г д е  Пк —  п р о е к ц и я  н о р м а л и  n  н а  к о о р д и н а т н у ю  о с ь  Х к .
З а м е т и м ,  ч т о  т а к о е  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  у ж е  б ы л о  и с п о л ь з о в а н о  р а н е е  
в  з а д а ч е  о б  о д н о р о д н о м  р а с т я ж е н и и  с т е р ж н я .
Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  (4 .9 4 )  с  у ч е т о м  в ы р а ж е н и й  (4 .8 8 )  и  ( 3 .6 )  в  с л у ч а е  
и з о т е р м и ч е с к и х  д е ф о р м а ц и й  п р е о б р а з у е т с я  к  с л е д у ю щ е м у  в и д у :
E  /  dMi  +  д и к +  2 а  ,  З и Л  _
2 ( 1  +  а )  \d x k B x i 1  — 2 а  гк d x i)  s Пк г (4 .9 5 )
г д е  и н д е к с  s  о б о з н а ч а е т  п о в е р х н о с т ь  т е л а .
В  о б щ е м  с л у ч а е  п л о т н о с т ь  в н е ш н и х  с и л  Р г з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т  
т о ч е к  п о в е р х н о с т и  ( x i s , x 2s , x 3s). Е с л и  Р г _  c o n s t ,  т. е . в н е ш н я я  с и л а  
д е й с т в у е т  о д и н а к о в о  п о  в с е й  г р а н и ц е  т е л а ,  т о  ( 4 .9 5 )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  
о д н о р о д н о е  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  в т о р о г о  р о д а .
Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  с о с т о и т  в  о т ы с к а н и и  т а к и х  ф у н к ц и й  и г , к о ­
т о р ы е  в н у т р и  д е ф о р м и р о в а н н о г о  т е л а  у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е н и я м  р а в ­
н о в е с и я ,  а  и х  п е р в ы е  п р о и з в о д н ы е  п о  к о о р д и н а т а м  н а  п о в е р х н о с т и  т е л а  
у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и я м  (4 .9 5 ) .
В  о д н о м е р н о м  с л у ч а е  п р и  о т с у т с т в и и  в н е ш н и х  с и л  в ы р а ж е н и е  
( 4 .9 5 )  с у щ е с т в е н н о  у п р о щ а е т с я .  Н а п р и м е р ,  е с л и  д е ф о р м а ц и я  п р о и с х о ­
д и т  т о л ь к о  в  н а п р а в л е н и и  о с и  у  и  е д и н с т в е н н а я  о т л и ч н а я  о т  н у л я  к о м ­
п о н е н т а  в е к т о р а  д е ф о р м а ц и й  и у з а в и с и т  л и ш ь  о т  о д н о й  к о о р д и н а т ы  x ,  






Р а с с м о т р и м  р а с п р о с т р а н е н и е  в  у п р у г о й  с р е д е  м а л ы х  д е ф о р м а ц и й .  П о ­
с к о л ь к у  р а с п р о с т р а н е н и е  л ю б ы х  в о з м у щ е н и й  в  с р е д е ,  к а к  м ы  у в и д и м ,  
п р о и с х о д и т  д о с т а т о ч н о  б ы с т р о ,  в  в и д е  н е к о т о р о г о  в о л н о в о г о  п р о ц е с с а ,  
т о  м о ж н о  п о л а г а т ь ,  ч т о  д е ф о р м а ц и и  в  к а ж д о м  э л е м е н т е  о б ъ е м а  с р е д ы  
с о в е р ш а ю т с я  а д и а б а т и ч е с к и ,  б е з  т е п л о о б м е н а  с  с о с е д н и м и  ч а с т и ц а м и  
с р е д ы .  Т о г д а  м о д у л и  с д в и г а  и  в с е с т о р о н н е г о  с ж а т и я  в  п о с л е д у ю щ и х  
ф о р м у л а х  н у ж н о  п о л а г а т ь  а д и а б а т и ч е с к и м и .
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Запишем уравнение движения упругой (не вязкой) среды при отсут­
ствии массовых сил:
B v i  B v i  1  B a ik
I V  +  Vk ̂ - i  =  -  ̂ . (4.96)
o t  д х к p  B x k
Будем полагать, что скорости частиц среды, стимулируемые прохо­
дящей волной, малы по сравнению со скоростью самого волнового про­
цесса. На этом основании можно пренебречь вторым слагаемым левой 
части уравнения (4.96), как членом более высокого порядка малости.
Для простоты рассмотрим плоскую волну, т. е. волну, при распро­
странении которой в направлении оси x i смещения точек среды зависят 
только от одной координаты х 1 и времени t :
u =  u (х1, t), vi
dui
dt
Тогда уравнение движения для проекции деформации на ось х1 будет 
иметь вид
В2 и1 1 да1к
Bt2 p дхк
(4.97)
Воспользуемся выражением (4.82) для тензора упругих напряжений, 
опустив индекс а у адиабатического модуля всестороннего сжатия:





о  *ik  о3 дхг (4.98)
Подставляя это выражение в уравнение (4.97), получаем
д2и1 2 д2и1





к  +  3  ̂
E (1 -  а) 
p (1 +  а )(1 -  2а)
(4.100)
Для проекции деформации на 
уравнения
д2и2 2 д2и2




оси х2 и х3 получаем идентичные
д2и3 2 д2и3
~ W  =  Ct ~Вх\ ,
E




Заметим, что в выражения (4.100) и (4.102) входят адиабатические мо­
дуль Юнга и коэффициент Пуассона (4.85).
Таким образом, мы получили обычные волновые уравнения для рас­
пространения малых деформационных возмущений в виде плоской вол­
ны. Из уравнений следует, что волна представляет собой, по существу, 
две независимо распространяющиеся волны. Очевидно, ci — скорость 
распространения продольной волны (смещение точек среды и1 проис­
ходит вдоль оси xi), ct — скорость распространения поперечной волны 
(смещения и2 и и3 перпендикулярны оси x 1).
Поперечные волны при прохождении через частицы среды не изме­
няют их объем и называются поэтому еще сдвиговыми волнами. Дей­
ствительно, если и1 =  0, то в соответствии с (3.23) имеем
A V  ,
=  div u =  0.
Прохождение продольной волны сопровождается адиабатическим из­
менением объема, и потому продольная волна называется иначе волной 
сжатия. Если и2 = и3 =  0, то
A V  Bui
=  0 .V дх1
Отношение скоростей распространения волн равно:
Ci =  / 2(1 -  а)
ct V 1 -  2а
(4.103)
Поскольку коэффициент Пуассона принимает значения в интервале 0 < 
а < 1/ 2, то отношение скоростей изменяется в пределах
V2 < — < то.
ct
Это свойство распространения упругих возмущений используется в гра­
витационной разведке и сейсмологии. Действительно, пусть две сейсми­
ческих станции приняли сигналы прохождения продольной волны, а за­
тем поперечной. Пусть промежуток времени между сигналами на пер­
вой станции равен A t1. Тогда его можно определить следующим обра­
зом. Если землетрясение или взрыв произошли на расстоянии l1 от этой 







И з м е р я е м ы й  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  м е ж д у  с и г н а л а м и  н а  п е р в о й  с т а н ц и и  
р а в е н :





О т с ю д а  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  р а с с т о я н и е  о т  п е р в о й  с т а н ц и и  д о  м е с т а  з е м ­
л е т р я с е н и я  и л и  в з р ы в а :
A t i ctc i 
l i — -------------- .cl -  ct
Н а  в т о р о й  с т а н ц и и ,  и з м е р я я  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  A t 2 м е ж д у  с и г н а ­
л а м и  п р и х о д а  п р о д о л ь н о й  и  п о п е р е ч н о й  в о л н ,  п о л у ч и м  р а с с т о я н и е ,  н а  
к о т о р о м  п р о и з о ш е л  в з р ы в  и л и  з е м л е т р я с е н и е  о т  в т о р о й  с т а н ц и и :
, A t2 CtCi
l2 — ----------.cl -  ct
П р о в е д я  о к р у ж н о с т и  р а д и у с а м и  l 1 и  l 2 в о к р у г  с т а н ц и й ,  в  т о ч к а х  п е ­
р е с е ч е н и я  п о л у ч и м  к о о р д и н а т ы  м е с т а  в з р ы в а  и л и  з е м л е т р я с е н и я .  Д л я  
т о г о  ч т о б ы  у т о ч н и т ь ,  в  к а к о й  и м е н н о  и з  д в у х  т о ч е к  п р о и з о ш е л  в з р ы в ,  
н е о б х о д и м ы  д а н н ы е ,  п о  к р а й н е й  м е р е ,  е щ е  о д н о й  с т а н ц и и .
Я с н о ,  ч т о  д л я  т а к и х  р а с ч е т о в  н у ж н о  з н а т ь  у п р у г и е  с в о й с т в а  з е м ­
н о й  к о р ы .  Э т и  д а н н ы е  п р е д о с т а в л я ю т с я  с п е ц и а л ь н ы м и  г е о ф и з и ч е с к и ­
м и  и с с л е д о в а н и я м и  п р и  п о м о щ и ,  н а п р и м е р ,  в з р ы в о в ,  к о г д а  р а с с т о я н и я  
з а в е д о м о  и з в е с т н ы .
Н а  э т о м  ж е  п р и н ц и п е  о с н о в а н ы  г р а в и т а ц и о н н ы е  м е т о д ы  р а з в е д ­
к и . И з м е р я я  с к о р о с т и  п р о х о ж д е н и я  в о л н ,  с о з д а в а е м ы х  и с к у с с т в е н н ы м и  
в з р ы в а м и ,  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  с р е д н ю ю  п л о т н о с т ь  в е щ е с т в а ,  в  к о т о р о м  
о н и  р а с п р о с т р а н я ю т с я  и л и  о т  к о т о р о г о  о н и  о т р а ж а ю т с я ,  а  т а к ж е  п о л у ­
ч и т ь  и н ф о р м а ц и ю  о б  у п р у г и х  с в о й с т в а х  с р е д ы .  О п ы т ы  п о  и з м е р е н и ю  
с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  п р о д о л ь н ы х  и  п о п е р е ч н ы х  в о л н  м о г у т  т а к ж е  
с л у ж и т ь  с п о с о б о м  о п р е д е л е н и я  у п р у г и х  к о н с т а н т  р а з л и ч н ы х  м а т е р и а ­
л о в  п р и  р а з л и ч н ы х  у с л о в и я х .
Д л я  ж и д к о с т е й  и  г а з о в  с  и с ч е з а ю щ е  м а л ы м  м о д у л е м  с д в и г а  м а л а  и  
с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  с д в и г о в ы х  ( п о п е р е ч н ы х )  в о л н .  Е с л и  ц  — 0 , 
т о  с  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  (4 .8 3 )  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  п р о д о л ь н ы х  
в о л н  с ж а т и я  т а к о в а :
c2l
р
k a , cl V 2
d p  \
З У ) ,
(4.104)
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В  з а к л ю ч е н и е  п р и в е д е м  т а б л и ц у  з н а ч е н и й  с к о р о с т е й  п р о д о л ь н ы х  ( q ) 
и  п о п е р е ч н ы х  ( c t ) в о л н  в  н е к о т о р ы х  м а т е р и а л а х .
Т а б л и ц а  4 .3
М а т е р и а л С , м / с c t ,  м / с
С т а л ь 5 7 0 0 3 3 0 0
А л ю м и н и й 6 3 0 0 3 1 0 0
С т е к л о 5 2 0 0 2 9 0 0
К а у ч у к 7 2 0 2 7
Контрольные вопросы
1. Какие силы называют объемными, а какие — поверхностными?
2. Каков физический смысл тензора напряжений?
3. Как записывается тензор напряжений при всестороннем равномерном 
сжатии?
4. Какие силы дают вклад в результирующую силу, действующую на вы­
деленный объем деформируемого тела?
5. Для каких деформаций справедлив первый закон термодинамики 
(4.20)?
6. Почему в разложении свободной энергии по степеням тензора дефор­
маций исключен линейный инвариант ец?
7. Почему модули всестороннего сжатия и сдвига неотрицательны?
8. Что устанавливает закон Гука? Каковы пределы его применимости?
9. Почему коэффициент Пуассона для большинства тел не может быть 
отрицательным?
10. Что такое предел пропорциональности при растяжении стержня?
11. Что такое предел текучести при растяжении стержня?
12. Что такое запас прочности?
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13. В чем состоит принцип Сен-Венана?
14. Какой вид деформации возникает при кручении стержня?
15. Что такое угол поворота и угол кручения стержня?
16. Каков критерий малости относительного смещения поперечных сече­
ний стержня при деформации кручения?
17. Какие смещения точек поперечного сечения стержня определяет функ­
ция кручения?
18. Что характеризует крутильная жесткость стержня?
19. Какой вид деформации возникает при изгибе стержня?
20. Что такое нейтральная поверхность стержня? Где она расположена?
21. Как распределены напряжения в поперечном сечении стержня при его 
изгибе?
22. Как изменяется поперечное сечение стержня при изгибе?
23. Что такое осевой момент сопротивления?
24. Как зависит прочность стержня от осевого момента сопротивления?
25. В каком процессе модуль всестороннего сжатия больше, в изотермиче­
ском или адиабатическом? Обоснуйте ответ.
26. Что представляют собой граничные условия первого и второго рода к 
уравнению равновесия изотропного деформированного тела?
27. Какие параметры определяют скорости распространения продольных 
и поперечных волн в упругих средах?
28. Какие волны изменяют объем индивидуальных частиц упругой среды?
29. Скорость какой волны больше — продольной или поперечной?
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Примеры решения задач
О б щ и е  р е к о м е н д а ц и и
О ч е в и д н о ,  ч т о  к а ж д а я  з а д а ч а  т е о р и и  у п р у г о с т и  и м е е т  с в о ю  с п е ц и ф и к у ,  
к о т о р а я  о п р е д е л я е т с я  ф и з и ч е с к о й  п р и р о д о й  д е й с т в у ю щ и х  с и л ,  г е о м е т ­
р и ч е с к и м и  р а з м е р а м и  и  ф о р м о й  д е ф о р м и р у е м о г о  т е л а ,  в и д о м  д е ф о р м а ­
ц и и  и  т. д .  П о э т о м у  н е в о з м о ж н о  д а т ь  к а к и е - л и б о  к о н к р е т н ы е  р е к о м е н ­
д а ц и и  к  р е ш е н и ю  л ю б ы х  з а д а ч  т е о р и и  у п р у г о с т и .  В м е с т е  с  т е м  м о ж н о  
п о п ы т а т ь с я  в ы я в и т ь  о б щ е е ,  х а р а к т е р н о е  д л я  с а м о г о  п о д х о д а  р е ш е н и я  
э т и х  з а д а ч .
О б щ и й  а л г о р и т м ,  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  д е й с т в и й ,  с о с т о и т  в  с л е д у ю ­
щ е м :
1. Р е ш е н и е  з а д а ч и  с л е д у е т  н а ч и н а т ь  с  а н а л и з а  в с е х  с и л ,  д е й с т в у ю ­
щ и х  н а  т е л о .  Н е о б х о д и м о  в ы я в и т ь  п р и р о д у  э т и х  с и л ,  т о ч к у  п р и ­
л о ж е н и я ,  н а п р а в л е н и е  д е й с т в и я  и  з а в и с и м о с т ь  о т  к о о р д и н а т .
2. Д а л е е  с л е д у е т  п р о а н а л и з и р о в а т ь  т о п о л о г и ю  з а д а ч и ,  т. е . г е о м е т ­
р и ч е с к у ю  ф о р м у  т е л а  и  с в о й с т в а  с и м м е т р и и .  О т с ю д а  в ы б и р а е т с я  
у д о б н а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т ,  т а к а я ,  в  к о т о р о й  к о м п о н е н т ы  у р а в н е ­
н и я  р а в н о в е с и я  и  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  б у д у т  и м е т ь  н а и б о л е е  п р о ­
с т о й  в и д .  Д л я  н а г л я д н о с т и  п о л е з н о  с д е л а т ь  р и с у н о к .
3 . С  у ч е т о м  т о п о л о г и и  з а д а ч и  и  н а п р а в л е н и я  д е й с т в и я  с и л  о п р е д е ­
л и т ь  н а п р а в л е н и я  д е ф о р м а ц и и  и  о т  к а к и х  к о о р д и н а т  з а в и с я т  к о м ­
п о н е н т ы  в е к т о р а  с м е щ е н и я .
4 . З а п и с а т ь  у р а в н е н и я  р а в н о в е с и я  д л я  т е х  к о м п о н е н т  в е к т о р а  с м е ­
щ е н и я ,  к о т о р ы е  н е о б х о д и м о  о п р е д е л и т ь .  П р и  э т о м  с л е д у е т  у ч е с т ь  
с в о й с т в а  с и м м е т р и и  з а д а ч и  и  с д е л а т ь  с р а в н и т е л ь н у ю  о ц е н к у  ч л е ­
н о в  п о л у ч е н н ы х  у р а в н е н и й .  Р е ш е н и е  м о ж е т  с у щ е с т в е н н о  у п р о ­
с т и т ь с я ,  е с л и  п р е н е б р е ч ь  ч л е н а м и  б о л е е  в ы с о к о г о  п о р я д к а  м а л о ­
с т и .
5. З а д а т ь  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  с  у ч е т о м  с и м м е т р и и  з а д а ч и ,  д е й с т в у ­
ю щ и х  о б ъ е м н ы х  с и л  и  в ы з ы в а е м ы х  и м и  в н у т р е н н и х  н а п р я ж е н и й .
6 . В ы б р а т ь  м е т о д  р е ш е н и я  п о л у ч е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е ­
н и й , т о ч н ы й  и л и  п р и б л и ж е н н ы й  с  т р е б у е м о й  т о ч н о с т ь ю .
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7. П р о а н а л и з и р о в а т ь  п о л у ч е н н ы й  р е з у л ь т а т ,  т. е . р а с с м о т р е т ь  п р е д ­
с т а в л я ю щ и е  и н т е р е с  ч а с т н ы е  с л у ч а и ,  в ы я в и т ь  ф и з и ч е с к и е  с л е д ­
с т в и я ,  н а й т и  и з в е с т н ы е  а н а л о г и и  в  м е х а н и к е ,  с р а в н и т ь  с  э к с п е р и ­
м е н т о м ,  о ц е н и т ь  п р и к л а д н о е  з н а ч е н и е  и  т. д .
З а д а ч а  4 .1
О п р е д е л и т е  м о д у л ь  с д в и г а  ц  и з  о п ы т а ,  п р и н ц и п и а л ь н а я  с х е м а  к о т о ­
р о г о  п о к а з а н а  н а  р и с .  4 .1 8 :  1 —  и с т о ч н и к  с в е т а ;  2 —  ш к а л а ;  3  —  з е р к а л ь ­
н а я  г р а н ь  б р у с к а ;  4  —  и с п ы т у е м ы й  б р у с о к  с  п л о щ а д ь ю  в е р х н е й  г р а н и  S ; 
d  —  р а с с т о я н и е  о т  з е р к а л а  д о  ш к а л ы ;  5  —  с м е щ е н и е  о т р а ж е н н о г о  л у ч а  
п р и  д е ф о р м а ц и и  б р у с к а .
Р е ш е н и е
В  р а с с м а т р и в а е м о м  о п ы т е  з а д а н ы  с и л а  F ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  в е р х н е й  
г р а н и  б р у с к а  в д о л ь  о с и  z ;  р а с с т о я н и е  d  о т  ш к а л ы  д о  з е р к а л ь н о й  г р а н и  
б р у с к а  и  п л о щ а д ь  S  е г о  в е р х н е й  г р а н и .  И з м е р я е т с я  с м е щ е н и е  5  о т р а ­
ж е н н о г о  п р и  д е ф о р м а ц и и  с в е т о в о г о  л у ч а .
П о с к о л ь к у  с и л а  F  о б у с л о в л и в а е т  д е ф о р м а ц и ю  ч и с т о г о  с д в и г а ,  т о ,  п о  
с у щ е с т в у ,  з а д а ч а  с в о д и т с я  к  о п р е д е л е н и ю  к о м п о н е н т  т е н з о р а  д е ф о р м а ­
ц и й .
П о в т о р я я  р а с с у ж д е н и я ,  и с п о л ь з о в а н н ы е  п р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  о б  о д ­
н о р о д н о м  р а с т я ж е н и и  с т е р ж н я  ( с м .  с . 7 6 ) ,  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  е д и н ­
с т в е н н а я  о т л и ч н а я  о т  н у л я  к о м п о н е н т а  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  т а к о в а :
axz =  S .  (4.105)
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Так как смещение любой точки бруска происходит только вдоль оси 
z (смещением вдоль оси х при малой деформации можно пренебречь), 
из рисунка видно, что вектор деформации имеет следующие компонен­
ты:
ux = uy =  0, uz = x ■ tg ф ~  x ■ ф. (4.106)
Здесь учтено, что угол ф мал.
Из соотношения (3.6) следует
1 duz 1 1
f xz = 2  аХ  =  2 tg ф к  2 ф (4.107)





£xz =  2̂ xz =  2ц  ̂ S
Как видно из рисунка 4.18:
tg(2<̂ ) ~  2ф « 5_
d '




З а д а ч а  4 .2
Определите деформацию стержня длиной l, стоящего вертикально 
в поле силы тяжести.
Решение
Начало декартовой системы координат поместим на оси цилиндра в 
его нижнем основании (рис. 4.19).
Уравнение равновесия цилиндра имеет вид (4.87)
daik_
дхк +  P f i
0 , (М ) =  1, 2, 3. (4.110)
Компоненты вектора плотности силы тяжести
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f x  =  f y  =  0 , f z =  - g ,
г д е  g  —  у с к о р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я .












d o y y
д у














( 4 .1 1 1 )
Н а  б о к о в у ю  п о в е р х н о с т ь  ц и л и н д р а  в н е ш н и е  с и л ы  н е  д е й с т в у ю т .  Т о ­
г д а  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  (4 .9 4 )  н а  э т о й  п о в е р х н о с т и  з а п и ш у т с я  т а к :
Tik Пк =  0 ,
и л и  в  р а з в е р н у т о м  в и д е ,  у ч и т ы в а я ,  ч т о  п р о е к ц и я  н а  о с ь  z  н о р м а л и  к  
б о к о в о й  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а  р а в н а  н у л ю :
t x x  П х  +  т x y  П ь
T y x n x +  T yy n y 




О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  в с е  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й ,  к р о м е  tzz, 
р а в н ы  н у л ю .
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Из третьего уравнения системы (4.111) имеем
d a zz
=  p g .
d z
(4.112)
На верхний торец цилиндра не действуют никакие силы, поэтому 
при z =  l напряжения отсутствуют:
Ozz  =  0 . (4.113)
Решение уравнения (4.112) с граничным условием (4.113) дает сле­
дующее выражение для продольных напряжений:
Ozz =  -p g (l -  z).
Используя закон Гука
&ik т-, [ ( 1  +  o ) o ik 0 0 l l$ ik ]
E
получим компоненты тензора деформаций:
о




^xy ° )  ^xz 0 ) £ y z  0 .
Компоненты тензора деформаций связаны с компонентами вектора 
смещения уравнениями:
d u x d u y d u .
^xx — £ yy  = £ z z  = (4 117)d z ’ “ yy d y ’ ~zz d z ■ ( )
Точки оси цилиндра не смещаются в поперечных направлениях, т. е.
Ux(x =  0) =  0, Uy (y =  0) =  0.
Поперечные смещения находим из решения первых двух уравнений 
(4.117) с принятыми граничными условиями:
ux =  0 pg(l -  zК  uy =  0 pg(l -  z)y.
Продольное смещение удовлетворяет третьему уравнению (4.117), а 








' Ж  =  E p g y .
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Решение, удовлетворяющее одновременно всем трем уравнениям, та­
ково:
u z =  — Ц  [12 -  (I — z ) 2 -  а ( х 2 +  у 2 ) ]  .
Поскольку опора, на которой установлен цилиндр, — абсолютно 
твердое тело, точки нижнего основания цилиндра не испытывают про­
дольного смещения:
u z ( z  =  0 ) =  0 .
Полученное выражение для u z удовлетворяет этому условию только 
в одной точке основания (на оси цилиндра). Поэтому оно неприменимо 
вблизи нижнего торца стержня.
З а д а ч а  4 .3
Определите деформацию шара радиусом R  и плотностью р  под вли­
янием собственного гравитационного поля. Ускорение свободного паде­
ния g на поверхности шара известно.
Решение
Выберем сферическую систему координат (r, в, <̂ ), начало которой 
совмещено с центром шара. Сила тяготения, действующая на единицу 
массы шара в точке с радиус-вектором г, такова:
f  =  - д r /R .
Знак минус означает, что сила направлена противоположно радиус­
вектору.
Очевидно, если шар представляет собой изотропное тело, то за­
дача является сферически симметричной и одномерной. Деформация 
представляет собой смещение точек шара в радиальном направлении. 
Таким образом, угловые компоненты вектора смещения равны нулю 
(ив = uv =  0), а отличная от нуля радиальная компонента зависит 
только от координаты г, т. е. ur =  u(r).
При этих условиях уравнение равновесия (4.91) будет иметь следу­
ющий вид:
i  4 : ( r 2 u ) ) =  a  =  р дdr \r2 dr' R
(1 +  a )(1 — 2a) 
E (1 — a)
(4.118)
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Для получения однозначного решения этого уравнения следует за­
дать два граничных условия. Первое учитывает конечную деформацию 
в центре шара, т. е. согласно выражению (4.93) имеем
u(r =  0) < то. (4.119)
Второе граничное условие учитывает тот факт, что на поверхности ша­
ра внешних сил нет, и, следовательно, в состоянии равновесия нормаль­
ные напряжения равны нулю, т. е.
arr (r =  R) =  0. (4.120)
Общее решение уравнения равновесия (4.118) имеет вид
u(r) =  A
10 R
r  1
+  C i  -  +  C 2 - ,  
3 r 2
3r (4.121)
где Ci , C2 — постоянные интегрирования.
Из условия (4.119) следует, что С2 =  0. Для определения другой 
постоянной С1 необходимо предварительно определить компоненту arr 
тензора напряжений.
Из выражения (4.88) имеем
E
(1 +  а )(1 — 2а) [ ( 1 — a ) £rr +  а ( £вв  +  Ztptp) ].
(4.122)
Компоненты тензора деформаций вычисляем по формулам (B.2) 
(см. прил. B) с учетом выражения (4.121)
dur 3Ar2 Ci
dr 1 0 R  + 3  ' em eifv r 1 0 R  ' 3
u  A r 2  +  C . (4 .1 2 3 )
Из граничного условия (4.120) при r =  R получаем
Ci =  — Ц  a r  ■ 1 —а . (4.124)
Таким образом, смещение точек шара в радиальном направлении 
равно:
u(r)
AR 3 — а r2
Ю  r \ 1 — а — R 2
(4.125)
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Относительная деформация вдоль радиуса шара определяется сле­
дующим выражением:
AR г2 3 -  а
Т О 3 R 2 -  1 +  а
(4.126)
Отсюда следует, что внутри шара существует недеформированная 
(err =  О) в радиальном направлении сферическая поверхность радиуса:
r  0 R
3 — а 
3(1 +  а )
Поверхностный сферический слой шара при r > r0 оказывается растя­
нутым (err > О), а ядро шара при r < r0 сжато (err < О).
З а д а ч а  4 .4
Определите деформацию полой цилиндрической трубы с внутрен­
ним радиусом Ri и внешним R2, заполненной жидкостью или газом при 
давлении р. Давление снаружи отсутствует. Силой тяжести пренебречь.
Uz =  О, u =  u(r).
Решение
Используем цилиндрические координаты (r, р, z) с осью z, направ­
ленной вдоль оси цилиндра (рис. 4.20).
В соответствии с законом Паскаля давление жид­
кости (или газа) в трубе изотропно, т. е. действует 
во всех направлениях одинаково. Поскольку силой 
тяжести пренебрегаем, то деформация стенок трубы 
происходит только в радиальном направлении, при­
чем радиальная компонента вектора смещения зави­
сит только от координаты r.





В этом случае rot u  =  О. Так как массовых сил нет
(f i =  О), уравнение равновесия (4.91) принимает следующий вид:
grad div u =  О, (4.127)
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или в цилиндрических координатах с учетом топологии задачи
d
dr
1 d '-  — (ru) r dr
0 . (4.128)
На внешнюю поверхность трубы силы не действуют, а на внутрен­
нюю действует давление р. Тогда два граничных условия будут такими:
orr (r =  R1) =  -р , orr (r =  R2) =  0.
Общее решение уравнения (4.128) имеет вид
u(r) =  1 C r  + C2 1 ,2 r
где Ci и C2 — постоянные интегрирования.
Диагональные компоненты тензора деформаций таковы:
(4.129)
(4.130)
d u  1 C 2
Crr ~  ~  C i “  ,
u 1 C 2
=  ----  =  Д C i + о" , Ezz =  0 (4.131)dr 2 1 r2  r 2 r2
Нормальное напряжение в радиальном направлении в соответствии 
с выражением (4.88) таково:
E
[(1 о ) е гг + ^(Eifif +  Ez z )]
(4.132)
(1 +  o)(1 — 2o) 
E
C i — (1 — 2o) C 2(1 +  o)(1 — 2o) 2 ' r 2
Из граничных условий (4.129) находим постоянные интегрирования
C  =  2p R 2  (1 +  o)(1 — 2o) C  =  р r 2r 2 1 + о  (4133)
C i  =  R f — ^  E  , C 2  =  p R ^ - R - ^ ~ .  (4.133)
Подставляя эти значения в выражение (4.130), получим
1 +  о  R \
u(r) =  р
2
(1 — 2о) r +  R  
r
(4.134)E R2 — R2
В инженерной практике часто возникает необходимость провести 
расчет конструкции на прочность. Для этого необходимо вычислить 
компоненты тензора напряжений:
Or
p R 2  ( 1  _  R
2 2  





2 2  R 2 R 1
R 2
1  + Ozz  =  2р
OR2 (4.135)
2 2  R 2 R 1
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Если окажется, что при данном давлении наибольшее из напряже­
ний превысит предел прочности материала трубы, то следует использо­
вать трубы из другого более прочного материала или с другими внут­
ренним и внешним радиусами.
З а д а ч а  4 .5
Определите деформацию сплошного цилиндра радиусом R, равно­
мерно вращающегося вокруг своей оси с угловой скоростью ш. Силой 
тяжести пренебречь.
Решение
Цилиндрическую систему координат выберем так, чтобы ось z сов­
падала с осью вращения цилиндра (рис. 4.21).
На единицу массы цилиндра в точке с радиус­
вектором r действует центробежная сила f  =  ш2г .
Поскольку силой тяжести пренебрегаем, то деформа­
ция цилиндра происходит под действием центробеж­
ной силы только в радиальном направлении, т. е.
uv = uz =  0 , ur =  u(r ) .






2 (1 +  a )(1 — 2a) 
- р ш 2г
E (1 — a) (4.136) Рис. 4.21
В граничных условиях учтем конечную деформацию на оси цилин­
дра и отсутствие внешних сил на его боковой поверхности, т. е.
u(r =  0) < то, arr(r =  R) =  0. (4.137)
Общее решение уравнения равновесия (4.136) имеет вид
/\  Р 23 (1 +  a)(1 — 2a) Ci C2
u(r) = — 8 ш r E(1 — a) +  T  r + T ' (4Л38)
где C1, C2 — постоянные интегрирования.
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Из первого условия (4.137) следует, что C2 =  0. Для определения 
другой постоянной Ci поступаем как и в предыдущей задаче. Вначале 
вычислим диагональные компоненты тензора деформаций:
du 3 22 (1 +  а )(1 -  2а) +  Ci£rr  = dr : -  ̂  р .  т E (1 - а) +  Т
u 1 22 (1 +  а )(1 -  2а) +  Ci£ ■ т -  ̂  р .  т E (1 - а) +  Т  ’
£ ZZ = 0.
(4.139)
Компоненту arr тензора напряжений вычислим из выражения (4.88) 
с учетом (4.139):
E
[ ( 1  a ) £ r r  +  а ( £ р р  +  £ z z )](1 +  а )(1 -  2а) ^  “ '~rr ' ZZJ
E
-  Р . 2т2(3 — 2а) (1 +  а )(1 — 2а) +  Ci 
E (1 -  а) +  ~2(1 +  а )(1 -  2а) [ 8 
Из второго граничного условия (4.137) получаем
С Р . . 2 р 2 (3  2Ю (1 +  а)(1 -  2а)
Ci =  4.  R (3 -  2а) E(1 -  а) '
(4.140)
(4.141)
Таким образом, деформация цилиндра определится следующим вы­
ражением:
и(т) =  р. 2
(1 +  т )(1 -  2т)
8E (1 -  а) 
Увеличение радиуса цилиндра:
р 2
т [(3 -  2а)Я2 -  т2] . (4.142)
u ( R ) =  j E  (1 +  а )(1 -  2t )R3.
З а д а ч а  4 .6
Стержень круглого поперечного сечения радиусом R подвержен де­
формации кручения. Определите его крутильную жесткость.
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Решение
Введем цилиндрическую систему координат (r, ф, z). Ось z направ­
лена вдоль оси стержня.
Функция напряжений х зависит только от радиальной координа­
ты г. Поэтому уравнение (4.52) запишется в виде
1 d (  dx
r dr dr
1 . (4.143)
Находим общее решение этого уравнения:
r2
x(r) =  - — +  C l lnr +  C2 . (4.144)
Для определения постоянных интегрирования Cl и C2 используем 
два граничных условия.
Напряжение в центре стержня не может быть бесконечным, т. е. 
x (r =  0) < то. Отсюда Cl =  0.
Другое граничное условие учитывает, что на контуре поперечного 
сечения стержня функция напряжений равна нулю, т. е. x(r =  R) =  0. 
Отсюда C2 =  R2/4.
Таким образом, функция напряжений имеет вид
X(r) = - 1 (r2 -  r2) . (4.145)
Крутильная жесткость стержня определяется формулой (4.59), ко­






C =  2  ̂ R4.
Таким образом, крутильная жесткость стержня сильно зависит от 
радиуса его поперечного сечения. Увеличение радиуса на десять процен­
тов увеличивает сопротивление деформации кручения почти в полтора 
раза.
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З а д а ч а  4 .7
Определите крутильную жесткость и напряжения в стержне, имею­
щем эллиптическое поперечное сечение с полуосями а и b (рис. 4.22).
Решение
Выберем декартову систему координат как показано на рис. 4.22.
Рис. 4.22
Функция напряжений зависит от переменных х  и у  и удовлетворяет 
уравнению
£  +  0  =  - ■ (4-146)
На контуре поперечного сечения стержня она должна обращаться в 
нуль. Используя уравнение эллипса, запишем функцию напряжений в 
виде
Х(х,У) =  А ( Х  +  ^  -  l )  ■ Ч 147)
Подставляя это выражение в (4.146), найдем постоянную А :
,  a 2 b2
2 ( a 2 +  b2 ) ■
Крутильную жесткость определим по формуле
С =  4v j  Х(х> у) dxdy = - 2 у-аа + -2 х 2  +  £ - Лb 2 dxdy■a
Интеграл в правой части можно вычислить интегрированием по пе­
ременной у в пределах от — (b/a) а2 — х2 до +(b/a) а2 — х2 и по пере­
менной х в пределах от —a до +a. Можно это сделать иначе, используя 
обобщенную полярную систему координат.
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Введем обобщенные полярные координаты r и p на плоскости, через 
которые выражаются прямоугольные координаты:
х = ar cos p, у = br sin p,
причем
0 < r < 1, 0 < p < 2п,
угол p отсчитывается от положительного направления оси x против ча­
совой стрелки. Действительно, поскольку радиальная координата вы­
ражается через прямоугольные координаты как
r
х 2 у 2
О 2 +  b2
1
на оси стержня r =  0, а на эллиптическом контуре сечения r = 1.
Якобиан перехода от декартовых к обобщенным полярным коорди­
натам:
D ( x , y )









a2 +  b2 ’
Напряжения в стержне вычисляются по формулам (4.50). Подстав­
ляя в них выражение (4.147), находим
О xz 2 рт
a2
a2 +  b2
y , a yz 2 рт
b2
a2 +  b2
x .
Полное касательное напряжение таково:
Р т о2 +  ° 2 z =  2 P T
b 2
a2 +  b2 V a
x 2 y 2
—  +  b 4 .
a
Видим, что на оси стержня касательное напряжение отсутствует. 
Напряжение максимально на концах малой оси эллипса (х =  0, у =
±b):




и минимально на концах большой оси (у =  0, х
ab2
Р т min 2  ЦТ a2 +  b2'
±a):
З а д а ч а  4 .8
Определите крутильную жесткость стержня, который представляет 
собой длинную тонкую пластину шириной d и толщиной h, причем h <<  
d (рис. 4.23).
Решение









Функция напряжений удовлетворяет уравнению
д 2х
+





х * = - ,  у* У
h
(4.148)
Оценим порядок величин слагаемых левой части уравнения (4.148):
д2 X д2 x h2 д2 x д2 х  h2
дх2 ду2 d2 дх2 ду2 d2
Поскольку первый член уравнения имеет второй порядок малости по 






На контуре поперечного сечения функция напряжений равна нулю, 
т. е.
У =  ±  h , х =  0. (4.150)
Решая уравнение (4.149) с граничными условиями (4.150), находим
1  2 1 , 2 
Х  =  -  2 У + ~ 8 h -
(4.151)
Крутильную жесткость вычислим по формуле (4.59):
+d/2 + h /2
C =  4д dx xdy  =  -  Дh3d. (4.152)
- d /2  - h /2
Видим, что величина крутильной жесткости сильнее зависит от толщи­
ны пластины.
З а д а ч а  4 .9
Определите осевой момент сопротивления стержня прямоугольного 
поперечного сечения шириной b и высотой а (рис. 4.24). Изгиб стержня 
происходит относительно координатной оси y .
Решение
Момент инерции поперечного сечения стержня 
относительно оси у вычислим по формуле (4.73):
+ a / 2 +b/2
=
1
x2 dx dy =  ba3.
1 2
- a /2  - b /2
Осевой момент сопротивления вычисляется по 
формуле (4.74):
W4 =  ф  =  -  ba2 . 
y a/2 6
Рис. 4.24
Прочность стержня при изгибе достигается эффективнее за счет уве­
личения высоты а его поперечного сечения.
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З а д а ч а  4 .1 0
О п р е д е л и т е  о с е в о й  м о м е н т  с о п р о т и в л е н и я  с т е р ж н я  к р у г л о г о  п о п е ­
р е ч н о г о  с е ч е н и я  р а д и у с о м  R .
Р е ш е н и е
В ы б е р е м  п о л я р н у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т  (r ,  ф ) ,  г д е  ф  —  у г о л  м е ж д у  
р а д и у с - в е к т о р о м  r  и  к о о р д и н а т н о й  о с ь ю  у . П р о е к ц и я  р а д и у с - в е к т о р а  
r  н а  о с ь  x :  x  =  r  s in  ф . М о м е н т  и н е р ц и и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с т е р ж н я  
о т н о с и т е л ь н о  о с и  у  в ы ч и с л и м  п о  ф о р м у л е  (4 .7 3 ) :
у
2п R
J  s in 2 ф й ф  ^  r 3d r  =  ^ R 4 .
0 0






Ч е м  б о л ь ш е  р а д и у с  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с т е р ж н я ,  т е м  б о л ь ш е  о с е ­
в о й  м о м е н т  с о п р о т и в л е н и я  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  м е н ь ш е  н а п р я ж е н и я .
З а д а ч а  4 .1 1
О п р е д е л и т е  и з г и б  н е в е с о м о й  г о р и з о н т а л ь н о й  б а л к и ,  в ы с т у п а ю щ е й  
и з  с т е н ы  ( к о н с о л ь н о й  б а л к и )  н а  р а с с т о я н и е  l, к  к о н ц у  к о т о р о й  п р и л о ­
ж е н а  в е р т и к а л ь н а я  с и л а  F  (р и с .  4 .2 5 ) .
Р и с .  4 .2 5
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Решение
Индексами 1 и 2 будем обозначать величины, относящиеся к самым 
нижним и самым верхним волокнам балки соответственно (рис. 4.26).
Начальный элемент длины волокон балки при ее изгибе изменятся. 
Элементы длины нижних и верхних волокон согласно формулам (4.64) 
и (4.65) окажутся такими:
dz/(1) =  dz +  e ^ d z ,  d z /(2) =  d z  +  e Ĵ d z .  (4.153)
Из рис. 4.26 видно, что угол относительного поворота сечений z и 
z +  dz определится выражением
dz/(2) -  dz/(1) e il  -  e ll
d p  =  =  dz,
X 2 — X i  X 2 — X i
где X2 — Xi — расстояние между крайними волокнами балки.
Перейдем от относительных продольных деформаций к продольным 
напряжениям по формуле (4.69):
1 7 2) -  а (1) *7dp =  1 7 1 1  7 1 1  d z .  (4.155)
E  X 2 — X i
(4.154)
Так же из формулы (4.69) с учетом связи между моментом сил внутрен­
них напряжений относительно оси у и моментом инерции поперечного
сечения относительно той же оси имеем
E My , .





^  -  ^  M  (x2 -  x l),J-1I
, M y  л
d p  =  E l y  d z ■
В равновесии момент сил упругости равен моменту приложенной 
внешней силы относительно любой точки. В произвольном сечении z
My = F(l -  z).
Угол относительного поворота сечений:
Л F ( l  -  z ) J
d  = - ^ L ~  d Z ■
(4.157)
Пусть поперечное сечение балки с координатой z сместилось вниз 
на ux(z). Тогда c учетом малости угла поворота этого сечения запишем
tg p (z) «  p (z) = dux
dx
Аналогично можно записать угол поворота соседнего сечения, имеюще­
го координату z +  dz:
p(z +  dz) = d u x
dx z+dz
Угол между двумя поперечными сечениями при изгибе балки:
d2u
dip = p(z +  dz) — p(z) =  x
dx2
Подставляя в левую часть уравнения (4.157), получим
d2ux F  (l — z)
d x 2 E l y
(4.158)
Поскольку левый конец балки закреплен, имеем два граничных 
условия при z =  0:







Д в а ж д ы  и н т е г р и р у я  у р а в н е н и е  (4 .1 5 8 )  с  у ч е т о м  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й ,  
п о л у ч и м
, , F  f l z 2 z 3
Ux ( z )  =  Ё Г У \ ~2  -  ~6
В  ч а с т н о с т и ,  и з г и б  к о н ц а  с т е р ж н я  п о д  д е й с т в и е м  с и л ы  F , н а з ы в а е м ы й  
с т р е л о й  п р о г и б а ,  р а в е н :
U x (z  =  l )
1 F l 3 
3 ~ЁТУ '
Ч е м  д л и н н е е  б а л к а ,  т е м  б о л ь ш е  с т р е л а  п р о г и б а .  У м е н ь ш и т ь  п р о г и б  
м о ж н о  п о д б о р о м  м а т е р и а л а  б а л к и  ( с  б о л ь ш и м  м о д у л е м  у п р у г о с т и  E ) и  
ф о р м ы  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с  б о л ь ш и м  о с е в ы м  м о м е н т о м  с о п р о т и в л е ­
н и я .
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Глава 5
Фундаментальная система 
уравнений движения сплошной 
среды
Перейдем к выводу системы уравнений сохранения при движении 
сплошной среды.
5.1. Тензор скоростей деформации
Из теоремы Коши — Гельмгольца (3.40) следует, что общее смещение 
некоторой точки Q , находящейся в дифференциально малой окрестно­
сти d r точки P  с радиус-вектором r может быть представлено в виде
U i (r +  d r ) =  U i(r ) +  V ik  d x k  +  £ik d x k . (5.1)
Если это перемещение происходит за физически малый промежуток 
времени A t , то, разделив выражение (5.1) на A t , в пределе A t  ^  0 
будем иметь
Vi =  Voi +  dpik d x k  +  £ik  d x k . (5.2)
Здесь Vi — i -компонента скорости смещения точки Q , находящейся в 
дифференциальной окрестности первого порядка около точки P ; v 0i —  
i -компонента скорости смещения точки P  как полюса, верхняя точка 
означает производную по времени:
. _  1  ( d v i  d v k  \  _  1  ( d v i  d v k  \  , -
,'Ргк 2 \  d x k  d x i )  ’ £гк 2 \  d x k  d x ^  ‘ '
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В  (5 .3 )  в е л и ч и н ы  и  i ik н а з ы в а ю т  т е н з о р о м  с к о р о с т е й  п о в о р о ­
т а  и  т е н з о р о м  с к о р о с т е й  д е ф о р м а ц и и  с о о т в е т с т в е н н о .  К а к  к о м п о н е н ­
т ы  т е н з о р а  о п р е д е л я ю т  в е к т о р  п о в о р о т а  э л е м е н т а  о б ъ е м а  т е л а  н а  
н е к о т о р ы й  у г о л  ф ,  т а к  и  к о м п о н е н т ы  ф ^  о п р е д е л я ю т  в е к т о р  с к о р о с т и  
п о в о р о т а  э т о г о  э л е м е н т а  о б ъ е м а  ш  ( у г л о в у ю  с к о р о с т ь ) .
И з  в ы р а ж е н и й  (3 .1 4 )  и  ( 3 .2 3 )  н е т р у д н о  у с т а н о в и т ь  с в я з ь  у г л о в о й  с к о ­
р о с т и  и  с к о р о с т и  и з м е н е н и я  о б ъ е м а  т е л а  п р и  д е ф о р м а ц и и  с о  с к о р о с т ь ю  
д в и ж е н и я  с р е д ы :
1 1 d V  v
ш  =  -  rot v ,  —  —— =  div v .
2 ’ V  d t
( 5 .4 )
В  в е к т о р н о м  в и д е  р а в е н с т в о  ( 5 .1 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к :
v  =  Vo +  [ ш  d r  ] +  d vдеф . (5 .5 )
Е с л и  в  п р о ц е с с е  д е ф о р м и р о в а н и я  и з м е н я е т с я  т е м п е р а т у р а  т е л а ,  т о  
д е ф о р м а ц и о н н а я  с о с т а в л я ю щ а я  с к о р о с т и  д о л ж н а  в к л ю ч а т ь  и  с к о р о с т ь  
д е ф о р м а ц и и  в с л е д с т в и е  и з м е н е н и я  т е м п е р а т у р ы ,  п р о п о р ц и о н а л ь н у ю  
d T / d t .
5.2. Дифференцирование по времени 
интеграла по подвижному объему
П р и  в ы в о д е  у р а в н е н и й  с о х р а н е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы  ч а с т о  и с п о л ь з у е т ­
с я  п о н я т и е  и н д и в и д у а л ь н ы й  о б ъ е м  —  о б ъ е м ,  с о с т о я щ и й  и з  о д н и х  и  т е х  
ж е  ч а с т и ц  с р е д ы .  О с н о в н о е  с в о й с т в о  и н д и в и д у а л ь н о г о  о б ъ е м а  с о с т о ­
и т  в  т о м ,  ч т о  о т с у т с т в у е т  п о т о к  в е щ е с т в а  ч е р е з  е г о  п о в е р х н о с т ь ,  т. е . 
ч а с т и ц ы  с р е д ы  н е  п о к и д а ю т  и н д и в и д у а л ь н ы й  о б ъ е м  и  н е  п о с т у п а ю т  в  
н е г о  и з в н е .  В  п р о ц е с с е  д в и ж е н и я  с р е д ы  и н д и в и д у а л ь н ы й  о б ъ е м  м о ж е т  
и з м е н я т ь  к а к  с в о ю  ф о р м у ,  т а к  и  в е л и ч и н у .
П у с т ь  f  ( r , t )  —  п р о и з в о л ь н а я  ф у н к ц и я  к о о р д и н а т  и  в р е м е н и .  П о л у ­
ч и м  ф о р м у л у  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  п о  в р е м е н и  и н т е г р а л а  о т  э т о й  ф у н к ­
ц и и  п о  н е к о т о р о м у  и з м е н я ю щ е м у с я  с о  в р е м е н е м  о б ъ е м у  V  ( t ) .
Р а с с м о т р и м  в ы р а ж е н и е
d t  / f  ( r ' t )  d V  ( 5 -6 )
V
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П о л н а я  п р о и з в о д н а я  п о  в р е м е н и  о п р е д е л я е т  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  и н ­
т е г р а л а  н е  т о л ь к о  в с л е д с т в и е  и з м е н е н и я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  п о д ы н т е ­
г р а л ь н о й  ф у н к ц и и ,  н о  т а к ж е  и  в с л е д с т в и е  и з м е н е н и я  с а м о г о  о б ъ е м а :
! / /  < г - ( )  = /  ( f d v + 4 d V ) .  ( 5 7 )
V  V
У ч и т ы в а я ,  ч т о  в  д е к а р т о в о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  d V  =  d x i d x 2 d x 3 , 
п р е о б р а з у е м  в т о р о е  с л а г а е м о е  в  п о д ы н т е г р а л ь н о м  в ы р а ж е н и и
d  d x ^  d x 2 , d x 3
—  d V  =  d — —  d x 2 d x 3 +  d — —  d x i d x 3 +  d — —  d x i d x 2 =
d t  d t  d t  d t
=  d v i d x 2 d x 3 +  d v 2 d x i d x 3 +  d v 3d x i d x 2 =
=  d x i d x 2 d x 3 +  d x i d x 2 d x 3 +  d x i d x 2 d x 3 =
d x i  o x i  o x i
=  ^  d V  =  d iv  v  d V .
o x i
Т о г д а  в ы р а ж е н и е  (5 .7 )  з а п и ш е т с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
l / f М ) dv = / ( I  + f divv) dv-
V V
( 5 .8 )
Ф о р м у л а  ( 5 .8 )  о п р е д е л я е т  п р а в и л о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  п о  в р е м е н и  
и н т е г р а л а  п о  п о д в и ж н о м у  о б ъ е м у .
5.3. Уравнение неразрывности
У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  в ы р а ж а е т  з а к о н  с о х р а н е н и я  м а с с ы  е д и н и ч ­
н о г о  и н д и в и д у а л ь н о г о  о б ъ е м а  с р е д ы .
В  д в и ж у щ е й с я  с р е д е  в ы д е л и м  н е к о т о р ы й  и н д и в и д у а л ь н ы й  о б ъ е м  V . 
М а с с а  в е щ е с т в а  в  э т о м  о б ъ е м е
M  =  J  p d V ,  ( 5 .9 )
V
г д е  р  —  м а с с о в а я  п л о т н о с т ь  с р е д ы .
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О ч е в и д н о ,  ч т о  м а с с а  в е щ е с т в а  и н д и в и д у а л ь н о г о  о б ъ е м а  с  т е ч е н и е м  
в р е м е н и  н е  и з м е н я е т с я  ( н е т  п о т о к а  в е щ е с т в а  ч е р е з  о г р а н и ч и в а ю щ у ю  
е г о  п о в е р х н о с т ь ) :
d M  d  
d t  d t
p d V  =  0. (5.10)
V




+  p  d i v  v d V 0 . (5.11)
П о с к о л ь к у  э т о  р а в е н с т в о  д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  д л я  п р о и з в о л ь н о г о  
и н д и в и д у а л ь н о г о  о б ъ е м а ,  н у л ю  р а в е н  н е  т о л ь к о  и н т е г р а л ,  н о  и  п о д ы н ­
т е г р а л ь н о е  в ы р а ж е н и е ,  т. е.
d p
—  +  p  d iv  v  =  0 . 
d t
(5.12)
У р а в н е н и е  ( 5 .1 2 )  н а з ы в а ю т  у р а в н е н и е м  н е р а з р ы в н о с т и  (и л и  у р а в ­
н е н и е м  н е п р е р ы в н о с т и ) .  О н о  з а п и с а н о  д л я  е д и н и ч н о г о  и н д и в и д у а л ь ­
н о г о  о б ъ е м а  с п л о ш н о й  с р е д ы ,  к о т о р ы й  д в и ж е т с я  с о  с к о р о с т ь ю  v .  Э т о  
о з н а ч а е т ,  ч т о  п л о т н о с т ь  и  с к о р о с т ь  е г о  д в и ж е н и я  з а в и с я т  о т  к о о р д и ­
н а т  д в и ж у щ е г о с я  е д и н и ч н о г о  о б ъ е м а  —  т а к  н а з ы в а е м ы х  л а г р а н ж е в ы х  
к о о р д и н а т .  П о с к о л ь к у  с р е д а  д в и ж е т с я ,  е е  п л о т н о с т ь  з а в и с и т  о т  в р е м е ­
н и  к а к  я в н о ,  т а к  и  н е я в н о  ч е р е з  м е н я ю щ и е с я  с о  в р е м е н е м  л а г р а н ж е в ы  
к о о р д и н а т ы  p ( x i , x 2 , x s , t ) .  Т о г д а  п о л н у ю  п р о и з в о д н у ю  п о  в р е м е н и  о т  




d t  +
d p  d x i  




+  Vi — , i 
d x i
1 , 2 , 3 , (5.13)
и л и  в  к о м п а к т н о м  в и д е
d p  d p  „
i  =  i + v  v p-
(5.14)
О п е р а т о р  п о л н о й  п р о и з в о д н о й  п о  в р е м е н и  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к :
(5.15)d  d  „—  = ------- + v  V .
d t  d t
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С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  (5 .1 4 )  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  (5 .1 2 )  п р и н и ­
м а е т  в и д
д р
(5 .1 6 )д  +  d iv  (p v ) =  0 .
У р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  ( 5 .1 2 )  и  (5 .1 6 )  —  э т о  д в е  ф о р м ы  з а к о н а  
с о х р а н е н и я  м а с с ы  с р е д ы .  О д н а к о  ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  с л а г а е м ы х  э т и х  
у р а в н е н и й  р а з л и ч е н .  Е с л и  п е р в о е  с л а г а е м о е  у р а в н е н и я  (5 .1 2 )  х а р а к т е ­
р и з у е т  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  м а с с ы  д в и ж у щ е й с я  и н д и в и д у а л ь н о й  ч а с т и ­
ц ы  е д и н и ч н о г о  о б ъ е м а ,  т о  в  у р а в н е н и и  (5 .1 6 )  п е р в о е  с л а г а е м о е  о п р е д е ­
л я е т  и з м е н е н и е  м а с с ы  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  в  ф и к с и р о ­
в а н н о й  т о ч к е  п р о с т р а н с т в а ,  ч е р е з  к о т о р у ю  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  п р о х о д я т  
р а з н ы е  и н д и в и д у а л ь н ы е  ч а с т и ц ы  с р е д ы .  Ч а с т н а я  п р о и з в о д н а я  о т  п л о т ­
н о с т и  п о  в р е м е н и ,  о б р а з н о  в ы р а ж а я с ь ,  я в л я е т с я  п р и б о р о м ,  к о т о р ы й  и з ­
м е р я е т  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  м а с с ы  с р е д ы  в  ф и к с и р о в а н н о м  е д и н и ч н о м  
о б ъ е м е .  Т е п е р ь  п л о т н о с т ь  и  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  с р е д ы  з а в и с я т  н е  о т  к о ­
о р д и н а т  д в и ж у щ е й с я  и н д и в и д у а л ь н о й  ч а с т и ц ы  с р е д ы ,  а  о т  к о о р д и н а т  
ф и к с и р о в а н н о г о  е д и н и ч н о г о  о б ъ е м а  —  т а к  н а з ы в а е м ы х  э й л е р о в ы х  к о ­
о р д и н а т .  Э й л е р о в ы  к о о р д и н а т ы  и  в р е м я  —  н е з а в и с и м ы е  п е р е м е н н ы е ,  
о т  к о т о р ы х  з а в и с я т  ф и з и ч е с к и е  в е л и ч и н ы .
У р а в н е н и е  ( 5 .1 2 )  н а з ы в а ю т  у р а в н е н и е м  н е р а з р ы в н о с т и  в  с у б с т а н ­
ц и о н а л ь н о й  (и л и  л а г р а н ж е в о й )  ф о р м е ,  а  ( 5 .1 6 )  —  у р а в н е н и е м  н е р а з ­
р ы в н о с т и  в  л о к а л ь н о й  (и л и  э й л е р о в о й )  ф о р м е .
В  п е р в о й  г л а в е  б ы л о  п о к а з а н о ,  ч т о  в е к т о р  p v  е с т ь  п л о т н о с т ь  п о т о к а  
м а с с ы .  М о д у л ь  э т о г о  в е к т о р а  о п р е д е л я е т  м а с с у  в е щ е с т в а ,  п р о х о д я щ е г о  
з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д к у ,  о р и е н т и р о в а н н у ю  п е р п е н д и ­
к у л я р н о  п о т о к у .
Т а к и м  о б р а з о м ,  и з  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  ( 5 .1 6 )  с л е д у е т ,  ч т о  и з ­
м е н е н и е  м а с с ы  е д и н и ц ы  ф и к с и р о в а н н о г о  о б ъ е м а  с р е д ы  з а  е д и н и ц у  в р е ­
м е н и  п р о и с х о д и т  з а  с ч е т  п р о с т р а н с т в е н н о й  н е о д н о р о д н о с т и  п л о т н о с т и  
п о т о к а  м а с с ы  в е щ е с т в а .
У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  м о ж н о  в ы в е с т и  и  д р у г и м  п у т е м .  Р а с с м о т ­
р и м  н е к о т о р ы й  ф и к с и р о в а н н ы й ,  т. е . н е п о д в и ж н ы й  и  н е и з м е н я ю щ и й ­
с я  с о  в р е м е н е м ,  о б ъ е м  с п л о ш н о й  с р е д ы .  М а с с а  в е щ е с т в а  в  э т о м  о б ъ е ­
м е  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ж е н и е м  ( 5 .9 ) .  И з м е н е н и е  м а с с ы  в е щ е с т в а  в  э т о м  
о б ъ е м е  м о ж е т  п р о и с х о д и т ь  т о л ь к о  в с л е д с т в и е  п о т о к а  в е щ е с т в а  ч е р е з  
п о в е р х н о с т ь ,  о г р а н и ч и в а ю щ у ю  в ы д е л е н н ы й  о б ъ е м .  Е с л и  p v  —  в е к т о р  
п л о т н о с т и  п о т о к а  м а с с ы ,  т о  м а с с а  в е щ е с т в а ,  в х о д я щ е г о  в  р а с с м а т р и в а ­
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е м ы й  о б ъ е м  и л и  в ы х о д я щ е г о  и з  н е г о  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и ,  б у д е т  р а в н а
j )  p v  d S .
S
З д е с ь  и н т е г р а л  б е р е т с я  п о  н е п о д в и ж н о й  з а м к н у т о й  п о в е р х н о с т и  S , 
о г р а н и ч и в а ю щ е й  в ы д е л е н н ы й  о б ъ е м  V ; d S =  n d S , г д е  n —  в н е ш н я я  
н о р м а л ь  к  п л о щ а д к е  d S .
И з м е н е н и е  м а с с ы  в е щ е с т в а  в  в ы д е л е н н о м  о б ъ е м е  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  
д о л ж н о  р а в н я т ь с я  п о т о к у  м а с с ы  ч е р е з  г р а н и ц ы  о б ъ е м а ,  т. е.
d - J ' p d V  =  J  d p  d V  =  p v  d S .  (5 .1 7 )
V  V  S
Т а к  к а к  о б ъ е м  ф и к с и р о в а н н ы й ,  т о  в  в ы р а ж е н и и  (5 .1 7 )  б е р е т с я  ч а с т ­
н а я  п р о и з в о д н а я  п о  в р е м е н и ,  п р и ч е м  п р о и з в о д н а я  о т  и н т е г р а л а  м о ж е т  
б ы т ь  з а п и с а н а  к а к  и н т е г р а л  о т  п р о и з в о д н о й  п о д ы н т е г р а л ь н о й  ф у н к ц и и .  
З н а к  м и н у с  п е р е д  и н т е г р а л о м  в  п р а в о й  ч а с т и  р а в е н с т в а  о б у с л о в л е н  в ы ­
б о р о м  н а п р а в л е н и я  н о р м а л и  n . П о с к о л ь к у  в е к т о р  н о р м а л и  к  э л е м е н т у  
г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и  н а п р а в л е н  в н е  в ы д е л е н н о г о  о б ъ е м а ,  т о  с к а л я р ­
н о е  п р о и з в е д е н и е  в  п о д ы н т е г р а л ь н о м  в ы р а ж е н и и  б у д е т  о т р и ц а т е л ь н ы м ,  
е с л и  п о т о к  в е щ е с т в а  н а п р а в л е н  и з в н е  в н у т р ь  о б ъ е м а ,  и  п о л о ж и т е л ь н ы м  
в  п р о т и в н о м  с л у ч а е .  Т о г д а  з н а к  м и н у с  п е р е д  и н т е г р а л о м  у ч и т ы в а е т  т о т  
ф а к т ,  ч т о  м а с с а  в е щ е с т в а  в  о б ъ е м е  у б ы в а е т ,  е с л и  в е к т о р  п л о т н о с т и  п о ­
т о к а  с о н а п р а в л е н  н о р м а л и .
П р и м е н я я  ф о р м у л у  Г а у с с а  —  О с т р о г р а д с к о г о  (1 .1 2 )  к  п р а в о й  ч а с т и  




+  d iv  p v d V 0 . (5.18)
Т а к  к а к  п о с л е д н е е  р а в е н с т в о  д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  д л я  л ю б о г о  н е п о ­
д в и ж н о г о  о б ъ е м а ,  т о  п о д ы н т е г р а л ь н о е  в ы р а ж е н и е  р а в н о  н у л ю ,  т. е . с н о ­
в а  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  н е п р е р ы в н о с т и  в  ф о р м е  ( 5 .1 6 ) .
У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  н е  и з м е н и т  с в о й  в и д  и  в  т о м  с л у ч а е ,  е с л и  
п о д  p  п о н и м а т ь  н е  м а с с о в у ю  п л о т н о с т ь  с р е д ы ,  а  к о л и ч е с т в о  в е щ е с т в а  
( к о л и ч е с т в о  м о л е к у л )  в  е д и н и ц е  о б ъ е м а .  Н о  э т о  б у д е т  л и ш ь  т о г д а ,  к о ­
г д а  о т с у т с т в у ю т  и с т о ч н и к и  и  с т о к и  в е щ е с т в а  в н у т р и  р а с с м а т р и в а е м о г о
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о б ъ е м а .  Е с л и  в н у т р и  ф и к с и р о в а н н о г о  о б ъ е м а  и м е е т с я  n  и с т о ч н и к о в  и л и  
с т о к о в ,  п р и ч е м  м о щ н о с т ь  i - г о  и с т о ч н и к а  Q i , т о  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о ­
с т и  в  и н т е г р а л ь н о й  ф о р м е  б у д е т  и м е т ь  в и д
ihiv =-
V
p v  i S +  Q
i=  1
(5.19)
В т о р о е  с л а г а е м о е  в  п р а в о й  ч а с т и  е с т ь  а л г е б р а и ч е с к а я  с у м м а  м о щ н о ­
с т е й  и с т о ч н и к о в  и  с т о к о в .  М о щ н о с т ь  и с т о ч н и к а  и л и  с т о к а  Q i о п р е д е л я е т  
к о л и ч е с т в о  в е щ е с т в а ,  п о с т а в л я е м о г о  и с т о ч н и к о м  и л и  о т в о д и м о г о  с т о ­
к о м  в  е д и н и ц у  в р е м е н и .  П р и  э т о м  м о щ н о с т и  и с т о ч н и к о в  п о л о ж и т е л ь н ы  
( Q i >  0 ) ,  а  с т о к о в  о т р и ц а т е л ь н ы  ( Q i <  0 ).
И с т о ч н и к и  и л и  с т о к и  м о г у т  б ы т ь  р а с п р е д е л е н ы  в  п р о с т р а н с т в е  
н е п р е р ы в н о  с  о б ъ е м н о й  п л о т н о с т ь ю  v . Н а п р и м е р ,  у р а в н е н и е  н е п р е р ы в ­
н о с т и  д л я  ч и с л а  н е й т р о н о в  в  д е л я щ е м с я  м а т е р и а л е  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  
и н т е г р а л ь н о й  ф о р м е
д_
a t
p v i S +  J v  i V .
S V
(5 .2 0 )
З д е с ь  p  —  ч и с л о  н е й т р о н о в  в  е д и н и ц е  о б ъ е м а ;  v  —  и х  с к о р о с т ь  д и ф ф у ­
з и и ;  v  —  р а з н о с т ь  ч и с л а  н е й т р о н о в ,  р о ж д а ю щ и х с я  и  п о г л о щ а ю щ и х с я  в  
е д и н и ц е  о б ъ е м а  с р е д ы  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и .
Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  (5 .2 0 )  м о ж н о  з а п и ­
с а т ь  и  в  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  ф о р м е .  О д н а к о  э т о  н е л ь з я  с д е л а т ь  в  с л у ч а е  
д и с к р е т н о г о  р а с п р е д е л е н и я  и с т о ч н и к о в  и  с т о к о в .  П о э т о м у  у р а в н е н и е  
н е р а з р ы в н о с т и  в  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  ф о р м е  ( 5 .1 6 )  с п р а в е д л и в о  в о  в с е х  
т о ч к а х  п р о с т р а н с т в а  к р о м е  т о ч е к ,  в  к о т о р ы х  р а с п о л о ж е н ы  и с т о ч н и к и  
и л и  с т о к и .  И н т е г р а л ь н а я  ф о р м а  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  я в л я е т с я  б о ­
л е е  о б щ е й ,  п о с к о л ь к у  с п р а в е д л и в а  д л я  в с е х  т о ч е к  с р е д ы .
Д л я  с т а ц и о н а р н о г о  с л у ч а я ,  к о г д а  п л о т н о с т ь  в е щ е с т в а  в  л ю б о й  ф и к ­
с и р о в а н н о й  т о ч к е  п р о с т р а н с т в а  н е  и з м е н я е т с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и ,  х о т я  
м о ж е т  з а в и с е т ь  о т  к о о р д и н а т ,  и м е е м
I p  = 0 ; d i v  ( p v ) = ° .  ( 5 .2 1 )
Д л я  н е с ж и м а е м о й  с р е д ы  п л о т н о с т ь  в е щ е с т в а  н е  з а в и с и т  н и  о т  к о о р ­
д и н а т , н и  о т  в р е м е н и ,  т. е.
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dP  =  0 . (5 .2 2 )
d t  v 7
Т о г д а  и з  (5 .1 2 )  и м е е м ,  ч т о  д л я  в с е х  т о ч е к  п р о с т р а н с т в а ,  з а н и м а е м о г о  
н е с ж и м а е м о й  с р е д о й  ( к р о м е  т о ч е к  п р о с т р а н с т в а ,  в  к о т о р ы х  р а с п о л о ж е ­
н ы  и с т о ч н и к и  и  и с т о к и ) ,  с п р а в е д л и в о  в ы р а ж е н и е :
d iv  v  =  0 . (5 .2 3 )
З а м е т и м ,  ч т о  э т о т  р е з у л ь т а т  с л е д у е т  т а к ж е  и з  в ы р а ж е н и я  ( 5 .4 ) :
1 d V  л
V -  =  d i v  v  =  ° ,
т . е . в  н е с ж и м а е м о й  с р е д е  л ю б о й  и н д и в и д у а л ь н ы й  о б ъ е м  н е  и з м е н я е т с я  
п о  в е л и ч и н е  в  п р о ц е с с е  д в и ж е н и я .
5.4. Уравнение движения сплошной среды
У р а в н е н и е  д в и ж е н и я  в ы р а ж а е т  з а к о н  с о х р а н е н и я  и м п у л ь с а  с п л о ш н о й  
с р е д ы .
Р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы й  и н д и в и д у а л ь н ы й  о б ъ е м  V  в  д в и ж у щ е й с я  с о  
с к о р о с т ь ю  v  с п л о ш н о й  с р е д е .  И м п у л ь с  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  т а к о в :  p v .  Т о г д а  
и м п у л ь с  в с е г о  в ы д е л е н н о г о  о б ъ е м а  р а в е н :
П  =  p v  d V , П  =  p v i  d V .
V V
П у с т ь  F  =  F (v) +  F (s) —  р е з у л ь т и р у ю щ а я  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  и н ­
д и в и д у а л ь н ы й  о б ъ е м ,  к о т о р а я  с к л а д ы в а е т с я  и з  р е з у л ь т и р у ю щ е й  о б ъ ­
е м н ы х  ( F (v )) и  р е з у л ь т и р у ю щ е й  п о в е р х н о с т н ы х  ( F (s )) с и л . Т о г д а  в  с о ­
о т в е т с т в и и  с о  в т о р ы м  з а к о н о м  Н ь ю т о н а  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  п о л н о г о  
и м п у л ь с а  и н д и в и д у а л ь н о г о  о б ъ е м а  о п р е д е л я е т с я  р е з у л ь т и р у ю щ е й  в с е х  
с и л ,  д е й с т в у ю щ и х  н а  э т о т  о б ъ е м :
d n  =  F (v) +  F (s) 
d t  +  ,
и л и  в  к о м п о н е н т а х
d n i  =  F  (v) +  F  (s)
d t  i +  i
(5.24)
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П р е о б р а з у е м  к а ж д ы й  ч л е н  у р а в н е н и я  ( 5 .2 4 )  о т д е л ь н о .  У ч и т ы в а я  
п р а в и л о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  п о  в р е м е н и  и н т е г р а л а  п о  п о д в и ж н о м у  




d ( p v i )
d t
+  p v i d iv  v d V  =
d v i
p dT + Vi
d p
d t
+  p  d iv  v d V .
V
В ы р а ж е н и е  в  к р у г л ы х  с к о б к а х  —  э т о  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  ( 5 .1 2 ) ,  






d V . (5 .2 5 )
П о с к о л ь к у  f  —  н а п р я ж е н н о с т ь  м а с с о в ы х  с и л ,  д л я  р е з у л ь т и р у ю щ е й  
о б ъ е м н ы х  с и л  м о ж н о  з а п и с а т ь
У 0 = 1  p f i  d V .  (5 .2 6 )
V
Р е з у л ь т и р у ю щ у ю  п о в е р х н о с т н у ю  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  
о б ъ е м а ,  м ы  о п р е д е л и л и  в ы р а ж е н и е м  ( 4 .1 3 ) .  Т о г д а  р е з у л ь т и р у ю щ а я  п о ­
в е р х н о с т н ы х  с и л ,  д е й с т в у ю щ и х  н а  в е с ь  и н д и в и д у а л ь н ы й  о б ъ е м ,  р а в н а :
F (s) =  I  ^  d V . (5 .2 7 )
J  d x k
V
П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  ( 5 . 2 5 ) - ( 5 . 2 7 )  в  у р а в н е н и е  ( 5 .2 4 )  и  с о б и р а я  
в с е  ч л е н ы  в  л е в у ю  ч а с т ь ,  п о л у ч и м
d v i „ 3 a ik .
p - r i  -  p f i  -  I d V  =  0 .
d t  d X k
V
(5 .2 8 )
П о л у ч е н н о е  р а в е н с т в о  в ы п о л н я е т с я  д л я  л ю б о г о  и н д и в и д у а л ь н о г о  
о б ъ е м а .  С л е д о в а т е л ь н о ,  д о л ж н о  р а в н я т ь с я  н у л ю  п о д ы н т е г р а л ь н о е  в ы ­
р а ж е н и е
d v i
p d t
p f i +
d o jk  
d x k  '
(5.29)
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Э т о  у р а в н е н и е  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы .  
П о  с у т и ,  о н о  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  в т о р о й  з а к о н  Н ь ю т о н а  д л я  е д и н и ч ­
н о г о  о б ъ е м а  с п л о ш н о й  с р е д ы .  Л е в а я  ч а с т ь  у р а в н е н и я  (5 .2 9 )  в к л ю ч а е т  
п р о и з в е д е н и е  м а с с ы  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  н а  е е  у с к о р е н и е ,  а  п р а в а я  —  р е ­
з у л ь т и р у ю щ у ю  м а с с о в ы х  и  п о в е р х н о с т н ы х  с и л ,  д е й с т в у ю щ и х  н а  э т о т  
е д и н и ч н ы й  о б ъ е м  с п л о ш н о й  с р е д ы .
5.5. Субстанциональное и локальное
описание движения сплошной среды
У р а в н е н и е  д в и ж е н и я  ( 5 .2 9 )  я в л я е т с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  
в т о р о г о  п о р я д к а  о т н о с и т е л ь н о  к о о р д и н а т ы  д в и ж у щ е й с я  ч а с т и ц ы  е д и ­
н и ч н о г о  о б ъ е м а  с п л о ш н о й  с р е д ы .  З н а я  к о о р д и н а т ы  и  к о м п о н е н т ы  в е к ­
т о р а  с к о р о с т и  э т о й  ч а с т и ц ы  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и ,  и з  р е ш е н и я  
у р а в н е н и я  ( 5 .2 9 )  м ы  м о г л и  б ы  н а й т и  е е  к о о р д и н а т ы  и  с к о р о с т ь  в  л ю б о й  
п о с л е д у ю щ и й  м о м е н т  в р е м е н и .  О п р е д е л и в  х а р а к т е р и с т и к и  д в и ж е н и я  
в с е х  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц ,  м о ж н о  б ы л о  б ы  с о с т а в и т ь  п р е д с т а в л е н и е  
о  х а р а к т е р е  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы  в  ц е л о м .  Т а к о й  п о д х о д  к  о п и ­
с а н и ю  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы  н а з ы в а е т с я  с у б с т а н ц и о н а л ь н ы м ,  и л и  
о п и с а н и е м  в  п р е д с т а в л е н и и  Л а г р а н ж а .
С у б с т а н ц и о н а л ь н о е  о п и с а н и е  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы  н е  в с е г д а  
у д о б н о .  Д л я  с о с т а в л е н и я  п о л н о г о  п р е д с т а в л е н и я  о  х а р а к т е р е  д в и ж е ­
н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы  д о с т а т о ч н о  б ы л о  б ы  з н а т ь ,  к а к  и з м е н я е т с я  с о  в р е ­
м е н е м  е е  с к о р о с т ь  в  л ю б о й  ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к е  п р о с т р а н с т в а ,  ч е р е з  
к о т о р у ю  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  б у д у т  п р о х о д и т ь  р а з н ы е  и н д и в и д у а л ь н ы е  
ч а с т и ц ы  с п л о ш н о й  с р е д ы .  В м е с т е  с о  с в е д е н и я м и  о  т а к и х  и з м е н е н и я х  
в  р а з л и ч н ы х  т о ч к а х  п р о с т р а н с т в а  м ы  п о л у ч и л и  б ы  д о с т а т о ч н о  п о л н о е  
п р е д с т а в л е н и е  о  х а р а к т е р е  д в и ж е н и я  с р е д ы .  Т а к о е  о п и с а н и е  д в и ж е н и я  
н а з ы в а е т с я  л о к а л ь н ы м ,  и л и  о п и с а н и е м  в  п р е д с т а в л е н и и  Э й л е р а .
Ч т о б ы  п е р е й т и  о т  с у б с т а н ц и о н а л ь н о г о  о п и с а н и я  к  л о к а л ь н о м у ,  в о с ­
п о л ь з у е м с я  в ы р а ж е н и е м  ( 5 .1 5 ) ,  к о т о р о е  у с т а н а в л и в а е т  с в я з ь  м е ж д у  
п о л н о й  и  ч а с т н о й  п р о и з в о д н о й  п о  в р е м е н и :
d v j
d t
d v i  d v i
d t  +  Vk d x k "
(5 .3 0 )
З д е с ь  п е р в о е  с л а г а е м о е  п р а в о й  ч а с т и  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  и з м е н е н и е
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с к о р о с т и  с р е д ы  в  ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к е  п р о с т р а н с т в а  с  т е ч е н и е м  в р е м е ­
н и . В т о р о е  с л а г а е м о е  х а р а к т е р и з у е т  р а з л и ч и е  з н а ч е н и й  с к о р о с т и  в  р а з ­
н ы х  т о ч к а х  п р о с т р а н с т в а  в  ф и к с и р о в а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и ,  т. е. я в л я ­
е т с я  к а к  б ы  м г н о в е н н о й  ф о т о г р а ф и е й  с к о р о с т е й  в с е х  ч а с т и ц  с п л о ш н о й  
с р е д ы .
С  у ч е т о м  (5 .3 0 )  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  (5 .2 9 )  п р и м е т  с л е д у ю щ и й  в и д :
d v ,  д у г 1  д а гк
+  v k —  +  Ji
d t  d x k p  d x k
(5 .3 1 )
П о л у ч е н о  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы  в  л о к а л ь н о й  ф о р м е ,  
и л и  в  п р е д с т а в л е н и и  Э й л е р а .
Ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  э т о г о  у р а в н е н и я  в  ц е л о м  и  к а ж д о г о  е г о  ч л е н а  
с т а н о в и т с я  б о л е е  о ч е в и д н ы м ,  е с л и  р а с с м о т р е т ь  н е  и н д и в и д у а л ь н ы й ,  а  
ф и к с и р о в а н н ы й  э л е м е н т  о б ъ е м а  с п л о ш н о й  с р е д ы  (р и с .  5 .1 ) .
Р и с .  5 .1
З а п и ш е м  б а л а н с  и м п у л ь с а  д л я  ф и к с и р о в а н н о г о  э л е м е н т а  о б ъ е м а  
A Y  —  A x i Д х 2 Д х з  (р и с .  5 .1 )  в  в и д е  с о о т н о ш е н и я
С к о р о с т ь
и зм е н е н и я —
С к о р о с т ь
п е р е д а ч и _
С к о р о с т ь
о т в о д а +
Д е й с т в у ю ­
щ и е  в н е ш ­
и м п у л ь са и м п у л ь са и м п у л ь са н и е  с и л ы
У р а в н е н и е  д в и ж е н и я ,  и м е ю щ е е  с м ы с л  з а к о н а  с о х р а н е н и я  и м п у л ь с а ,  
я в л я е т с я  в е к т о р н ы м  и  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  п о к о м п о н е н т н о  д л я  в с е х  
т р е х  к о о р д и н а т н ы х  о с е й  х 1, х 2 и  х 3 .
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Существуют два механизма передачи импульса элементу объема: в 
результате движения среды и за счет внутренних напряжений на по­
верхности этого элемента объема. Если нас интересует, какое количе­
ство i-компоненты вектора импульса pVi передается рассматриваемо­
му элементу объема через единицу поверхности за единицу времени в 
направлении координатной оси Хк за счет движения среды, то нуж­
но умножить pvi на k-компоненту вектора скорости движения среды 
Vk , т. е. pviVk . Второй механизм обусловлен силой, которая действует 
в направлении координатной оси x i на поверхность рассматриваемого 
элемента объема, перпендикулярную координатной оси Хк , т. е. связан 
с внутренними напряжениями aik .
Получим x i-компоненту уравнения движения; х 2- и Хз-компоненты 
могут быть записаны по аналогии.
Скорость накопления х 1-компоненты импульса среды в рассматри­
ваемом элементе объема определяется выражением
д
Л У *  (№ ).
Скорости поступления х1-компоненты импульса в элемент объема 




Передача i-компоненты импульса среды за единицу времени через 
единичную площадку, перпендикулярную координатной оси к, харак­
теризуют компонентами тензора напряжений aik .
Скорости поступления х1 -компоненты импульса среды в рассматри­
ваемый элемент объема за счет внутренних напряжений через грани с 
координатами x 1, х 2 и х3 соответственно определяются выражениями
ац 1Х1 ЛХ2 ЛХ3 , ^12|Х2 ЛХ1ЛХ3, ^13|Х3 ЛХ1 Лх 2.
Скорости отвода х 1-компоненты импульса среды из элемента объема 
через грани с координатами х1 + Л х1, х 2 + Л х 2 и х3+Л х3 соответственно:
— за счет движения среды:
(pV1V1) |x i+Ax iЛх 2Лх 3, (pV1V2) |Х2 +Дх2 Лx1Лx3,
(pV1V3) |х3+дх3 Лх 1Лх 2;
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— за счет внутренних напряжений:
"̂11\х1+Дх1A x 2Ax 3, ^ 12\х2+Дх2 A x 1-A x 3,
^ 13|хз+Дхз A x 1A x 2.
Результирующая внешняя сила, действующая на рассматриваемый 
элемент объема в направлении оси x 1:
p / iA V ,
где вектор f  — плотность массовых сил.
Соотношение баланса ^-компоненты импульса в рассматриваемом 
элементе объема запишется в следующем виде:
д
A V  dt (PV1 = АХ2АХ3 [ (P -lM U  -  (PV1V1 )\х1+Дх1 +
+  an\xi -  1̂1 \х1+Дх^ +
+  A x 1 A x 3 [ (p v 1 v 2) \x2 -  (p V1V2) \х2+Дх2 +
+  ^ 12\x2 -  *̂ 12 \х2+Дх2] +
+  A x 1A x 2 [ (PV1V3) lx3 -  (PV1V3) \х3+Дх3 +
а Ы хз -  ^ 13 \хз+Дхз] +  p / 1A V
Разделим это выражение на A V  и перейдем к пределу, устремив 
размеры элемента объема к нулю. В результате получим следующее 
уравнение:
I  (№ ) = - (pV1Vk) -  ^  + p /1 . (5.32)
Продифференцировав первое слагаемое правой части, с учетом 





1  -& 1 k  . ,
------я---------+ f 1P - x k
(5.33)
Выражения, аналогичные (5.33), получаются для x2- и x3- 
компоненты импульса. Обобщая, имеем уравнение движения сплошной 
среды в локальной форме (5.31):
- V i  - V i
- t  +  Vk - x k
1  d o jk  +  /  
P - x k  i
(5.34)
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5.6. Уравнение момента импульса
Р а с с м о т р и м  и н д и в и д у а л ь н у ю  ч а с т и ц у  с п л о ш н о й  с р е д ы  е д и н и ч н о г о  о б ъ ­
е м а ,  п о л о ж е н и е  к о т о р о й  о п р е д е л я е т с я  р а д и у с - в е к т о р о м  r и  с к о р о с т ь  
д в и ж е н и я  к о т о р о й  v . М о м е н т  и м п у л ь с а  э т о й  ч а с т и ц ы  о т н о с и т е л ь н о  н а ­
ч а л а  к о о р д и н а т  р а в е н  [ r , p v  ]. Т о г д а  п о л н ы й  м о м е н т  и м п у л ь с а  н е к о т о ­
р о г о  и н д и в и д у а л ь н о г о  о б ъ е м а  V  о п р е д е л и т с я  и н т е г р а л о м
M [ r , p v  ] d V .
V
(5 .3 5 )
П у с т ь  K  =  K (v) + K (s) —  м о м е н т  в с е х  с и л ,  д е й с т в у ю щ и х  н а  и н д и в и д у ­
а л ь н ы е  ч а с т и ц ы  в ы д е л е н н о г о  о б ъ е м а ,  о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л а  к о о р д и н а т ,  
к о т о р ы й  в к л ю ч а е т  м о м е н т  о б ъ е м н ы х  K (v) и  п о в е р х н о с т н ы х  K  (s) с и л .
К а к  и з в е с т н о  и з  м е х а н и к и ,  и з м е н е н и е  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  м о м е н т а
о
и м п у л ь с а  т е л а  о т н о с и т е л ь н о  н е п о д в и ж н о й  т о ч к и 8  р а в н о  м о м е н т у  в с е х  
с и л  о т н о с и т е л ь н о  т о й  ж е  т о ч к и ,  п р и л о ж е н н ы х  к  э т о м у  т е л у :
=  K  =  K (v) +  K (s ). (5 .3 6 )
d t
П р е о б р а з у е м  к а ж д ы й  ч л е н  э т о г о  у р а в н е н и я .  У ч и т ы в а я  п р а в и л о  
д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  п о  в р е м е н и  и н т е г р а л а  п о  п о д в и ж н о м у  о б ъ е м у  (5 .8 )  
и  в ы р а ж е н и е  ( 5 .3 5 ) ,  л е в у ю  ч а с т ь  у р а в н е н и я  ( 5 .3 6 )  з а п и ш е м  в  с л е д у ю ­






[ r , v  ] p d V
(V )
d
p d t 1 r v ] +  [ r  v  ]
d p
d t
+  p  d i v  v d V .
(5.37)
В ы р а ж е н и е  в  к р у г л ы х  с к о б к а х  в  п р а в о й  ч а с т и  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  
у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  ( 5 .1 2 )  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  р а в н о  н у л ю . К р о м е  
т о г о ,  у ч т е м ,  ч т о
d_
d t
[ r  v  ] [ v , v  ] + d v d vr —у  d t = r —, d t
8По отношению к некоторой инерциальной системе отсчета.
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Дальнейшие преобразования связаны с использованием единичного 
антисимметричного тензора третьего ранга £jk.
Символ Леви-Чивита
Предварительно введем следующее определение.
Транспозицией называется перестановка двух индексов в подстанов­
ке (1, 2, 3). Четность или нечетность подстановки (ii, i2, i3) определя­
ется числом транспозиций, необходимых для приведения данной под­
становки к виду (1, 2, 3). Например:
(2, 1, 3) — нечетная подстановка,
(2, 3, 1) — четная подстановка.
Тензор третьего ранга
{1, если (i, j, k) четна,- 1, если (i, j, k) нечетна,
0, если (i, j, k) не все различныназывается символом Леви-Чивита.
С помощью символа Леви-Чивита компоненты векторного произве­
дения любых двух векторов A  и B можно записать в следующем виде:
dAt
[ A , B ]i =  £ikiAkBi; (rot A)i =  [ V, A  ]i £ikl dx .
Справедливо также следующее соотношение:
£ ikl£ im n dkm dln  d kn d lm ,
где — символ Кронекера.
Теперь запишем выражение (5.38) в компонентах:
d M i [  d v l ЙЛг ч о \
Ч Т  =  ]  £ ik lX k d p d V  (5-39)
V
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Р а с с м о т р и м  м о м е н т  о б ъ е м н ы х  с и л ,  д е й с т в у ю щ и х  н а  в ы д е л е н н ы й  и н ­
д и в и д у а л ь н ы й  о б ъ е м :




e iklx k f lp  d V
V
(5 .4 0 )
М о м е н т  п о в е р х н о с т н ы х  с и л  о п р е д е л я е т с я  и н т е г р и р о в а н и е м  п о  п о ­
в е р х н о с т и  S , о г р а н и ч и в а ю щ е й  р а с с м а т р и в а е м ы й  о б ъ е м :
K (s) r ,  а (пП] d S ; K \ s) =  Ф e ik iX k (г\п) d S .
S
(5.41)
Н а п р я ж е н н о с т ь  п о в е р х н о с т н ы х  с и л  o (n) в ы р а з и м  ч е р е з  т е н з о р  н а ­
п р я ж е н и й  ( 4 .8 )  и  в о с п о л ь з у е м с я  т е н з о р н о й  ф о р м у л о й  Г а у с с а  —  О с т р о ­
г р а д с к о г о  (1 .7 1 ) :




( ^iklx k ° l m )  d V
V
I I d o lm d x k i it т
I e ikl ( x k d  +  0 lm d  ) d V
d x m d x m
V
V
x k d  +  o lm 5 km  ) d V
dX  m
(5.42)




г д е  5 km  —  с и м в о л  К р о н е к е р а .
П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  ( 5 .3 9 ) ,  ( 5 .4 0 )  и  (5 .4 2 )  в  у р а в н е н и е  м о м е н т а  
и м п у л ь с а  ( 5 .3 6 ) ,  т о ч н е е ,  в  п р о е к ц и ю  э т о г о  в е к т о р н о г о  у р а в н е н и я  н а  к о ­
о р д и н а т н у ю  о с ь  X i , п о л у ч и м




1  d o lm  
p  d X m
e ik l ° lm dk m d V  =  0. (5 .4 3 )
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Э т о  у р а в н е н и е  п о л у ч е н о  д л я  л ю б о г о  и н д и в и д у а л ь н о г о  о б ъ е м а  с р е д ы ,  
п о э т о м у  п о д ы н т е г р а л ь н о е  в ы р а ж е н и е  р а в н о  н у л ю . В ы р а ж е н и е  в  к р у г ­
л ы х  с к о б к а х  я в л я е т с я  у р а в н е н и е м  д в и ж е н и я  ( 5 .2 9 )  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  
р а в н о  н у л ю . И з  о с т а л ь н о й  ч а с т и  п о д ы н т е г р а л ь н о г о  в ы р а ж е н и я  с л е д у ­
е т :
£ ikl& lm ^k m  £ im l&lm 0 .
П о с к о л ь к у  и н д е к с ы  m  и  l н е м ы е ,  и м е е м
£ im l& lm  — £ ilm &ml 0 .
Т о г д а  м о ж н о  з а п и с а т ь  с л е д у ю щ е е  р а в е н с т в о :
£ iml &lm +  £ ilm  &ml ° .
Т а к  к а к  с и м в о л  Л е в и - Ч и в и т а  —  а н т и с и м м е т р и ч н ы й  т е н з о р  ( e a m  =  
- £ i m l ) ,  и м е е м
£ iml ( &lm & ml') ° .
О т с ю д а  с л е д у е т :
&lm =  & m l. (5 .4 4 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  п о к а з а н о ,  ч т о  т е н з о р  н а п р я ж е н и й  —  с и м м е т р и ч н ы й  
т е н з о р .  Э т о т  в ы в о д  с л е д у е т  и з  у р а в н е н и я  м о м е н т а  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  
с п л о ш н о й  с р е д ы .
5.7. Тензор плотности потока импульса
Н а й д е м  п л о т н о с т ь  п о т о к а  и м п у л ь с а  в  н е к о т о р о й  ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к е  
с р е д ы .  Д л я  э т о г о  р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы й  ф и к с и р о в а н н ы й  о б ъ е м  V  и  
в ы ч и с л и м  и з м е н е н и е  и м п у л ь с а  с р е д ы  в  э т о м  о б ъ е м е  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и .  
И м п у л ь с  с р е д ы  в  р а с с м а т р и в а е м о м  о б ъ е м е  р а в е н :
J  p v  d V .
V
И з м е н е н и е  с о  в р е м е н е м  i - к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  и м п у л ь с а  с р е д ы  в  
ф и к с и р о в а н н о м  о б ъ е м е  р а в н о  п о т о к у  и м п у л ь с а  ч е р е з  п о в е р х н о с т ь ,  о г р а ­
н и ч и в а ю щ у ю  э т о т  о б ъ е м .  У ч т е м ,  ч т о  п л о т н о с т ь  п о т о к а  н е к о т о р о г о  с к а ­
л я р а  я в л я е т с я  в е к т о р о м .  Н а п р и м е р ,  в  у р а в н е н и и  н е р а з р ы в н о с т и  p v  е с т ь
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п л о т н о с т ь  п о т о к а  с к а л я р а  р . С о о т в е т с т в е н н о  п л о т н о с т ь  п о т о к а  в е к т о р а  
я в л я е т с я  т е н з о р о м  в т о р о г о  р а н г а .  П у с т ь  П ^  е с т ь  п о т о к  i - к о м п о н е н т ы  
и м п у л ь с а  ч е р е з  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д к у ,  п е р п е н д и к у л я р н у ю  о с и  k .  Т о г д а  
м о ж н о  з а п и с а т ь
д_
d t
p v i  d V П гк d S k ■ (5 .4 5 )
V  S
З н а к  м и н у с  в  п р а в о й  ч а с т и  э т о г о  р а в е н с т в а  о б у с л о в л е н  т о й  ж е  п р и ч и ­
н о й ,  ч т о  и  в  в ы р а ж е н и и  ( 5 .1 7 )  п р и  в ы в о д е  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и ,  —  
э т о  в н е ш н я я  н о р м а л ь  к  п о в е р х н о с т и .
О п р е д е л и м  в и д  т е н з о р а  п л о т н о с т и  п о т о к а  и м п у л ь с а  d k  в  о т с у т с т в и е  
м а с с о в ы х  с и л .  Д л я  э т о г о  п р е о б р а з у е м  л е в у ю  ч а с т ь  в ы р а ж е н и я  ( 5 .4 5 ) :
д_
d t
p v i  d V
d p
Vi ж + р
d v i
d t
d V . (5 .4 6 )
V V
В ы р а ж а я  п р о и з в о д н ы е  п о  в р е м е н и  о т  п л о т н о с т и  и  с к о р о с т и  и з  у р а в ­
н е н и й  н е р а з р ы в н о с т и  (5 .1 6 )  и  д в и ж е н и я  ( 5 .3 1 ) ,  в  о т с у т с т в и е  м а с с о в ы х  
с и л  п о л у ч и м
д_
d t
p v i d V v i





+  d u jk  
d x k
d V . (5 .4 7 )
V V
П е р в ы е  д в а  ч л е н а  в  п р а в о й  ч а с т и  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е  д и в е р г е н ­
ц и и  т е н з о р а  p v i v k . П е р е х о д я  о т  и н т е г р и р о в а н и я  п о  о б ъ е м у  к  и н т е г р и ­
р о в а н и ю  п о  п о в е р х н о с т и ,  о г р а н и ч и в а ю щ е й  э т о т  о б ъ е м ,  и м е е м
д_
d t
p v i  d V ( p v iv k  -  O ik ) d S k  ■
V S
С р а в н и в а я  в ы р а ж е н и я  ( 5 .4 5 )  и  ( 5 .4 8 ) ,  н а х о д и м
(5 .4 8 )
d k  =  p v iv k  -  Oik ■ (5 .4 9 )
В и д н о ,  ч т о  П ^  —  с и м м е т р и ч н ы й  т е н з о р .
У р а в н е н и е  д в и ж е н и я  (5 .3 1 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
d p v i д  d k
+  p f i . (5 .5 0 )
d t  d x k
И з  у р а в н е н и я  ( 5 .5 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  и з м е н е н и е  и м п у л ь с а  е д и н и ц ы  о б ъ ­
е м а  с р е д ы  в  з а д а н н о й  т о ч к е  п р о и с х о д и т  к а к  в с л е д с т в и е  п о с т у п л е н и я  
и м п у л ь с а  о т  с о с е д н и х  ч а с т е й  с р е д ы ,  т а к  и  в с л е д с т в и е  д е й с т в и я  в н е ш ­
н и х  м а с с о в ы х  с и л .
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5.8. Уравнение сохранения 
внутренней энергии
Д л я  и н д и в и д у а л ь н о г о  е д и н и ч н о г о  о б ъ е м а  с п л о ш н о й  с р е д ы  с п р а в е д л и в о  
т е р м о д и н а м и ч е с к о е  р а в е н с т в о  (4 .2 0 ) :
d E вн d Q v +  @ ik d £ ik ■ (5 .5 1 )
Е с л и  и з м е н е н и е  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  п р о и с х о д и т  з а  м а л ы й  п р о м е ­
ж у т о к  в р е м е н и  A t ,  т о  р а з д е л и в  в ы р а ж е н и е  ( 5 .5 1 )  н а  A t  и  п е р е х о д я  к  
п р е д е л у ,  п о л у ч и м




+  &ik& ik ■ (5 .5 2 )
В т о р о е  с л а г а е м о е  п р а в о й  ч а с т и ,  с о д е р ж а щ е е  т е н з о р  с к о р о с т е й  д е ­




d v i  +  dvk_ 
d x k d x i
@ik
d v i  
d x k
(5 .5 3 )
В  в ы р а ж е н и и  (5 .5 3 )  у ч т е н а  с и м м е т р и я  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й .  
В в е д е м  в н у т р е н н ю ю  э н е р г и ю  е д и н и ц ы  м а с с ы  е вн:
E BH р £ вн . (5 .5 4 )
И з м е н е н и е  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  н е к о т о р о г о  и н ­
д и в и д у а л ь н о г о  о б ъ е м а  V  р а в н о :
вн d V  =  d t / р *  вн d V
V  V
(5 .5 5 )
И с п о л ь з у я  п р а в и л о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  п о  в р е м е н и  и н т е г р а л а  п о  
п о д в и ж н о м у  о б ъ е м у  ( 5 .8 ) ,  п о л у ч и м
d t j  р £ вн  d V  =  J
V V
d &вн d p  j  .
p — j------+ £ в н ~ г  +  р£вн А 1У v
d t d t
d V . (5 .5 6 )
С у м м а  в т о р о г о  и  т р е т ь е г о  с л а г а е м о г о  р а в н а  н у л ю ,  т а к  к а к  д а е т  у р а в ­
н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  ( 5 .1 2 ) ,  п о э т о м у  и м е е м
d V = /  р£г d V . (5 .5 7 )
V V
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Выражение (5.53) определяет работу внутренних напряжений, со­
вершаемую за единицу времени в единице объема. Тогда работа, со­
вершаемая внутренними напряжениями за единицу времени во всем 
индивидуальном объеме, равна:





d V . (5.58)
Рассмотрим количество теплоты, поступающей 
за единицу времени в индивидуальный объем от 
внешних источников. Если внутри объема нет ис­
точников или стоков тепла, то тепло может посту­
пать внутрь объема только через его поверхность.
Пусть q  — вектор плотности теплового потока 
(рис. 5.2).
Величина |n q | характеризует тепловую энергию, Рис. 5.2
переносимую за единицу времени через единичную 
площадку с нормалью n  за счет теплопроводности среды. В СИ вели­
чина q измеряется в В т/м 2.
Тогда уравнение баланса тепла в выделенном объеме с использова­
нием формулы Гаусса — Остроградского (1.12) можно записать в сле­
дующем виде:
2 / q „  d v q  d S
S
div q  dV.
V
(5.59)
Если тепло передается выделенному объему извне, то левая часть урав­
нения (5.59) должна быть положительной. Так как выбрана внешняя 
нормаль к ограничивающей объем поверхности, скалярное произведе­
ние q dS  отрицательно. Поэтому после первого равенства в (5.59) по­
ставлен знак минус.
Таким образом, из выражений (5.52)-(5.59) для скорости изменения 
внутренней энергии индивидуального объема имеем
+ div q -  ^  £ ) dV =  0- (5'60)
V
Так как это уравнение записано для произвольного индивидуального
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div q +  aik d v i
d x k
(5.61)
Получено уравнение сохранения внутренней энергии единицы объ­
ема сплошной среды в субстанциональной форме. В локальной форме 




+  v V ^ bh div q +  aik
d v i  
d x k
(5.62)
Из этого уравнения следует, что внутренняя энергия единицы объ­
ема изменяется вследствие притока тепла и работы внутренних напря­
жений.
При всестороннем равномерном сжатии основное термодинамиче­
ское равенство для единицы массы сплошной среды записывается в виде




где S — энтропия единицы массы; V — объем единицы массы сплошной 
среды.





div q — p div v , (5.64)




+  vVS div q . (5.65)
Уравнение (5.65) получено для случая всестороннего равномерного 
сжатия.
Очевидно, уравнение (5.62) более общее, так как оно справедливо 
для любой деформации.
Получим уравнение сохранения внутренней энергии (5.62), рассмот­
рев фиксированный элемент объема сплошной среды.
Баланс энергии в выделенном элементе объема A V  =  A x ^ x 2A x3 
(рис. 5.3) может быть представлен следующим соотношением:
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Скорость Скорость подво- Скорость отво-
накопления да энергии за да энергии за
энергии в счет движения счет движения
объеме среды среды
+
Скорость под- Скорость от- Работа эле-
вода энергии вода энергии мента объема
за счет тепло- за счет тепло- за единицу
проводности проводности времени
Р и с .  5 .3
Э н е р г и ю  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  с п л о ш н о й  с р е д ы  з а п и ш е м  в  в и д е  с у м м ы  
в н у т р е н н е й  и  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и й :
^  1
E v р ^вн +  ^  pV (5 .6 6 )
г д е  е вн —  в н у т р е н н я я  э н е р г и я  е д и н и ц ы  м а с с ы .
С к о р о с т ь  н а к о п л е н и я  э н е р г и и  в  в ы д е л е н н о м  э л е м е н т е  о б ъ е м а  р а в н а :
A V l t  =  А ¥ Ж  ( р £ вн +  1 Р 2
С к о р о с т ь  п о д в о д а  э н е р г и и  з а  с ч е т  д в и ж е н и я  с р е д ы  ч е р е з  г р а н ь ,  п е р ­
п е н д и к у л я р н у ю  о с и  х 1 ( р и с .  5 .3 ) ,  р а в н а :




Скорости подвода энергии за счет движения среды через грани, пер­
пендикулярные осям х 2 и х 3 , записываются аналогично:
Д жхД жз (V2Ev ) |x2 , Д Х1 Д Х2 (V3Ev ) |x3.
Скорости отвода энергии за счет движения среды через грани х 1 +  
Д х 1 , х 2 +  Д х 2 и х 3 +  Д х 3 соответственно таковы:
Д х2Д х3 (v1 Ev) |Ж1+ Д х1 , Д х 1 Д х 3 (v2Ev) |Ж2+ Д х2 ,
Д х 1 Д х 2 (v3Ev) |хз+ Д хз .
Скорости подвода энергии за счет теплопроводности среды в выде­
ленный элемент объема через грани х 1 , х 2 и х 3 соответственно равны
Д х 2 Д х 3 (q1 )x1 , Д х 1 Д х 3 (q2 )x2 , Д х 1 Д х 2 Ы хз.
Скорости отвода энергии за счет теплопроводности среды из эле­
мента объема через грани х 1 +  Д х 1 , х 2 +  Д х 2 и х 3 +  Д х 3 соответственно 
таковы:
Д х 2Д х 3 Ы х1+ Д х1 , Д х 1 Д х 3 ( ? 2 ) Ж2 + Дх2 , Д х 1 Д х 2 (? 3 )хз+ Д хз .
Работа, совершаемая выделенным элементом объема над внешней 
средой, включает: работу против внешних объемных сил (например, 
против силы тяжести) и работу против поверхностных сил, характе­
ризуемых компонентами тензора напряжений . Работа может быть 
представлена как произведение силы на перемещение. Тогда скорость 
совершения работы определится произведением силы на скорость дви­
жения среды.
Работа, совершаемая выделенным элементом объема против объем­
ной силы f , равна
— рД У^/г.
В этом выражении знак минус учитывает тот факт, что работа системы 
против внешних сил равна по величине и противоположна по знаку 
работе внешних сил над системой.
Работа против поверхностных сил, совершаемая в единицу време­
ни на шести гранях рассматриваемого элемента объема, записывается
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с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
Дх 2Дх 3 ( iVi\*i+A*i -  °uVi\Xl) +
+  Д х 1Д х 3 ( ̂ Д\*2+д*2 -  ^ i v i\*2) +
+  Д х1Дх2 (^3ivi\*3+A*3 -  ^ 4 з )  .
П о с л е  п о д с т а н о в к и  з а п и с а н н ы х  в ы р а ж е н и й  в  с о о т н о ш е н и е  б а л а н с а  
э н е р г и и ,  р а з д е л и в  н а  Д V  и  п е р е й д я  к  п р е д е л у  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  р а з ­
м е р о в  в ы д е л е н н о г о  э л е м е н т а  о б ъ е м а ,  п о л у ч и м
d E v _  4  ( E  3 q ^ ___д _
d t  dxi i e d x i d x k (ViOih ) +  pvifi . (5 .6 7 )
С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  ( 5 .6 6 )  д л я  э н е р г и и  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  с п л о ш н о й  
с р е д ы ,  у р а в н е н и й  н е р а з р ы в н о с т и  ( 5 .1 6 )  и  д в и ж е н и я  с р е д ы ( 5 .3 1 )  у р а в ­
н е н и е  (5 .6 7 )  п р е о б р а з у е т с я  к  в и д у  ( 5 .6 2 ) .  М ы  в н о в ь  п о л у ч и л и  у р а в н е н и е  
б а л а н с а  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  в  э й л е р о в о м  п р е д с т а в л е н и и .
5.9. Вектор Умова
П у с т ь  E  и  е  —  п о л н а я  э н е р г и я  с о о т в е т с т в е н н о  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  и  е д и ­
н и ц ы  м а с с ы  с п л о ш н о й  с р е д ы .  Т о г д а  м о ж н о  з а п и с а т ь
E  _  р е  _  р (ев н  +  ек  +  е п ) , (5 .6 8 )
г д е  е вн, е к и  е п —  с о о т в е т с т в е н н о  в н у т р е н н я я ,  к и н е т и ч е с к а я  и  п о т е н ц и ­
а л ь н а я  э н е р г и и  е д и н и ц ы  м а с с ы  с п л о ш н о й  с р е д ы .
Р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы й  ф и к с и р о в а н н ы й  о б ъ е м  V . Б а л а н с  п о л н о й  
э н е р г и и  с р е д ы  в  э т о м  о б ъ е м е  п р и  о т с у т с т в и и  и с т о ч н и к о в  и  с т о к о в  э н е р ­
г и и  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и ,  п о л а г а я ,  ч т о  
э н е р г и я  п е р е д а е т с я  р а с с м а т р и в а е м о м у  о б ъ е м у  и з в н е  и л и  о т д а е т с я  в о  
в н е ш н ю ю  с р е д у  т о л ь к о  ч е р е з  о г р а н и ч и в а ю щ у ю  п о в е р х н о с т ь  S :
3_
dt E d V I  d S
S
h  d S k .
S
(5 .6 9 )
З д е с ь  I  —  в е к т о р  п л о т н о с т и  п о т о к а  п о л н о й  э н е р г и и ,  в е к т о р  У м о в а .  
Е г о  п р о е к ц и я  Ik  н а  к о о р д и н а т н у ю  о с ь  X k  х а р а к т е р и з у е т  п о л н у ю  э н е р ­
г и ю ,  к о т о р а я  п е р е н о с и т с я  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  ч е р е з  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д ­
к у , п е р п е н д и к у л я р н у ю  э т о й  о с и .  Е д и н и ц е й  и з м е р е н и я  в е к т о р а  У м о в а  в
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С И  я в л я е т с я  В т  / м 2 . З н а к  м и н у с  п о с л е  п е р в о г о  р а в е н с т в а  в  (5 .6 9 )  с в я ­
з а н  с  в ы б о р о м  в н е ш н е й  н о р м а л и  к  о г р а н и ч и в а ю щ е й  о б ъ е м  п о в е р х н о с т и .  
Д е й с т в и т е л ь н о ,  е с л и  э н е р г и я  п е р е д а е т с я  о б ъ е м у ,  т о  е г о  э н е р г и я  д о л ж н а  
у в е л и ч и в а т ь с я  с о  в р е м е н е м ,  п р и  э т о м  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в е к т о р а  
У м о в а  н а  в е к т о р  d S  о т р и ц а т е л ь н о .  Е с л и  ж е  р а с с м а т р и в а е м ы й  о б ъ е м  
о т д а е т  э н е р г и ю  в о  в н е ш н ю ю  с р е д у ,  е г о  э н е р г и я  с о  в р е м е н е м  д о л ж н а  
у м е н ь ш а т ь с я ,  а  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в  э т о м  с л у ч а е  б у д е т  п о л о ж и ­
т е л ь н ы м .





' d p  +
е т  +  p
девн  +  d s ^  +  д £ п  
d t  +  d t  +  d t
d V . (5 .7 0 )
П о л а г а е м ,  ч т о  п о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я  е д и н и ц ы  м а с с ы  с п л о ш н о й  с р е ­
д ы  н е  и з м е н я е т с я  с о  в р е м е н е м .  С к о р о с т ь  и з м е н е н и я  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  
в  л ю б о й  ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к е  с р е д ы  о п р е д е л я е т с я  у р а в н е н и е м  ( 5 .6 2 ) :
д £ п  _ В бвн




d q k  d v i
d x k d x k
(5 .7 1 )
К и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  е д и н и ц ы  м а с с ы  с п л о ш н о й  с р е д ы ,  д в и ж у щ е й ­




v i v i
2
(5.72)
И з м е н е н и е  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  м о ж н о  в ы р а ­
з и т ь  с  и с п о л ь з о в а н и е м  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  (5 .3 1 )  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
д £ к
d t
d v i  f  d v i
Vi —  = Vi -Vk t t ~  
u t  у  O Xk
+  1  d o ik  +  f  
p  O Xk
(5.73)
И з в е с т н о ,  ч т о  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и н и ц у  м а с с ы  с п л о ш н о й  с р е д ы  
в о  в н е ш н е м  п о л е ,  с в я з а н а  с  г р а д и е н т о м  п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и и  с л е д у ­




(5 .7 4 )
К р о м е  т о г о ,  у ч т е м  ( 5 .7 2 ) :
d v i  =  _ д _  (  





Подставляя уравнения (5.71)—(5.75) в выражение (5.70) и приводя 






(Як +  pV k £ Vi&ik) dV. (5.76)
V  V
Применяя к правой части теорему Гаусса
д_
d t
E  d V (як +  PVk £ -
— Остроградского, имеем 
V iO ik ) d S k . (5.77)
V S
Сравнивая выражения (5.69) и (5.77), для компонент вектора Умова 
получаем
Ik =  Як + PVk £ -  ViOik. (5.78)
Это выражение можно записать в векторном виде:
I =  q +  pv£ -  vOr, (vO)k =  ViOik. (5.79)
Первый член в правой части полученного выражения есть вектор 
плотности потока тепла. В изотропной среде его направление зависит 
только от направления градиента температуры (5.88). Эта составля­
ющая вектора Умова отлична от нуля и в покоящейся среде. Второй 
член описывает перенос полной энергии самой движущейся средой. Его 
направление совпадает с направлением движения среды. Наконец, тре­
тий член есть вектор плотности потока энергии, связанной с работой 
внутренних напряжений в единице объема среды. Он также существует 
лишь в движущейся среде, хотя его направление не совпадает с направ­
лением скорости движения среды.
Можно получить уравнение сохранения полной энергии единицы 
объема среды, которое имеет тот же вид, что и уравнение неразрыв­
ности (5.16):
dP£ +  div I =  0. (5.80)
d t
Однако в таком общем виде уравнение сохранения энергии применя­
ется сравнительно редко, так как при решении конкретных задач оказы­
вается полезнее и практичнее рассматривать различные виды энергии 
в отдельности.
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5.10. Замкнутая система уравнений 
движения сплошной среды
Запишем систему уравнений сохранения, описывающих движение 
сплошной среды.
1. Уравнение неразрывности (5.16):
dP + div (pv ) =  0. (5.81)
2. Уравнение движения (5.31):
d v i  d v i  1 d o ik
~Я+ +  Vk Я =  f i +  ~ ~ а  'd t  д х к P  O Xk
(5.82)
3. Уравнение сохранения внутренней энергии (5.62):
д ^вн
~ d t




Чтобы подсчитать количество независимых физических величин в 
этих уравнениях, вспомним связь между компонентами тензора напря­
жений, тензора деформаций и вектора смещений (4.78), (3.6):




1 (  ди
£гк 2
i +  д и к dui
v i =дхк ' dxi У ’ i dt ( )
Нетрудно видеть, что 5 скалярных уравнений (5.81)—(5.83) содержат 
8 независимых физических величин:
P 5 u i 5 ^BH qi ; i =  1,2, 3.
Таким образом, система уравнений сохранения (5.81)—(5.83) не замкну­
та. Необходимы дополнительные уравнения.
Термическое уравнение состояния устанавливает связь между дав­
лением, плотностью и температурой:
Р =  Р (P5 Т ) . (5.86)
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Например, для одного моля идеального газа, как известно, имеем 
p  =  p R T , где R  — универсальная газовая постоянная.
Калорическое уравнение состояния устанавливает связь между 
внутренней энергией, давлением и температурой:
£вн =  £вн (p , T ). (5.87)
Например, удельная внутренняя энергия идеального газа равна: е вн =  
c v T , где c v  — удельная теплоемкость газа при постоянном объеме.
Феноменологический закон теплопроводности Фурье устанавливает 
линейную зависимость плотности теплового потока от градиента тем­
пературы среды:
О Л Т Т
q =  - Л V T ,  qt =  - Л — , (5.88)
где Л -  коэффициент теплопроводности вещества среды.
Таким образом, система уравнений (5.81)—(5.88) замкнута.
Очевидно, что для решения этих уравнений необходимо задать кра­
евые условия, т. е. для получения единственного решения необходимо в 
начальный момент времени задать все искомые физические величины 
на некоторой поверхности. В частности, в случае стационарных процес­
сов, зная граничные условия, из решения системы уравнений движения 
сплошной среды можно определить значения физических величин в лю­
бой точке объема, занимаемого средой.
Вообще говоря, было бы необходимо доказать существование и един­
ственность решения фундаментальной системы уравнений. Однако в 
силу их сложности это в общем случае не доказано. Доказательство 
можно получить лишь для простейших случаев. Поэтому нам придется 
принять на веру, что решение системы уравнений движения сплошной 
среды существует и при заданных краевых условиях оно единственно.
Все феноменологические параметры, входящие в систему, в общем 
случае могут зависеть от термодинамических переменных, например, 
от давления и температуры. Разумеется, эта зависимость должна быть 
известна из опыта или определена из молекулярно-кинетической тео­
рии.
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5.11. Уравнение теплопроводности 
изотропных сред
У р а в н е н и е м  т е п л о п р о в о д н о с т и  с р е д ы  п р и н я т о  н а з ы в а т ь  д и ф ф е р е н ц и ­
а л ь н о е  у р а в н е н и е ,  о п и с ы в а ю щ е е  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  т е м п е р а т у р ы  в  л ю ­
б о й  ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к е  с р е д ы  и  п р о с т р а н с т в е н н у ю  н е о д н о р о д н о с т ь  
т е м п е р а т у р ы  в  л ю б о й  ф и к с и р о в а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  в  з а в и с и м о с т и  
о т  т е п л о ф и з и ч е с к и х  с в о й с т в  с р е д ы .
В ы в о д  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и  п р о в е д е м  н а  о с н о в е  у р а в н е н и я  
с о х р а н е н и я  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  ( 5 .6 1 ) .  Д л я  п р о с т о т ы  р а с с м о т р и м  и з о ­
т р о п н у ю  с р е д у ,  к о т о р а я  х а р а к т е р и з у е т с я  е д и н с т в е н н ы м  к о э ф ф и ц и е н ­
т о м  т е п л о п р о в о д н о с т и  Л. Т о г д а  с  у ч е т о м  з а к о н а  т е п л о п р о в о д н о с т и  Ф у ­
р ь е  ( 5 .8 8 )  п е р в о е  с л а г а е м о е  п р а в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  (5 .6 1 )  з а п и с ы в а е т с я  
в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
— d iv  q =  d i v  ( X V  T ). (5 .8 9 )
И з м е н е н и е  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  и н д и в и д у а л ь н о й  
ч а с т и ц ы  с р е д ы  е д и н и ч н о й  м а с с ы  в  с о о т в е т с т в и и  с  у р а в н е н и я м и  (5 .5 2 )  





1  d v i
+ Cik~i .
p  d x k
(5 .9 0 )
И н д е к с  m  в  п е р в о м  с л а г а е м о м  п р а в о й  ч а с т и  о з н а ч а е т ,  ч т о  р а с с м а т р и ­
в а е т с я  е д и н и ц а  м а с с ы  с р е д ы .  П р е о б р а з у е м  э т о  с л а г а е м о е  с л е д у ю щ и м  
о б р а з о м :
d Q m  =  d Q m  d T  =  c d T  
d t  d T  d t  d t
(5 .9 1 )
г д е  c  =  d Q m / d T  —  у д е л ь н а я  т е п л о е м к о с т ь  с р е д ы .
П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  ( 5 .8 9 ) —( 5 .9 1 )  в  у р а в н е н и е  с о х р а н е н и я  в н у т ­




+  v V T d iv  ( Л V T ) . (5 .9 2 )
У р а в н е н и е  (5 .9 2 )  н а з ы в а ю т  у р а в н е н и е м  т е п л о п р о в о д н о с т и  с р е д ы .  
Е с л и  п р е н е б р е ч ь  з а в и с и м о с т ь ю  к о э ф ф и ц и е н т а  т е п л о п р о в о д н о с т и  о т  
к о о р д и н а т ,  т о  д л я  п о к о я щ е й с я  с р е д ы  (v = 0 ) и м е е м
d T
~3t
a A T . (5.93)
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З д е с ь  в е л и ч и н а
Л
а  =  —  
с р
н а з ы в а е т с я  к о э ф ф и ц и е н т о м  т е м п е р а т у р о п р о в о д н о с т и .
Е с л и  н а ч а л ь н ы е  и  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  з а д а н ы ,  т о  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  
т е п л о п р о в о д н о с т и  ( 5 .9 3 )  о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я е т  т е м п е р а т у р у  с р е д ы  в  
л ю б о й  т о ч к е  в  л ю б о й  м о м е н т  в р е м е н и .
5.12. Тензор вязких напряжений
У п р у г и е  н а п р я ж е н и я  в о з н и к а ю т  в  с п л о ш н о й  с р е д е  в с л е д с т в и е  с м е щ е ­
н и й  п о д  д е й с т в и е м  в н е ш н и х  с и л  о д н и х  у ч а с т к о в  с р е д ы  п о  о т н о ш е н и ю  к  
д р у г и м .
О п ы т  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  н а п р я ж е н и я  м о г у т  в о з н и к а т ь  и  в с л е д с т в и е  
р а з л и ч н о й  с к о р о с т и  с м е щ е н и й  с о с е д н и х  э л е м е н т о в  с р е д ы .  В  э т о м  л е г к о  
у б е д и т ь с я  н а  с л е д у ю щ е м  м ы с л е н н о м  э к с п е р и м е н т е .
П р е д с т а в и м  с е б е  т о н к у ю  п л а с т и н у ,  п л а в а ю щ у ю  н а  п о в е р х н о с т и  ж и д ­
к о с т и  (р и с .  5 .4 ) .
*2*
Р и с .  5 .4
Е с л и  с д в и н у т ь  п л а с т и н у  в  н о в о е  п о л о ж е н и е  в д о л ь  п о в е р х н о с т и  ж и д ­
к о с т и ,  т о  о н а  о с т а н е т с я  н е п о д в и ж н о й  в  э т о м  н о в о м  п о л о ж е н и и ,  т. е . 
у п р у г а я  с и л а , в о з в р а щ а ю щ а я  е е  в  п р е ж н е е  п о л о ж е н и е ,  о т с у т с т в у е т .  О д ­
н а к о  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  с д в и н у т ь  п л а с т и н к у ,  н е о б х о д и м о  п р и л о ж и т ь  н е к о ­
т о р у ю  с и л у . Е с л и  п е р е д в и г а т ь  п л а с т и н к у  в д о л ь  п о в е р х н о с т и  ж и д к о с т и  
п р я м о л и н е й н о  и  р а в н о м е р н о ,  т о  в  с о о т в е т с т в и и  с  п е р в ы м  з а к о н о м  Н ь ю ­
т о н а  д е й с т в у ю щ а я  н а  п л а с т и н к у  р е з у л ь т и р у ю щ а я  с и л а  р а в н а  н у л ю . Э т о
159
о з н а ч а е т ,  ч т о  с о  с т о р о н ы  ж и д к о с т и  н а  п л а с т и н к у  д е й с т в у е т  с и л а  с о ­
п р о т и в л е н и я ,  р а в н а я  п о  в е л и ч и н е  и  п р о т и в о п о л о ж н а я  п о  н а п р а в л е н и ю  
в н е ш н е й  с и л е . П р и ч е м  э т а  с и л а  с о п р о т и в л е н и я  с у щ е с т в у е т  л и ш ь  т о г д а ,  
к о г д а  п л а с т и н к а  д в и ж е т с я .  Ч т о б ы  в  р а м к а х  м е х а н и к и  с п л о ш н ы х  с р е д ,  
т. е . и г н о р и р у я  м о л е к у л я р н о е  с т р о е н и е  ж и д к о с т и ,  п о н я т ь  м е х а н и з м  в о з ­
н и к н о в е н и я  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я ,  р а з д е л и м  м ы с л е н н о  в е с ь  о б ъ е м  ж и д ­
к о с т и  н а  т о н к и е  с л о и ,  п а р а л л е л ь н ы е  е е  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и .  С л о й ,  
п р и л е г а ю щ и й  н е п о с р е д с т в е н н о  к  п л а с т и н к е ,  к а к  б ы  « п р и л и п а е т »  к  н е й  
и  у в л е к а е т с я  в  д в и ж е н и е  с  т о й  ж е  с к о р о с т ь ю .  С л е д у ю щ и й  с л о й  ж и д к о ­
с т и ,  с  о д н о й  с т о р о н ы ,  у в л е к а е т с я  в е р х н и м  с л о е м ,  а  с  д р у г о й  —  т о р м о ­
з и т с я  н и ж н и м ,  т. е . с к о р о с т ь  е г о  д в и ж е н и я  м е н ь ш е .  П о  м е р е  у д а л е н и я  
о т  п л а с т и н к и  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  н е п р е р ы в н о  у м е н ь ш а е т с я  и  
н а  н и ж н е й  п л а с т и н е  о н а  р а в н а  н у л ю . К а ч е с т в е н н а я  з а в и с и м о с т ь  с к о ­
р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в д о л ь  о с и  х 1 о т  н о р м а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  х 2 
п о к а з а н а  н а  р и с .  5 .4 .
Т а к и м  о б р а з о м ,  с и л а  с о п р о т и в л е н и я  в о з н и к а е т  т о г д а ,  к о г д а  е с т ь  н о р ­
м а л ь н ы й  к  п л а с т и н к е  г р а д и е н т  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и .  Э т о т  э к с ­
п е р и м е н т а л ь н ы й  ф а к т  Н ь ю т о н  з а п и с а л  в  в и д е  ф о р м у л ы
З д е с ь  а 12 —  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  в  н а п р а в л е н и и  к о о р д и н а т н о й  о с и  x i  
н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  п л а с т и н к и ,  к о т о р а я  п е р п е н д и к у л я р н а  о с и  х 2; п  —  
ф е н о м е н о л о г и ч е с к и й  к о э ф ф и ц и е н т ,  н а з ы в а е м ы й  к о э ф ф и ц и е н т о м  с д в и ­
г о в о й  в я з к о с т и .  Ж и д к о с т и ,  к о т о р ы е  п о д ч и н я ю т с я  с о о т н о ш е н и ю  ( 5 .9 4 ) ,  
н а з ы в а ю т с я  н ь ю т о н о в с к и м и  ж и д к о с т я м и .  Ж и д к о с т и ,  к о т о р ы е  н е  п о д ­
ч и н я ю т с я  э т о м у  з а к о н у  ( п а с т ы ,  с у с п е н з и и  и  в ы с о к о п о л и м е р н ы е  м а т е р и ­
а л ы ) ,  н а з ы в а ю т с я  н е н ь ю т о н о в с к и м и  ж и д к о с т я м и .
Т а к и м  о б р а з о м ,  в  с п л о ш н о й  с р е д е  п р и  д е ф о р м а ц и и  м о г у т  в о з н и к а т ь  
н а п р я ж е н и я ,  п р о п о р ц и о н а л ь н ы е  н е  с а м о й  д е ф о р м а ц и и ,  а  с к о р о с т и  д е ­
ф о р м а ц и и .  О б о б щ а я  р е з у л ь т а т  ( 5 .9 4 ) ,  м ы  м о ж е м  п о  а н а л о г и и  с  т е н з о ­
р о м  у п р у г и х  н а п р я ж е н и й  , з а в и с я щ и м  о т  д е ф о р м а ц и и  ( 4 .3 0 ) ,  в в е с т и  
т е н з о р  a ik , з а в и с я щ и й  о т  с к о р о с т и  д е ф о р м а ц и и :
Т е н з о р  a ik н а з ы в а ю т  т е н з о р о м  в я з к и х  н а п р я ж е н и й ;  £  —  к о э ф ф и ц и ­
е н т  о б ъ е м н о й  в я з к о с т и ;  п  —  к о э ф ф и ц и е н т  с д в и г о в о й  в я з к о с т и  и л и  п р о -
d v 1
(5 .9 4 )а  12 =  П
д х 2
(5 .9 5 )
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сто к о э ф ф и ц и е н т  в я з к о с т и . Очевидно, что в механике сплошных сред 
оба коэффициента вязкости, так же как модули всестороннего сжатия и 
сдвига, являются феноменологическими коэффициентами. Их значения 
для любых веществ и при любых температурах должны быть известны 
из эксперимента или рассчитаны на основе молекулярно-кинетической 
теории.
Выражение (5.95) с учетом формулы (5.3) для тензора скоростей 
деформации может быть преобразовано к следующему виду:
О ik сФ к  я0X1+  ц
dvi dvk 2  dvi
------  + ------  — —Oik ------C\ 1 C\ O i  Adxk dXi 3 dxi (5.96)
Тензор вязких напряжений — также симметричный тензор. Линей­
ная зависимость тензора напряжений от тензора деформаций выражает 
закон Гука. Линейная зависимость тензора вязких напряжений от тен­
зора скоростей деформаций называется законом Навье — Стокса.
Единицей измерения коэффициента вязкости в СИ является 
п а с к а л ь - с е к у н д а  (Па ■ с).
В расчетах вместо коэффициента динамической вязкости ц часто 
используют к о э ф ф и ц и е н т  к и н е м а т и ч е с к о й  в я з к о с т и  v . Эти коэффи­
циенты связаны между собой следующим соотношением: v =  ц/р (р — 
плотность жидкости)
В таблице приведены величины динамической (ц) и кинематической 
(v) вязкости некоторых жидкостей.
Жидкость ц х 103, Па ■ с v х 106, м2/с
Вода 1,0 1,0
Воздух 1,8 -10-2 14,0
Спирт этиловый 1,18 1,5
Глицерин 830,0 659,0
Бензин 0,65 0,93
Отметим, что коэффициент динамической вязкости как плотных га­
зов, так и жидкостей слабо зависит от давления и сильно — от темпе­
ратуры. Динамическая вязкость газов с повышением температуры уве­
личивается, а динамическая вязкость жидкостей — уменьшается.
161
5.13. Модели сплошных сред
В общем случае движения сплошной среды возникающие в ней внут­
ренние напряжения долж ны  складываться из упругих и вязких напря­
жений. Общий тензор напряжений будет иметь вид
P ik Cik +  Cik  3 a h { T  T o)^ik +  kO ik e ll +
(   ̂ \  d v
+  2 k  i £ ik 3 Oik e ll J  +  C °ik  ~gX +
+  n
dvi dvk 2 dvi
----- + ----- -- —Oik---- idxk dxi 3 dxi
(5.97)
У ч ет  вязких напряжений не изменит форму уравнений движения 
(5.31) и сохранения внутренней энергии (5.62). Достаточно тензор упру­
гих напряжений заменить полным тензором напряжений.
Уравнение движения:
d v i d v i
d t  + V k d x k
1  d P iik
+  f i .
P  d x k
Уравнение сохранения внутренней энергии: 
' B eP
d t




Таким образом, сплошная среда характеризуется (с кинематической  
точки зрения) пятью  феноменологическими коэффициентами, входя­
щими в выражение (5.97) для тензора напряжений. При решении ф ун­
даментальной системы уравнений движения сплошной среды необхо­
димо учиты вать все члены выражения (5.97). Однако в такой общей 
постановке ни одна задача еще не была решена в силу ее чрезвычайной  
математической сложности. Д ля каждой конкретной задачи или класса 
задач приходится делать разумные упрощающие предположения.
О пы т подсказывает нам, что все сплошные среды можно разделить 
на три существенно отличающихся друг от друга класса: твердые тела, 
жидкости и газы. Не касаясь различий в характере молекулярного дви­
жения в этих средах, определим эти различия с феноменологической  
точки зрения.
Т в е р д о е  те л о . В большинстве задач твердое тело можно характе­
ризовать как среду, в которой деформации подчиняются закону Гука,
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а скорости деформации малы, т. е. можно пренебречь вязкими напря­
жениями:
к  =  ф ц =  ф £ =  0 , п  =  0 .
Эти задачи составляют предмет теории упругости (растяжение, изгиб, 
кручение стержней, пластинок, оболочек и т. д.).
Второй характерной особенностью твердого тела в обычном понима­
нии является то, что твердое тело может быть подвергнуто как сжатию, 
так и растяжению, т. е. о ц  ^ 0 . Относительное изменение объема при 
деформации мало: | Ец |^ 1.
Если возникает необходимость в учете вязкостных свойств твердо­
го тела, то нужно сохранять в общем тензоре напряжений члены, зави­
сящие от скоростей деформаций. Это предмет науки реологии, которая 
включает теории пластичности и ползучести материалов (деформи­
рование за пределами упругости — прокатка, штамповка и т. д.).
Ж̂ и д к о с т ь . Наиболее характерное физическое свойство сплошной 
среды, которую называют жидкостью, заключается в легком изменении 
ее формы. Вода, налитая в сосуд, принимает форму сосуда. Наклоняя 
сосуд, мы вновь наблюдаем изменение формы жидкости, происходя­
щее без видимых усилий. Следовательно, такая среда обладает малым 
сопротивлением формы, т. е. ее модуль сдвига мал или вообще равен 
нулю.
Таким образом, для жидкости имеем
к  =  Ф Ц =  Ф £ =  0 ,  п  =  0 .
Отметим, что жидкость, как и твердое тело, может быть как сжа­
та, так и растянута. Однако ее прочность на растяжение, как правило, 
значительно меньше прочности твердых тел, и в большинстве задач 
предполагается о ц < 0 , т. е. жидкость может быть только сжата, но 
не растянута. Относительное изменение объема при сжатии, как и для 
твердых тел, невелико: | Ец |^ 1.
Г а з . Газы, как и жидкости, легко изменяют свою форму, поэтому 
могут рассматриваться как среда с исчезающе малым модулем сдвига:
к  =  ф Ц =  ф £ =  0 ,  п  =  0
В отличие от жидкостей газы принципиально не могут быть рас­
тянуты, поэтому для газов о ц <  0 . Другое отличие от жидкостей и
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твердых тел состоит в том, что газы сильно изменяют свой объем при 
изменении давления9, £ц < 1. Твердые тела и жидкости при решении 
многих практических задач можно считать несжимаемыми (£ц =  0).
Как для газов, так и для жидкостей при неизменной температуре 
тензор упругих напряжений имеет вид




k , °ik 'P&ih j (5.100)
т. е. в жидкостях и газах давление изотропно.
Р е л а к с а ц и я  н а п р я ж е н и й . Приведенное деление сплошных сред 
на твердые тела и жидкости весьма условно. Критерии такого деления 
в существенной мере зависят от соотношения между временем действия 
внешних сил, прилагаемых к среде, тf и временем релаксации внутрен­
них напряжений тр.
В результате деформации среды возникающие внутри нее напряже­
ния после прекращения внешнего воздействия релаксируют, т. е. исчеза­
ют за некоторый характерный для данной среды и при данных условиях 
промежуток времени тр. Релаксация сопровождается некоторым необ­
ратимым изменением в среде (остаточные деформации). После снятия 
внешних сил и релаксации внутренних напряжений среда, вообще гово­
ря, не возвращается в исходное недеформированное состояние.
Если время релаксации внутренних напряжений много больше вре­
мени действия внешних сил, тр ^  Tf, то любая среда ведет себя как 
твердое тело. Например, вода при быстром воздействии на нее внешних 
сил может рассматриваться как твердое тело (удар о воду), обладающее 
определенным модулем сдвига.
Если же время релаксации внутренних напряжений много меньше 
времени внешнего воздействия, тр ^  Tf, то любая среда может рас­
сматриваться как вязкая жидкость с модулем сдвига, равным нулю. 
Изучение движения таких жидкостей составляет предмет гидродина­
мики. Например, битум или смола при быстром воздействии внешней 
силы ведут себя как твердое тело (рассыпаются при ударе), а при дли­
тельном действии внешних сил растекаются по поверхности или при­
нимают форму сосуда, в который были положены, т. е. ведут себя как
9В соответствии с уравнением Клапейрона — Менделеева для одного моля иде­
ального газа имеем: p V  =  R T , т. е. объем, занимаемый одним молем идеального 
газа, в изотермических условиях обратно пропорционален давлению.
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ж идкость. Даже стальной стержень при растяжении силой, вызываю­
щей в нем заведомо только упругие деформации, с течением времени 
течет и необратимо удлиняется, особенно при повышенных температу­
рах (ползучесть).
Таким образом, выбор модели сплошной среды при решении неста­
ционарных задач определяется не только агрегатным состоянием веще­
ства, но и соотношением м еж ду временем внешнего воздействия, вы­
зывающего деформацию среды, и временем релаксации внутренних на­
пряжений. Одна и та же среда в различных задачах может рассматри­
ваться и как твердое тело, и как жидкость.
Подводя итог, запишем выражение для полного тензора напряжений 
для ньютоновских жидкостей и газов:
Pik P $ ik  +  ^&ik d v i
d x i
+  n
d v i  +  d v k  2  .  d v i
r\ + r\ r> ^ik r\
d x k  d x i  3 d x i
(5.101)
Контрольные вопросы
1. Что определяет след тензора скоростей деформаций?
2. В чем отличие между индивидуальным и фиксированным объемами 
сплошной среды?
3. Какой физический смысл имеет уравнение неразрывности?
4. В чем принципиальное отличие между субстанциональным и локаль­
ным описанием движения сплошной среды?
5. Из какого фундаментального закона следует симметрия тензора напря­
жений?
6. Что характеризует величина вектора плотности теплового потока?
7. В каком случае вектор Умова равен вектору плотности теплового по­
тока?
8. Сколько независимых физических величин содержится в уравнениях 
сохранения? Перечислите эти величины. 9
9. Перечислите уравнения, составляющие замкнутую систему уравнений 
движения сплошной среды.
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10. При каком условии в среде возникают вязкие напряжения?
11. В чем отличие между тензорами упругих и вязких напряжений?
12. Чему равен модуль сдвига для ньютоновских жидкостей и газов?
13. Каким критерием руководствуются при выборе модели сплошной сре­
ды (жидкость или твердое тело) при описании нестационарных процес­
сов?
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Гидродинамика — раздел механики сплошных сред, в котором изуча­
ется движение жидкостей и газов со скоростями, меньшими скорости 
звука. Э то  позволяет во многих задачах считать и ж идкость, и газ 
несжимаемыми средами, что существенно упрощает теорию. Приклад­
ные задачи гидродинамики связаны, как правило, с изучением взаимо­
действия движущейся жидкости с твердыми телами.
Обычно в гидродинамике термин «ж идкость» обозначает как ка­
пельную ж идкость, так и газ. Случаи, когда речь идет именно о газах, 
будем специально оговаривать.
Идеальная ж идкость является наиболее простой механической мо­
делью  движущейся сплошной среды. Предполагается, что ж идкость не 
обладает диссипативными свойствами, т. е. лишена вязкости и тепло­
проводности. При этом она остается ньютоновской жидкостью, модуль 
сдвига которой равен нулю. Несмотря на то, что это весьма идеализиро­
ванная модель, многие характерные черты движения жидкости и газа 
как сплошных сред могут быть изучены при помощи этой простейшей 
модели, по крайней мере вдали от поверхности обтекаемых тел.
6.1. Уравнения движения 
идеальной жидкости
При изотермическом движении идеальной (невязкой) жидкости пол­
ный тензор напряжений (5.101) определяется только гидродинамиче-
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с к и м  д а в л е н и е м  p :
P ik  =  - p S i k . ( 6 . 1 )
Т о г д а  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  ( 5 .9 8 )  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  в  п р о е к ц и и  
н а  к о о р д и н а т н у ю  о с ь  x i б у д е т  и м е т ь  в и д
d v i  d v i  1  d p  . __ г) о
д у г  +  v k ^—  =  —  о-----+ ^ , г =  1 , 2 , 3.
d t  d x k р  d x i
(6.2)
З д е с ь  v i —  i - к о м п о н е н т а  в е к т о р а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ;  f i —  
i - к о м п о н е н т а  в е к т о р а  п л о т н о с т и  м а с с о в о й  с и л ы . У р а в н е н и е  ( 6 .2 )  н а з ы ­
в а е т с я  у р а в н е н и е м  Э й л е р а .
У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  к а к  у р а в н е н и е  с о х р а н е н и я  м а с с ы  б у д е т  
и м е т ь  п р е ж н и й  в и д : дп
( 6 .3 )+  d i v  ( p v )  =  0 .
У р а в н е н и е  д л я  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  е д и н и ц ы  м а с с ы  ж и д к о с т и  (5 .9 9 )  
е вн м о ж н о  з а п и с а т ь  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
Р
Зевн
~at +  W ebh =  - p  d iv  v , ( 6 .4 )
и л и
pT C d S  +  v V .s\  =  0 , ( 6 .5 )
г д е  S —  э н т р о п и я  е д и н и ц ы  м а с с ы  ж и д к о с т и .




Т а к и м  о б р а з о м ,  э н т р о п и я  и н д и в и д у а л ь н о й  ч а с т и ц ы  и д е а л ь н о й  ж и д ­
к о с т и  е д и н и ч н о й  м а с с ы  с о х р а н я е т с я  в  п р о ц е с с е  е е  д в и ж е н и я .  Э т о т  р е ­
з у л ь т а т  о ч е в и д е н ,  т а к  к а к  ж и д к о с т ь  л и ш е н а  м е х а н и з м о в  и з м е н е н и я  э н ­
т р о п и и .  В  с и л у  о т с у т с т в и я  т е п л о п р о в о д н о с т и  в  э л е м е н т  о б ъ е м а  ж и д к о ­
с т и  т е п л о  н е  м о ж е т  п о с т у п а т ь  и з в н е ,  т а к  ж е  к а к  и  п о к и д а т ь  е г о .  П о л а г а я  
р а в н о й  н у л ю  в я з к о с т ь  ж и д к о с т и ,  м ы  у с т р а н и л и  и с т о ч н и к  в о з р а с т а н и я  
э н т р о п и и  в н у т р и  э л е м е н т а  о б ъ е м а  в с л е д с т в и е  р а б о т ы  с и л  в н у т р е н н е г о  
т р е н и я .
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Система уравнений движения идеальной жидкости включает пять 
независимых уравнений (6.2), (6.3), (6.4) или (6.5), которые содержат 
шесть неизвестных физических величин:
vi, Рч р  в̂н*
Для замыкания системы уравнений необходимо добавить калорическое 
уравнение состояния, устанавливающее зависимость внутренней энер­
гии единицы массы жидкости от давления и температуры:
£вн =  /  (р, р)* (6.7)
6.2. Изэнтропическое движение
Рассмотрим случай, когда энтропия одинакова во всех точках движу­
щейся жидкости и не изменяется с течением времени, т. е.
S = S0 =  const* (6.8)
Такие движения идеальной жидкости называются изэнтропическими. 
В этом случае уравнения (6.4)-(6.6) оказываются лишними, достаточ­
но четырех скалярных уравнений (6.2), (6.3), которые вместе с урав­
нением состояния образуют замкнутую систему уравнений движения 
идеальной жидкости.
Для изэнтропических движений уравнению (6.2) можно придать 
другой вид. Воспользуемся известным термодинамическим соотноше­
нием для энтальпии единицы массы:
h =  евн +  pV, dh = -  dp +  T dS* (6.9)
р
Так как для изэнтропического движения dS =  0, то имеем
dh = — dp, Vh =  -  Vp* (6.10)
р р
Предположим, что поле внешних сил потенциально (например, поле 
силы тяжести), т. е.
f  =  —V^noT, (6.11)
169
где £пот — потенциальная энергия единицы массы жидкости в поле 
внешних сил. Тогда уравнение движения будет иметь вид
д v
~3t
+  (vV )v V ( h  +  £пот ) .
Воспользуемся известной формулой векторного анализа
(6.12)
(vV )v
2 V " 2
[ v, rot v ]. (6.13)
Подставляя в уравнение (6.12), получим
д v
~дЬ
[ v , rot v ] V
v 2
—  +  П +  £пот (6.14)
Взяв операцию rot от обеих частей последнего уравнения и учитывая, 
что rot V  =  0, имеем
д
— rot v 
dt
rot [ v , rot v ]. (6.15)
Последнее уравнение называется уравнением Эйлера в форме Гро- 
мека. Оно содержит только скорость движения жидкости. Таким обра­
зом, в случае изэнтропических течений идеальной жидкости, если мас­
совые силы потенциальны, то скорости могут быть найдены независимо 
от других переменных течения. При заданных граничных и начальных 
условиях это решение существует и оно единственно, т. е. задача ста­
новится чисто кинематической. Для отыскания других переменных ха­
рактеристик течения необходимо, зная скорость, вернуться к исходной 
форме уравнений. Например, давление может быть найдено из уравне­
ния Эйлера.
Если ввести аксиальный вектор10 w, называемый вихревой скоро­
стью, соотношением
w =  -  rot v, (6.16)
то уравнение Громека можно записать в виде
д w
—  =  rot [v, w ]. (6Л7)
10Аксиальными векторами или псевдовекторами называют векторы, которые из­
меняют свое направление на противоположное при переходе от  правой системы ко­




П о с к о л ь к у  в  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  с и л ы  в н у т р е н н е г о  т р е н и я  о т с у т с т в у ­
ю т ,  е е  с о с е д н и е  с л о и  д в и ж у т с я  с  о д и н а к о в о й  с к о р о с т ь ю .  С  т а к о й  ж е  
с к о р о с т ь ю  д в и ж е т с я  с л о й  ж и д к о с т и  в д о л ь  п о в е р х н о с т и  т в е р д о г о  т е л а .
П о э т о м у  е д и н с т в е н н ы м  ф и з и ч е с к и м  о г р а н и ч е н и е м  д л я  с к о р о с т и  
ж и д к о с т и  н а  н е к о т о р о й  т в е р д о й  п о в е р х н о с т и  е с т ь  у с л о в и е  н е п р о т е к а ­
н и я .  Э т о  у с л о в и е  н а к л а д ы в а е т с я  л и ш ь  н а  н о р м а л ь н у ю  к  п о в е р х н о с т и  
т е л а  к о м п о н е н т у  в е к т о р а  с к о р о с т и  ж и д к о с т и .
Н а  н е п о д в и ж н о й  п о в е р х н о с т и  н о р м а л ь н а я  к о м ­
п о н е н т а  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  д о л ж н а  б ы т ь  р а в н а  н у ­
л ю :
v n  =  v n —  0 . (6 .1 8 )
Е с л и  с и с т е м а  к о о р д и н а т  н е  с в я з а н а  с  о б т е к а е ­
м ы м  т е л о м  и  о т н о с и т е л ь н о  э т о й  с и с т е м ы  о н о  д в и ­
ж е т с я  с о  с к о р о с т ь ю  u ,  т о  н о р м а л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  
в е к т о р о в  с к о р о с т и  т е л а  и  ж и д к о с т и  в  л ю б о й  т о ч к е  о б т е к а е м о й  п о в е р х ­
н о с т и  д о л ж н ы  б ы т ь  о д и н а к о в ы  (р и с .  6 . 1 ):
Р и с .  6 .1
v n — u n. (6 .1 9 )
В  к а ч е с т в е  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  н е о б х о д и м о  з а д а т ь  з н а ч е н и я  в с е х  и с ­
к о м ы х  ф у н к ц и й  в  н е к о т о р ы й  м о м е н т  в р е м е н и .
6.4. Уравнение Бернулли
Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и ,  п р и  к о т о р о м  в о  в с е х  е е  т о ч к а х  с к о р о с т ь  у д о в л е ­
т в о р я е т  у с л о в и ю  r o t  v  — 0 , н а з ы в а е т с я  п о т е н ц и а л ь н ы м .  В  п р о т и в н о м  
с л у ч а е ,  к о г д а  r o t  v  — 0 , д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  н а з ы в а ю т  н е п о т е н ц и а л ь ­
н ы м ,  и л и  в и х р е в ы м .
6.4.1. Уравнение Бернулли при потенциальном 
движении жидкости





Тогда для стационарного потенциального изэнтропического движе­
ния идеальной жидкости из уравнения (6.14) имеем
О =  V  ( — +  h +  £пот  ̂ . (6.20)
В любой точке потока последнее равенство может выполняться толь­
ко тогда, когда выражение в скобках равно некоторой постоянной во 
всей области течения жидкости:
„,2
— +  h +  £пот =  const. (6.21)
Уравнение (6.21) есть первый интеграл уравнения движения Эйлера 
и называется уравнением Бернулли. Оно представляет закон сохранения 
полной энергии единицы массы идеальной жидкости. Действительно, 
первое слагаемое левой части — кинетическая энергия единицы массы 
жидкости, второе — внутренняя энергия плюс работа сил давления и 
третье слагаемое — потенциальная энергия единицы массы жидкости в 
поле внешних сил.
Для несжимаемой жидкости (р =  const) при изэнтропическом дви­
жении
dh = -  dp =  d ( p ).  (6.22)
р р
Рассмотрим движение идеальной жидкости в поле силы тяжести. 
Если координатная ось z направлена противоположно силе тяжести, то 
потенциальная энергия единицы массы жидкости на высоте z такова:
^пот --- g z . (6.23)
Тогда для несжимаемой жидкости, движущейся в поле силы тяже­
сти, уравнение Бернулли запишется в следующем виде:
2v2 p
-----+ -  +  qz =  const. (6.24)2 р v 7
6.4.2. Линии тока и траектории.
Трубка тока
Линия тока — это линия, касательная к которой в любой точке кол- 
линеарна направлению скорости движения жидкости в этой точке в 
данный момент времени (рис. 6.2).
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Т р а е к т о р и я  —  э т о  л и н и я ,  о п и с ы в а е м а я  и н д и в и д у а л ь н о й  ч а с т и ц е й  
ж и д к о с т и  п р и  д в и ж е н и и .  В  с л у ч а е  с т а ц и о н а р н о г о  д в и ж е н и я  л и н и и  т о к а  
и  т р а е к т о р и и  с о в п а д а ю т .  П р и  н е с т а ц и о н а р н о м  д в и ж е н и и  э т о ,  в о о б щ е  
г о в о р я ,  р а з н ы е  л и н и и .
Д л я  в и з у а л и з а ц и и  т е ч е н и я  э к с п е р и м е н ­
т а т о р ы  в в о д я т  в  д в и ж у щ у ю с я  ж и д к о с т ь  
м е л к и е  ч а с т и ц ы ,  к о т о р ы е  п р и  с о о т в е т с т в у ­
ю щ е м  о с в е щ е н и и  я р к о  с в е т я т с я .
Е с л и  т е п е р ь  с ф о т о г р а ф и р о в а т ь  п о л е  т е ­
ч е н и я  с  н е б о л ь ш о й  в ы д е р ж к о й ,  т о  м ы  п о ­
л у ч и м  н а  ф о т о г р а ф и и  м н о ж е с т в о  к о р о т к и х  
ч е р т о ч е к ,  « п р о ч е р ч и в а е м ы х »  з а  к о р о т к о е  в р е м я  э к с п о з и ц и и  н а  ф о т о ­
п л а с т и н к е  м н о ж е с т в о м  с в е т я щ и х с я  ч а с т и ц  п о р о ш к а .  П о д б и р а я  к р и в ы е ,  
к а с а т е л ь н ы е  к  н е к о т о р о м у  п о с л е д о в а т е л ь н о м у  р я д у  ч е р т о ч е к ,  п о л у ч и м  
л и н и и  т о к а  в  ж и д к о с т и  в  д а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и .  В  д р у г о й  м о м е н т  
в р е м е н и  н е с т а ц и о н а р н о г о  д в и ж е н и я  л и н и и  т о к а  м о г у т  б ы т ь  д р у г и м и .
Е с л и  ж е  з н а ч и т е л ь н о  у в е л и ч и т ь  в р е м я  э к с п о з и ц и и ,  т о  к а ж д а я  ч а с т и ­
ц а  « п р о ч е р т и т »  н а  ф о т о п л а с т и н к е  н е п р е р ы в н у ю  л и н и ю  ч е р е з  в с е  п о л е  
т е ч е н и я ,  о х в а т ы в а е м о г о  о б ъ е к т и в о м .  Э т и  л и н и и , о ч е в и д н о ,  и  я в л я ю т с я  
т р а е к т о р и я м и  ч а с т и ц  ж и д к о с т и .
К а с а т е л ь н ы е  к  л и н и и  т о к а  в  р а з л и ч н ы х  е е  т о ч к а х  д а ю т  н а п р а в л е ­
н и е  с к о р о с т и  р а з н ы х  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц  в  о д и н  и  т о т  ж е  м о м е н т  
в р е м е н и .  К а с а т е л ь н ы е  к  т р а е к т о р и и  в  р а з л и ч н ы х  е е  т о ч к а х  д а ю т  н а ­
п р а в л е н и е  с к о р о с т и  о д н о й  и  т о й  ж е  и н д и в и д у а л ь н о й  ч а с т и ц ы  в  р а з н ы е  
м о м е н т ы  в р е м е н и .
Е с л и  в  ж и д к о с т и  в з я т ь  н е к о т о р ы й  з а м к н у т ы й  
к о н т у р  и  ч е р е з  в с е  е г о  т о ч к и  п р о в е с т и  л и н и и  т о ­
к а , т о  о н и  с о с т а в я т  н е к о т о р у ю  т р у б к у ,  н а з ы в а е ­
м у ю  т р у б к о й  т о к а  ( р и с .  6 .3 ) .
З а м е ч а т е л ь н о е  с в о й с т в о  т р у б к и  т о к а  с о с т о ­
и т  в  т о м ,  ч т о  п о  о п р е д е л е н и ю  л и н и й  т о к а  ч е ­
р е з  е е  б о к о в у ю  п о в е р х н о с т ь  н е т  п о т о к а  ж и д к о с т и .
Ж и д к о с т ь  в  т р у б к у  т о к а  м о ж е т  п о с т у п а т ь  т о л ь к о  ч е р е з  е е  т о р ц ы .
Р а с с м о т р и м  н а  л и н и и  т о к а  д в е  л ю б ы е  б л и з к и е  т о ч к и .  Т о г д а  д и ф ­
ф е р е н ц и а л ь н о  м а л о е  п р и р а щ е н и е  р а д и у с - в е к т о р а  d r ,  р а з д е л я ю щ е г о  э т и  
т о ч к и  и  и м е ю щ е г о  п р о е к ц и и  н а  к о о р д и н а т н ы е  о с и  ( d x ,  d y ,  d z ) ,  м о ж н о  
с ч и т а т ь  к о л л и н е а р н ы м  в е к т о р у  с к о р о с т и  v .  П о э т о м у  в е к т о р н о е  п р о и з ­
Р и с .  6 .3
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в е д е н и е  э т и х  в е к т о р о в  р а в н о  н у л ю :
[ v , d r ] =  0 . (6 .2 5 )
О т с ю д а  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  л и н и й  т о к а
dx dy dz
vx  v v vz' 'V 'z (6 .2 6 )
6.4.3. Уравнение Бернулли при вихревом 
движении жидкости
У р а в н е н и е  Б е р н у л л и  м о ж е т  б ы т ь  п о л у ч е н о  и  д л я  н е п о т е н ц и а л ь н о г о  
д в и ж е н и я  r o t  v  =  0 , о д н а к о  т р е б о в а н и е  и з э н т р о п и ч н о с т и  и  с т а ц и о н а р ­
н о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  п о л е  п о т е н ц и а л ь н ы х  с и л  д о л ж н о  с о х р а ­
н и т ь с я .  В  э т о м  с л у ч а е  у р а в н е н и е  (6 .1 4 )  з а п и ш е т с я  в  в и д е
С п р о е к т и р у е м  э т о  у р а в н е н и е  н а  л и н и ю  т о к а .  Д л я  э т о г о  у м н о ж и м  
с к а л я р н о  п р а в у ю  и  л е в у ю  ч а с т и  н а  е д и н и ч н ы й  в е к т о р  к а с а т е л ь н о й  к  
л и н и и  т о к а  1 :
П е р в ы й  м н о ж и т е л ь  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я  в  л е в о й  ч а с т и  [v , r o t  v ] 
п р е д с т а в л я е т  с о б о й  в е к т о р ,  п е р п е н д и к у л я р н ы й  в е к т о р у  с к о р о с т и  v , а  
с л е д о в а т е л ь н о ,  и  1. П о э т о м у  и х  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  р а в н о  н у л ю . 
Т о г д а  и м е е м
У р а в н е н и е  ( 6 .3 0 )  о т л и ч а е т с я  о т  у р а в н е н и я  ( 6 .2 1 )  т о л ь к о  т е м ,  ч т о  в  
с л у ч а е  п о т е н ц и а л ь н о г о  д в и ж е н и я  к о н с т а н т а  в  п р а в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я
[ v , r o t  v  ] (6 .2 7 )
(6 .2 8 )
(6 .2 9 )
С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  д а н н о й  л и н и и  т о к а  м о ж н о  з а п и с а т ь
v,2
2
+  h +  £,пот c o n s t . (6 .3 0 )
174
(6.21) одинакова во всем объеме, занятом движущейся жидкостью, то­
гда как константа в правой части уравнения (6.30) сохраняет свое зна­
чение лишь для данной линии тока и имеет другое значение для другой 
линии тока.
Заметим, что мы можем получить уравнение Бернулли всегда, когда 
нам удается выразить V p/p в виде градиента некоторой функции P :
1 Vp = VP. (6.31)
p
Так, для изэнтропического движения Vp/p =  Vh, для несжимаемой 
жидкости V p/p =  V(p/p). Очевидно, что это можно сделать и при изо­
термическом движении жидкости, если воспользоваться термическим 
уравнением состояния.
Движения идеальной жидкости, для которых выполняется соотно­
шение (6.31), называются баротропными, а функция P  называется ба- 
ротропным потенциалом.
Для баротропных движений уравнение Бернулли имеет вид
v2
— +  P  +  £пот =  const
6.5. Применение уравнения Бернулли
Рассмотрим на конкретных примерах, как с использованием уравнения 
Бернулли можно решать задачи и объяснять интересные явления, на­
блюдаемые в природе и часто встречающиеся в инженерной практике.
6.5.1. Скорость истечения идеальной
несжимаемой жидкости из сосуда
В качестве первого примера рассмотрим стационарное истечение иде­
альной несжимаемой жидкости из отверстия в боковой стенке сосуда 
(рис. 6.4).
Если полагать, что сосуд достаточно велик, а отверстие мало, то 
можно считать, что при истечении уровень жидкости в сосуде не из­




Р и с .  6 .4
П у с т ь  н а  п о в е р х н о с т ь  ж и д к о с т и  в  с о с у д е  д е й с т в у ­
е т  д а в л е н и е  р 0  (н а п р и м е р ,  а т м о с ф е р н о е ) .  Б у д е м  п о л а ­
г а т ь ,  ч т о  с т р у я  в ы т е к а е т  в  п р о с т р а н с т в о ,  г д е  в н е ш н е е  
д а в л е н и е  т а к ж е  р а в н о  р 0 .
П р о в е д е м  н е к о т о р у ю  л и н и ю  т о к а ,  о д и н  к о н е ц  к о ­
т о р о й  н а х о д и т с я  н а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  ж и д к о с т и  
( т о ч к а  1 ) ,  а  д р у г о й  с о в п а д а е т  с  о т в е р с т и е м  в  с о с у д е  
( т о ч к а  2 ) .  Д л я  э т о й  л и н и и  т о к а  з а п и ш е м  у р а в н е н и е  
Б е р н у л л и :
Ро Ро
—  +  —  +  g z  1 — - 2  +  —  +  g z 2 . 
2  р  2  р
2 2v v
(6 .3 3 )
П о с к о л ь к у  п о в е р х н о с т ь  ж и д к о с т и  в  с о с у д е  п р е д п о л а г а е т с я  н е п о д в и ж ­
н о й  ( v 1 — 0 ) ,  и з  п о с л е д н е г о  р а в е н с т в а  п о л у ч а е м  с к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  
ж и д к о с т и  и з  с о с у д а :
V2 — \ f 2 g H .  (6 .3 4 )
З а м е т и м ,  ч т о  т а к у ю  ж е  с к о р о с т ь  п р и о б р е т а е т  т е л о ,  п а д а ю щ е е  в  п у ­
с т о т е  с  в ы с о т ы  Н .
6.5.2. Распределение давления в трубе 
переменного сечения
Р а с с м о т р и м  с т а ц и о н а р н о е  д в и ж е н и е  и д е а л ь н о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о ­
с т и  в  т р у б е  п е р е м е н н о г о  с е ч е н и я .  Д е й с т в и е м  с и л ы  т я ж е с т и  м о ж н о  п р е ­
н е б р е ч ь ,  е с л и  т р у б а  р а с п о л о ж е н а  г о р и з о н т а л ь н о .  В ы б е р е м  к а к у ю - л и б о  
л и н и ю  т о к а  (р и с .  6 .5 ) .  Н а  э т о й  л и н и и  т о к а  р а с с м о т р и м  д в е  п р о и з в о л ь ­
н ы е  т о ч к и .  Т о г д а  д л я  э т и х  т о ч е к  н а  в ы б р а н н о й  л и н и и  т о к а  в  с л у ч а е  
н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  м о ж н о  з а п и с а т ь  у р а в н е н и е  Б е р н у л л и :
2 2  
Щ  +  Р 1  — v 2  +  Р 2
2  +  р  2  +  р '
(6 .3 5 )
И з  п о с л е д н е г о  с о о т н о ш е н и я  в и д н о ,  ч т о  в  т о й  т о ч к е  л и н и и  т о к а ,  г д е  
с к о р о с т ь  б о л ь ш е ,  г и д р о с т а т и ч е с к о е  д а в л е н и е  м е н ь ш е ,  и  н а о б о р о т .
Н е п р е р ы в н о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  т р у б е  т р е б у е т  в ы п о л н е н и я  
с л е д у ю щ е г о  у с л о в и я :
v 1 S 1 — v 2 S 2 . (6 .3 6 )
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Рис. 6.5
И з  э т о г о  у с л о в и я  с л е д у е т ,  ч т о  с к о р о с т ь  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  т е м  
б о л ь ш е ,  ч е м  м е н ь ш е  с е ч е н и е  т р у б ы ,  и , о ч е в и д н о ,  м а к с и м а л ь н а  в  с а ­
м о м  у з к о м  м е с т е  т р у б ы .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в  с а м о м  у з к о м  м е с т е  т р у б ы  
д а в л е н и е  м и н и м а л ь н о .  Е с л и  н е к о т о р ы е  у ч а с т к и  т р у б ы  с о е д и н и т ь  с  м а ­
н о м е т р и ч е с к и м и  т р у б к а м и ,  т о  ж и д к о с т ь  в  н и х  у с т а н о в и т с я  н а  р а з н ы х  
у р о в н я х .  С а м ы й  н и з к и й  у р о в е н ь  м а н о м е т р и ч е с к о й  ж и д к о с т и  б у д е т  в  
с а м о м  у з к о м  с е ч е н и и  т р у б ы .
6.5.3. Кавитация
Е с л и  у в е л и ч и в а т ь  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  п о  т р у б е  (р и с .  6 .5 )  и л и
п р и  т о м  ж е  с а м о м  р а с х о д е  ж и д к о с т и  у м е н ь ш и т ь  с а м о е  у з к о е  с е ч е н и е
т р у б ы ,  т о  м о ж н о  в  э т о м  с е ч е н и и  п о л у ч и т ь  о т р и ц а т е л ь н о е  д а в л е н и е .
Д е й с т в и т е л ь н о ,  и з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и  и м е е м
2 2Щ +  Pi =  Vmax +  Pmin
2  +  р  2  р ■
И з  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  с л е д у е т ,  ч т о  о б ъ е м  н е с ж и м а е м о й  ж и д ­
к о с т и ,  п р о х о д я щ е й  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  ч е р е з  л ю б о е  п о п е р е ч н о е  с е ч е н и е
т р у б ы ,  д о л ж е н  б ы т ь  о д и н а к о в :
v l S l =  v maxS min- ( 6 .3 8 )
В  п р а в о й  ч а с т и  з а п и с а н  о б ъ е м  ж и д к о с т и ,  п р о т е к а ю щ е й  з а  е д и н и ц у  в р е ­
м е н и  ч е р е з  с а м о е  у з к о е  с е ч е н и е  т р у б ы .
В  с о о т в е т с т в и и  с  у р а в н е н и е м  Б е р н у л л и  д а в л е н и е  ж и д к о с т и  в  с а м о м  
у з к о м  с е ч е н и и  т р у б ы  т а к о в о :
Pmin =  Pi -  PVmaX ( l  -  S| n )  ■ (6.39)
(6.37)
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И з  п о с л е д н е г о  с о о т н о ш е н и я  н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  е с л и  в т о р о й  ч л е н  
в  п р а в о й  ч а с т и  п о  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  б у д е т  б о л ь ш е ,  ч е м  p i ,  т о  м и ­
н и м а л ь н о е  д а в л е н и е  о к а ж е т с я  о т р и ц а т е л ь н ы м ,  т. е . ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и ,  
п р о х о д я щ и е  с е ч е н и е  т р у б ы  с  о т р и ц а т е л ь н ы м  д а в л е н и е м ,  б у д у т  п о д в е р ­
г а т ь с я  р а с т я ж е н и ю .  О д н а к о  м ы  у ж е  у п о м и н а л и  о  т о м ,  ч т о  ж и д к о с т ь  н е  
м о ж е т  н а х о д и т ь с я  в  р а с т я н у т о м  с о с т о я н и и  д л и т е л ь н о е  в р е м я .  О н а  и л и  
в с к и п и т ,  и л и  с п л о ш н о с т ь  е е  н а р у ш и т с я  в  р е з у л ь т а т е  в ы д е л е н и я  п у з ы р ь ­
к о в  р а с т в о р е н н о г о  в  н е й  г а з а .  Т а к  и л и  и н а ч е  п р и  п а д е н и и  д а в л е н и я  д о  
о т р и ц а т е л ь н ы х  з н а ч е н и й  в  ж и д к о с т и  в ы д е л я ю т с я  п у з ы р ь к и ,  з а п о л н е н ­
н ы е  п а р о м  ж и д к о с т и  и л и  г а з о м ,  р а с т в о р е н н ы м  в  н е й , и л и  т е м  и  д р у г и м  
в  т о й  и л и  и н о й  к о н ц е н т р а ц и и .  В о з н и к а е т  т а к  н а з ы в а е м а я  к а в и т а ц и я ,  
т. е . н а р у ш е н и е  с п л о ш н о с т и  д в и ж у щ е й с я  с р е д ы .
Я в л е н и е  к а в и т а ц и и  и г р а е т  в а ж н у ю  р о л ь  в  и н ж е н е р н о й  п р а к т и к е .  
Д е л о  в  т о м ,  ч т о  п у з ы р ь к и ,  п р о х о д я  с а м о е  у з к о е  с е ч е н и е ,  п о п а д а ю т  д а ­
л е е  в  о б л а с т ь  б о л е е  в ы с о к о г о  д а в л е н и я  и  с х л о п ы в а ю т с я .  Е с л и  т а к о й  
п у з ы р е к  п о п а д а е т  н а  п о в е р х н о с т ь  т р у б ы ,  т о  п р и  е г о  с х л о п ы в а н и и  в о з ­
н и к а ю т  д о в о л ь н о  з н а ч и т е л ь н ы е  л о к а л ь н ы е  д а в л е н и я ,  к о т о р ы е ,  в  с в о ю  
о ч е р е д ь ,  п р и в о д я т  к  э р о з и и ,  т. е . р а з р у ш е н и ю  м а т е р и а л а  п о в е р х н о с т и .  
А н а л о г и ч н ы е  я в л е н и я  в о з н и к а ю т  п р и  б ы с т р о м  д в и ж е н и и  т е л  в  ж и д к о ­
с т и ,  н а п р и м е р ,  п р и  в р а щ е н и и  г р е б н ы х  в и н т о в  п а р о х о д о в  и л и  л о п а т о к  
г и д р о т у р б и н .  П р и  э т о м  т а к ж е  о б р а з у ю т с я  о б л а с т и  р а с т я н у т о й  ж и д к о ­
с т и ,  в  к о т о р ы х  в ы д е л я ю т с я  п у з ы р ь к и .  К а в и т а ц и я  п р и в о д и т  к  ч р е з в ы ­
ч а й н о  б ы с т р о м у  и з н о с у  т е л  и  в ы х о д у  и х  и з  с т р о я .  П р о б л е м а  к а в и т а ц и и  
и  п о  н а с т о я щ е е  в р е м я  я в л я е т с я  п р е д м е т о м  и н т е н с и в н о г о  и з у ч е н и я .
П р а к т и ч е с к и  к а в и т а ц и я  в о з н и к а е т  т о г д а ,  к о г д а  в  ж и д к о с т и  д а в л е н и е  
п а д а е т  д о  д а в л е н и я  н а с ы щ е н н ы х  п а р о в  п р и  д а н н о й  т е м п е р а т у р е :
P min -  Р н.
6.5.4. Трубка Пито
П р и  о б т е к а н и и  т у п о г о  т е л а  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т ь ю  н а  н е м  в с е г д а  м о ж н о  
у к а з а т ь  т о ч к у ,  в  к о т о р о й  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  р а в н а  н у л ю  (р и с .  6 .6 , т. A ) .  
Т о ч к а  A  н а з ы в а е т с я  к р и т и ч е с к о й  т о ч к о й .
П р о в е д е м  в  э т у  т о ч к у  л и н и ю  т о к а ,  к о т о р а я  н а ч и н а е т с я  в д а л и  о т  т е ­
л а  и  о к а н ч и в а е т с я  в  т о ч к е  A .  Е е  н а з ы в а ю т  к р и т и ч е с к о й  л и н и е й  т о к а .  
В д о л ь  э т о й  л и н и и  з а п и ш е м  у р а в н е н и е  Б е р н у л л и ,  к о т о р о е  д л я  н е с ж и м а -
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емой жидкости имеет вид
2
V k  +  Р к  =  Р 0
2  р  р '
Левая часть относится к набегающему потоку, а правая — к критиче­
ской точке.
Из (6.40) находим давление жидкости в критической точке:
Ро p k  +
2
p v k 2(ро -  Рк) 
Р
(6.41)
Отсюда видно, что давление в критической точке равно давлению 
в набегающем потоке плюс некоторая добавка, обязанная своим воз­
никновением торможению жидкости в критической точке. Эта добавка 
называется скоростным напором. Последнюю формулу в (6.41) можно 
использовать для измерения скорости движения жидкости или скоро­
сти движения тела в неподвижной несжимаемой жидкости.
Прибор, при помощи которого производятся измерения скорости по­
тока, называется трубкой Пито или трубкой Прандтля (рис. 6.7).
Очевидно, разность давлений p0 — pk  уравновешивается давлением 




Здесь g — ускорение свободного падения; рж — плотность манометриче­
ской жидкости; р — плотность жидкости, скорость которой измеряется.
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Т а к и м  о б р а з о м ,  п о м е щ а я  т р у б к у  П и т о  в  п о т о к  д в и ж у щ е й с я  ж и д к о ­
с т и  и  и з м е р я я  с о з д а в а е м ы й  п е р е п а д  д а в л е н и я  к а к и м - л и б о  м а н о м е т р о м ,  
м о ж н о  д о в о л ь н о  п р о с т о  и з м е р и т ь  е е  с к о р о с т ь .  В  р е з у л ь т а т е  д л и т е л ь н о ­
г о  э к с п е р и м е н т а л ь н о г о  и  т е о р е т и ч е с к о г о  и з у ч е н и я  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  
в ы р а б о т а н  о п р е д е л е н н ы й  с т а н д а р т ,  г а р а н т и р у ю щ и й  п р о ц е н т н у ю  т о ч ­
н о с т ь  в  о п т и м а л ь н о м  д и а п а з о н е  и з м е р е н и й .  Р е к о м е н д а ц и и  э т о г о  с т а н ­
д а р т а  п р и в е д е н ы  н а  р и с .  6 .7 .
К а к  в и д н о  и з  р и с у н к а ,  д а в л е н и е  в  о т в е р с т и и  н а  б о к о в о й  п о в е р х н о с т и  
т р у б к и  б у д е т  р а в н о  д а в л е н и ю  в д а л и  о т  т р у б к и  в  н е в о з м у щ е н н о м  п о т о к е  
л и ш ь  н а  р а с с т о я н и й  3 d  о т  н о с и к а  т р у б к и .  Л ю б о е  д р у г о е  р а с п о л о ж е н и е  
э т о г о  о т в е р с т и я  н е  г а р а н т и р у е т  с т а н д а р т н у ю  т о ч н о с т ь .  П р и ч и н ы  э т о г о  
б у д у т  п о н я т ы  п р и  п о с л е д у ю щ е м  и з у ч е н и и  д в и ж е н и й  и д е а л ь н о й  ж и д к о ­
с т и .
П о м е щ а я  т р у б к у  П и т о  н а  с а м о л е т е ,  м о ж н о  и з м е р и т ь  с к о р о с т ь  е г о  
п о л е т а .
6.5.5. Другие примеры
В  к а ч е с т в е  п р и м е р о в ,  к о т о р ы е  м о г у т  б ы т ь  п р о с т о  о б ъ я с н е н ы  п р и  п о м о ­
щ и  у с т а н о в л е н н о г о  в ы в о д а ,  м о ж н о  п р и в е с т и  с л е д у ю щ и е .
З а п р е щ а е т с я  с б л и ж е н и е  с у д о в ,  и д у щ и х  п а р а л л е л ь н ы м  к у р с о м .  Д е й ­
с т в и т е л ь н о ,  п р и  э т о м  в о д а  м е ж д у  д в у м я  с у д а м и  п р и о б р е т а е т  н е к о т о р у ю  
с к о р о с т ь ,  д а в л е н и е  м е ж д у  с у д а м и  о к а з ы в а е т с я  м е н ь ш и м  д а в л е н и я  в о ­
д ы  н а  п р о т и в о п о л о ж н ы й  б о р т .  П о э т о м у  в о з н и к а е т  с и л а ,  с т р е м я щ а я с я  
с б л и з и т ь  с у д а ,  ч т о  м о ж е т  п р и в е с т и  к  и х  с т о л к н о в е н и ю  (р и с .  6 .8 ).
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d
Vt < Po % > %
d
1 Л ) /Л )
Рис. 6.8
Vo p  о У о  — 0 ,  / ? о
У1ф0’ Pl<Po
Рис. 6.9
Хорош о известен экспериментальный факт, что если продувать воз­
дух меж ду двумя параллельными листками бумаги, то они будут стре­
миться сблизиться (рис. 6.9).
Действие пульверизатора также легко понять на основании получен­
ного вывода. Если вначале ж идкость в трубочке и флаконе с ж идкостью  
была на одном уровне, то при продувании воздуха около верхнего торца 
трубочки давление воздуха в ней уменьшается. Тогда первоначальное 
атмосферное давление внутри флакона будет выталкивать ж идкость  
вверх по трубочке и ж идкость будет разбрызгиваться потоком воздуха 
(рис. 6.10).
Рис. 6.11
При сильных и порывистых ветрах иногда наблюдается необычное 
на первый взгляд явление. Крыш а дома вместе с верхним венцом бре-
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вен поднимается вверх, а затем уже опрокидывается ветром. Нетрудно 
понять, почему это происходит. Если перед порывом ветра давления 
снаружи крыши и на чердаке дома уравниваются, то при резком по­
рыве ветра над крышей создается меньшее давление, чем на чердаке, 
и если эта разность давлений не успевает выравниваться через щели, 
то крыш у поднимет создавшейся значительной результирующей силой, 
направленной вверх, а затем ветром сбросит с дома (рис. 6.11).
6.6. Влияние сжимаемости среды
Приближение несжимаемой жидкости заметно упрощает решение задач 
гидродинамики. Однако использовать это приближение следует осмот­
рительно. Оно выполняется с высокой точностью в случае капельных 
жидкостей ввиду малых изменений плотности при значительных из­
менениях давления. Так, например, если воду поместить в цилиндр с 
подвижным поршнем и увеличить давление от одной до двух атмосфер, 
то это уменьшит объем воды только в отношении 1 : 20000.
С другой стороны, такое повышение давления в случае воздуха при 
неизменной температуре вызывает уменьшение объема в соотношении 
1 : 2 ,  как это следует из закона Бойля — М ариотта. Однако много­
летние исследования воздушных потоков показывают, что изменение 
давления лишь в исключительных случаях вызывает заметное измене­
ние плотности. Объяснение этого экспериментального факта состоит в 
следующем. Если бы изменение давления газа, вызванное движущимся  
телом, привело к изменению плотности, то в газе возник бы волновой 
процесс, выравнивающий плотность газа по всему объему со скоростью  
звука (в воздухе она около 340 м /с ) . П оэтому при обтекании тела газом 
или движении тела в газе со скоростью, много меньшей скорости зву­
ка, плотность газа не успевает изменяться. В случае же, когда скорость 
движения газа приближается к скорости звука, изменение давления вы­
зывает заметное изменение плотности газа. Так как гидродинамика изу­
чает дозвуковые течения жидкостей, то упрощающее предположение о 
постоянной плотности жидкости является приемлемым приближением.
Получим количественный критерий сжимаемости среды. К ак вид­
но из соотношения (6.41), давление в критической точке больше, чем 
давление в жидкости вдали от тела, на величину скоростного напора
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pv^/2. Рост давления приводит к сжатию индивидуальных частиц га­
за, движущихся вдоль критической линии тока. При этом их плотность 
увеличивается. Это явление (изменение плотности) будет наблюдаться 
и для частиц, движущихся по другим линиям тока. Однако наиболее 
значительное изменение плотности, очевидно, будет наблюдаться для 
частиц критической линии тока. Поэтому если учесть сжимаемость, то 
давление в критической точке должно иметь некоторое другое значение, 
учитывающее, что плотности газа вдали от тела и в критической точ­
ке не одинаковы, как это предполагалось при выводе формулы (6.41). 
Оценим влияние сжимаемости среды на давление в критической точке. 
Если жидкость несжимаема, то давление в критической точке равно 
(6.41):




Р о = Р ж  =  const. (6.43)
При изэнтропическом движении сжимаемой жидкости из уравнения 
Бернулли для критической линии тока имеем
ho v2—  +  h2 +  ° (6.44)
Поскольку идеальная жидкость не вязкая и не теплопроводная, сжа­
тие ее индивидуальных частиц происходит адиабатически. Рассмотрим 
движение газа. Используя уравнение адиабаты для единицы массы иде­












Постоянная интегрирования может быть опущена, так как в урав­
нении (6.44) имеет значение только изменение энтальпии. Интегрируя 
в (6.45) с точностью до несущественной произвольной постоянной, по­
лучим
h =  ^ Р .  (6.46)
Y -  1 Р
Подставляя в уравнение Бернулли (6.44), имеем
2
Y Ро =  Y Рж  +  <> 
Y -  1  Ро Y -  1  Рж  2 .
(6.47)
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И з  п о с л е д н е г о  у р а в н е н и я  с л е д у е т ,  ч т о
Ро _  Рте / 1 +  Y -  1 РтеУ
(6 .4 8 )
р о р те V 2 у  Р те
С  у ч е т о м  у р а в н е н и я  а д и а б а т ы  д л я  е д и н и ц ы  м а с с ы  и д е а л ь н о г о  г а з а
Ро
р те \ р
Ро
1/ 7
у р а в н е н и е  (6 .4 8 )  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н о  в  в и д е
Ро Р те 1  +  Y  -  1  Р т е ^  
2 y  Рте
7/ ( 7 -1 )
(6 .4 9 )
П о л а г а я ,  ч т о  в т о р о е  с л а г а е м о е  в  с к о б к а х  м а л о  п о  с р а в н е н и ю  с  е д и н и ­
ц е й , п р и  р а з л о ж е н и и  в  р я д 11 д о  ч л е н о в  в т о р о г о  п о р я д к а  м а л о с т и  в к л ю ­





1  Ртеу 2те 
4Y  Рте
+  . . . . (6 .5 0 )
С р а в н е н и е  п о л у ч е н н о г о  в ы р а ж е н и я  с  ф о р м у л о й  ( 6 .4 1 )  п о к а з ы в а е т ,  
ч т о  п р и
1 _  Ртеу2те 
4 y  Рте
<  1 (6 .5 1 )
в ы р а ж е н и е  ( 6 .5 0 )  п е р е х о д и т  в  (6 .4 1 )  д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .  С л е ­
д о в а т е л ь н о ,  п р и  в ы п о л н е н и и  н е р а в е н с т в а  ( 6 .5 1 )  г а з  м о ж н о  р а с с м а т р и ­
в а т ь  к а к  н е с ж и м а е м у ю  с р е д у .
Р а н е е  б ы л о  п о к а з а н о  ( 4 .1 0 4 ) ,  ч т о  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  п р о д о л ь ­
н ы х  в о л н  с ж а т и я  в  с п л о ш н о й  с р е д е  о п р е д е л я е т с я  с л е д у ю щ и м  в ы р а ж е ­
н и е м :
c 2I (6 .5 2 )
11 Б ином иальны й ря д  при x  ^  1 и м еет вид
( 1 +  x ) m
m ( m  — 1) 2
1 +  m x  +----------—------- x 2 +  . . . .
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Для идеального газа в адиабатическом процессе
pV1 =  const. (6.53)
Тогда получим
С2 =  Yp. (6Л
Скорость с  называется скоростью звука, т. е. скорость звука в га­
зе является скоростью распространения волн сжатия. (Напомним, что 
сдвиговые волны в газе невозможны.)
Неравенство (6.51) можно записать в следующем виде:
v2
Л  < 1 .4с2
(6.55)
Таким образом, если скорость движения жидкости значительно 
меньше скорости звука в ней, то ее можно рассматривать как несжи­
маемую жидкость. Например, если воздух (с  ~  330 м /с) движется со 
скоростью v^ ~  70 м/с, то максимальная поправка к давлению в кри­
тической точке составит не более одного процента, что можно не учи­
тывать в большинстве инженерных и научных расчетов.
6.7. Вихревое движение
Движение жидкости, при котором ее индивидуальные частицы не толь­
ко перемещаются поступательно, но и вращаются вокруг некоторой 
мгновенной оси, проходящей через эти частицы, называют вихревым 
движением. Это непотенциальное движение жидкости, которое харак­
теризуется отличной от нуля вихревой скоростью ш (6.16).
В природе вихревые движения наблюдаются в виде смерчей, круго­
воротов, циклонов и др.
6.7.1. Теорема Томсона
Циркуляцией вектора скорости v по замкнутому контуру l называется 
интеграл
Г v dl v dr, (6.56)
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где dl — элемент контура интегрирования; dr — разность радиус­
векторов двух близких точек контура.
Рассмотрим изменение во времени циркуляции скорости движения 
идеальной жидкости по некоторому индивидуальному контуру, т. е. 






v  dr . (6.57)
При движении жидкости контур изменяет свою форму и длину. 
Поэтому вектор dr изменяется с течением времени. Движение жидко­
сти будем полагать баротропным, а внешние силы — потенциальными. 






dr +  v  d dr\ 
dt)
—  dr +  d 
dt
(6.58)
Интеграл от второго слагаемого равен нулю как интеграл по замкну­
тому контуру от полного дифференциала. Полную производную от ско­
рости по времени выразим из уравнения Эйлера в субстанциональной 
форме (6.12). Тогда (6.58) запишется в виде
dr
dt V (P  +  £пот) dr =
=  — rot V (P  +  епот) dS =  0,
(6.59)
S
где P  — баротропный потенциал. Здесь использована формула Стокса 
преобразования интеграла по замкнутому контуру в интеграл по по­
верхности, опирающейся на этот контур, а также тождественное равен­
ство нулю ротора градиента (rot V  =  0).
Таким образом, циркуляция вектора скорости по индивидуальному 
замкнутому контуру не изменяется с течением времени:
dr
dt
0, Г v dr =  const. (6.60)
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Э т о т  р е з у л ь т а т  с о с т а в л я е т  с о д е р ж а н и е  т е о р е м ы  Т о м с о н а :  ц и р к у л я ­
ц и я  в е к т о р а  с к о р о с т и ,  д в и ж е н и я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  в д о л ь  и н д и в и д у ­
а л ь н о г о  з а м к н у т о г о  к о н т у р а  в  п о л е  п о т е н ц и а л ь н ы х  в н е ш н и х  с и л  п р и  
б а р о т р о п н ы х  д в и ж е н и я х  ж и д к о с т и  н е  и з м е н я е т с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е ­
н и .
И з  у р а в н е н и я  (6 .6 0 )  с  у ч е т о м  ф о р м у л ы  С т о к с а  и  в ы р а ж е н и я  д л я  
в и х р е в о й  с к о р о с т и  ( 6 .1 6 )  с л е д у е т ,  ч т о
Р а с с м о т р и м  л ю б у ю  л и н и ю  т о к а .  В  н е к о т о р о й  е е  т о ч к е  п о с т р о и м  м а ­
л ы й  и н д и в и д у а л ь н ы й  к о н т у р  п л о щ а д ь ю  d S , о х в а т ы в а ю щ и й  э т у  л и н и ю  
т о к а .  П о с к о л ь к у  п р и  с т а ц и о н а р н о м  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  л и н и и  т о к а  и  
т р а е к т о р и и  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц  с о в п а д а ю т ,  к о н т у р  б у д е т  в с е г д а  
о х в а т ы в а т ь  э т у  л и н и ю  т о к а .  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  в  к а к о й - т о  е е  т о ч к е  
ш  =  0 . Т о г д а  с о г л а с н о  т е о р е м е  Т о м с о н а  в и х р е в а я  с к о р о с т ь  б у д е т  р а в н а  
н у л ю  и  в о  в с е х  п о с л е д у ю щ и х  т о ч к а х  л и н и и  т о к а ,  т а к  к а к  п о  о п р е д е л е ­
н и ю  л и н и й  т о к а  т а к о й  к о н т у р  н е  м о ж е т  б ы т ь  п р и  с в о е м  д в и ж е н и и  с ж а т  
в  т о ч к у  d S  =  0 , а  п р о и з в е д е н и е  w d S  д о л ж н о  с о х р а н я т ь с я ,  т. е . р а в н я т ь ­
с я  н у л ю  п р и  л ю б о й  о р и е н т а ц и и  п л о щ а д и  к о н т у р а  d S .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  
е с л и  в  к а к о й - т о  т о ч к е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  п о т е н ц и а л ь н о ,  т. е . ш  =  0 , т о  
о н о  б у д е т  п о т е н ц и а л ь н ы м  и  в о  в с е х  п о с л е д у ю щ и х  т о ч к а х  л и н и и  т о к а .  
Б о л е е  т о г о ,  е с л и  д в и ж е н и е  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  в  н е к о т о р ы й  м о м е н т  
в р е м е н и  п о т е н ц и а л ь н о ,  н а п р и м е р ,  н а ч и н а е т с я  и з  с о с т о я н и я  п о к о я ,  т о  
о н о  б у д е т  п о т е н ц и а л ь н ы м  и  в о  в с е  п о с л е д у ю щ и е  м о м е н т ы  в р е м е н и .
О д н а к о  э т о т  р е з у л ь т а т  и м е е т  о г р а н и ч е н н у ю  п р и м е н и м о с т ь  д а ж е  д л я  
и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и .  О н ,  о ч е в и д н о ,  н е  в ы п о л н я е т с я  д л я  л и н и й  т о к а ,  
п р о х о д я щ и х  в  н е п о с р е д с т в е н н о й  б л и з о с т и  к  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  
т е л а ,  х о т я  б ы  п о т о м у ,  ч т о  д л я  т а к о й  л и н и и  т о к а  н е в о з м о ж н о  п р о в е с т и  
о х в а т ы в а ю щ и й  е е  з а м к н у т ы й  к о н т у р ,  к о т о р ы й  п р и  с в о е м  д в и ж е н и и  н е  
п е р е с е к а л  б ы  п о в е р х н о с т ь  т е л а .
С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  н а  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е ­
м о г о  т е л а ,  а  т а к ж е  н а  н е к о т о р ы х  п о в е р х н о с т я х  в  ж и д к о с т и  з а  т е л о м  
м о ж е т  п р е т е р п е в а т ь  р а з р ы в ,  ч т о  о з н а ч а е т  п о я в л е н и е  н а  э т и х  п о в е р х н о ­
с т я х  в и х р е в о г о  д в и ж е н и я ,  н е с м о т р я  н а  т о ,  ч т о  н а б е г а ю щ и й  п о т о к  м о ж е т  
б ы т ь  и  п о т е н ц и а л ь н ы м .
(6 .6 1 )
S S
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Д л я  р е а л ь н ы х  ж и д к о с т е й ,  о б л а д а ю щ и х  в я з к о с т ь ю ,  т е о р е м а  Т о м с о н а  
н е  в ы п о л н я е т с я  и з - з а  н е п о т е н ц и а л ь н о с т и  с и л  в я з к о с т и .  И  е с л и  в д а л и  о т  
т е л а  д е й с т в и е  э т и х  с и л  м о ж е т  п р а к т и ч е с к и  н е  п р о я в л я т ь с я ,  т о  в б л и з и  
п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а  о н и  б у д у т  и г р а т ь  с у щ е с т в е н н у ю  р о л ь .  
П о э т о м у  е с л и  в  ж и д к о с т и  о б р а з у ю т с я  в и х р и ,  т о  о н и  о б р а з у ю т с я  п р е ж д е  
в с е г о  в б л и з и  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м ы х  т е л .
6.7.2. Теорема Гельмгольца
А н а л о г и ч н о  л и н и и  т о к а  м о ж н о  в в е с т и  п о н я т и е  в и х р е в о й  л и н и и . В и х р е ­
в а я  л и н и я  —  л и н и я ,  к а с а т е л ь н а я  к  к о т о р о й  в  д а н н о й  т о ч к е  д а е т  н а п р а в ­
л е н и е  в и х р е в о й  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  в  э т о й  т о ч к е .  О ч е в и д н о ,  у р а в н е н и е  
в и х р е в о й  л и н и и ,  к а к  и  у р а в н е н и е  л и н и и  т о к а ,  и м е е т  в и д
d x  d y  d z
^ x  ^ у  ^ z
А н а л о г и ч н о  т р у б к е  т о к а  м о ж н о  п о с т р о и т ь  
в и х р е в у ю  т р у б к у .  Р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы й  к о н ­
т у р ,  о х в а т ы в а ю щ и й  м а л у ю  п л о щ а д к у  A S . Ч е ­
р е з  к а ж д у ю  т о ч к у  э т о г о  к о н т у р а  п р о в е д е м  
в и х р е в у ю  л и н и ю . Т о г д а  с о в о к у п н о с т ь  э т и х  л и ­
н и й  о б р а з у е т  в и х р е в у ю  т р у б к у  (р и с .  6 . 1 2 ).
П р о и з в е д е н и е  w A S н а з ы в а е т с я  и н т е н с и в ­
н о с т ь ю  в и х р е в о й  т р у б к и .  З д е с ь  A S —  в е к ­
т о р ,  м о д у л ь  к о т о р о г о  р а в е н  в е л и ч и н е  п л о щ а д ­
к и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  в и х р е в о й  т р у б к и  A S , 
а  н а п р а в л е н и е  с о в п а д а е т  с  н а п р а в л е н и е м  н о р м а л и  n к  э т о м у  с е ч е н и ю ,  
т. е . A S =  A S n .
Т е о р е м а  Г е л ь м г о л ь ц а :  и н т е н с и в н о с т ь  в и х р е в о й  т р у б к и  н е и з м е н н а  
п о  е е  д л и н е  и  в  л ю б о м  п о п е р е ч н о м  с е ч е н и и  н е  и з м е н я е т с я  с  т е ч е н и е м  
в р е м е н и .
В ы д е л и м  э л е м е н т  т о н к о й  в и х р е в о й  т р у б к и ,  о г р а н и ч е н н ы й  т о р ц е в ы ­
м и  п о в е р х н о с т я м и  п л о щ а д ь ю  A S i  и  A S 2 , а  т а к ж е  б о к о в о й  п о в е р х н о с т ь ю  
п л о щ а д ь ю  S 3 ( р и с .  6 . 1 2 ).
В ы ч и с л и м  п о т о к  в е к т о р а  в и х р е в о й  с к о р о с т и  w ч е р е з  в с ю  з а м к н у т у ю
(6 .6 2 )
Р и с .  6 .1 2
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поверхность S , ограничивающую объем V вихревой трубки:
ш dS div ш dV =  0.
S V
(6.63)
Здесь мы воспользовались формулой Гаусса — Остроградского пре­
образования интеграла по замкнутой поверхности в интеграл по объему, 
ограниченному этой поверхностью, а также тождественным равенством 
нулю дивергенции ротора (div rot =  0).
Интеграл по замкнутой поверхности в левой части (6.63) запишем 
как сумму интегралов по торцевым и боковой поверхностям:
ш dS ш\ dS i + ш2 dS2 + ш dS = 0, (6.64)
S ASi AS2 S3
где Ш\ и ш2 — векторы вихревой скорости на торцах выделенного эле­
мента вихревой трубки; dS 1 и dS 2 — дифференциально малые элементы 
площади торцевых поверхностей, соответствующие нормалям n 1 и n 2; 
вектор dS направлен по нормали к боковой поверхности.
Интеграл по боковой поверхности равен нулю, так как векторы ш 
и dS взаимно перпендикулярны (рис. 6.12). Мы рассматриваем доста­
точно тонкую вихревую трубку. Поэтому можем полагать вихревую ско­
рость одинаковой во всех точках поперечного сечения трубки и вынести 
ее за знак интеграла. Учтем также, что векторы ш\ и dS 1 направлены 
в противоположные стороны. Тогда из (6.64) получим
W1 A S 1 — W2 A S 2 . (6.65)
Результат, полученный для двух поперечных сечений вихревой труб­
ки, справедлив для любого количества поперечных сечений, т. е.
и1 A S1 — и2 AS2 — .. .  — un A Sn — const. (6.66)
Таким образом, интенсивность вихревой трубки постоянна вдоль ее 
длины.
Рассмотрим любое поперечное сечение вихревой трубки. В соответ­
ствии с теоремой Томсона циркуляция вектора скорости жидкости по 
контуру поперечного сечения не изменяется с течением времени. Тогда 
из выражения (6.61) находим
d
— (и A S ) — 0, и A S  — const, (6.67)
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т. е . и н т е н с и в н о с т ь  в и х р е в о й  т р у б к и  в  л ю б о м  п о п е р е ч н о м  с е ч е н и и  н е  
и з м е н я е т с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и .  Е с л и  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  и н ­
т е н с и в н о с т ь  в и х р е в о й  т р у б к и  б ы л а  р а в н а  н у л ю , т о  о н а  б у д у т  р а в н а  н у л ю  
и  в о  в с е  п о с л е д у ю щ и е  м о м е н т ы  в р е м е н и .  Е с л и  ж е  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  
в р е м е н и  и н т е н с и в н о с т ь  в и х р е в о й  т р у б к и  н е  р а в н а  н у л ю , т о  о н а  с о х р а ­
н и т с я  и  в о  в с е  п о с л е д у ю щ и е  м о м е н т ы  в р е м е н и .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  в и х ­
р е в о е  д в и ж е н и е  в н у т р и  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  н е  в о з н и к а е т  и  н е  у н и ч т о ­
ж а е т с я .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в и х р е в ы е  т р у б к и  н е  м о г у т  н а ч и н а т ь с я  и  о к а н ­
ч и в а т ь с я  в н у т р и  ж и д к о с т и .  О н и  д о л ж н ы  б ы т ь  и л и  з а м к н у т ы м и ,  и л и  
н а ч и н а т ь с я  и  о к а н ч и в а т ь с я  н а  п о в е р х н о с т и  т в е р д ы х  т е л  и л и  с в о б о д н о й  
п о в е р х н о с т и  ж и д к о с т и  ( р и с .  6 .1 3 ) .
Р и с .  6 .1 3
В  э т о м  с л е д с т в и и  т е о р е м ы  Г е л ь м г о л ь ц а  м о ж н о  у б е д и т ь с я ,  н а б л ю д а я  
з а  я в л е н и я м и  п р и р о д ы .  Н а п р и м е р ,  в о з д у ш н а я  в и х р е в а я  т р у б к а ,  и з в е с т ­
н а я  к а к  с м е р ч  (и л и  т о р н а д о ) ,  в с е г д а  н а ч и н а е т с я  о к о л о  г р о з о в о й  т у ч и  и  
о к а н ч и в а е т с я  н а  п о в е р х н о с т и  с у ш и  и л и  в о д ы .
Т а к  к а к  т е о р е м а  Т о м с о н а  с п р а в е д л и в а  л и ш ь  д л я  б а р о т р о п н ы х  д в и ­
ж е н и й  и  п о т е н ц и а л ь н ы х  с и л ,  т о  и с т о ч н и к о м  в о з н и к н о в е н и я  в и х р е в ы х  
д в и ж е н и й  ж и д к о с т и ,  о ч е в и д н о ,  м о г у т  б ы т ь  и л и  н е п о т е н ц и а л ь н ы е  с и л ы  
в я з к о с т и ,  и л и  н е б а р о т р о п н о с т ь  д в и ж е н и я .
6.7.3. Одиночная вихревая прямолинейная нить
В и х р е в о й  н и т ь ю  н а з ы в а ю т  ж и д к о с т ь ,  з а к л ю ч е н н у ю  в н у т р и  у з к о й  в и х ­
р е в о й  т р у б к и .  И н т е н с и в н о с т ь  в и х р я  р а в н а  п р о и з в е д е н и ю  в е л и ч и н ы  в и х ­
р е в о й  с к о р о с т и  и  в  к а к о м - н и б у д ь  н о р м а л ь н о м  с е ч е н и и  т р у б к и  н а  п л о ­
щ а д ь  A S  э т о г о  с е ч е н и я
иД S. (6.68)
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Р а с с м о т р и м  п р я м о л и н е й н у ю  в и х р е в у ю  н и т ь ,  п е р п е н д и к у л я р н у ю  
п л о с к о с т и  р и с у н к а  (р и с .  6 .1 4 ) .
Н а л и ч и е  в и х р я  п р и в о д и т  к  п о я в л е н и ю  н е к о т о р о г о  п о л я  с к о р о с т е й  
ж и д к о с т и  в о к р у г  н и т и .  Д л я  н е о г р а н и ч е н н о  д л и н н о й  п р я м о л и н е й н о й  
н и т и  п о л е  с к о р о с т е й  о б л а д а е т  ц и л и н д р и ч е с к о й  с и м м е т р и е й .  Д в и ж е н и е  
ж и д к о с т и  б у д е т  о д и н а к о в о  в о  в с е х  п л о с к о с т я х ,  п е р п е н д и к у л я р н ы х  н и ­
т и . В  э т и х  п л о с к о с т я х  и н д и в и д у а л ь н ы е  ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и  д в и ж у т с я  
п о  о к р у ж н о с т я м ,  ц е н т р о м  к о т о р ы х  я в л я е т с я  с л е д  н и т и .  Н а  п л о с к о с т и  
н е т р у д н о  п о л у ч и т ь  з а к о н  и з м е н е н и я  с к о р о с т и  ч а с т и ц  в  з а в и с и м о с т и  о т  
и х  р а с с т о я н и я  д о  н и т и .
В в е д е м  ц и л и н д р и ч е с к у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т  (r ,  ф , z )  т а к ,  ч т о  о с ь  z  
н а п р а в л е н а  в д о л ь  в и х р е в о й  н и т и .  У ч т е м ,  ч т о  п р и  с т а ц и о н а р н о м  д в и ж е ­
н и и  ж и д к о с т и  о т л и ч н о й  о т  н у л я  б у д е т  л и ш ь  о д н а  к о м п о н е н т а  в е к т о р а  
с к о р о с т и  v v , к о т о р а я  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  г . Д л я  
ц и р к у л я ц и и  п о л у ч и м
Г  =  ®  v  d r  =  2 n r v v  =  c o n s t . (6 .6 9 )
С л е д о в а т е л ь н о ,  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  т а к о в а :
(6 .7 0
В ы р а ж е н и е  ( 6 .7 0 )  и м е е т  о с о б е н н о с т ь  в  т о ч к е  r  =  0 . О н о  о п и с ы в а е т  
д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в о  в с е й  о б л а с т и ,  з а  и с к л ю ч е н и е м  т о ч е к  н а  с а м о й  
в и х р е в о й  н и т и .
Г
V V^ 2 n r '
191
Не следует отождествлять вихревое движение с движением частиц 
жидкости по окружности. Не всякое движение по окружности является 
вихревым и не всякое вихревое движение есть движение по окружности.
Напомним, движение безвихревое (потенциальное) только тогда, ко­
гда индивидуальные частицы жидкости движутся без вращения относи­
тельно некоторых осей, проходящих через сами частицы. В противном 
случае — движение вихревое (непотенциальное).
Действительно, в вышеприведенном примере плоского вихря, 
несмотря на то, что частицы движутся по окружностям, движение без­
вихревое во всех точках, кроме точек на самой вихревой нити. При 
плоском движении жидкости около бесконечной прямолинейной вихре­
вой нити (рис. 6.14) может быть отличной от нуля только z-компонента 
ротора скорости. В цилиндрической системе координат она записыва­
ется в виде
, . 1 д  , . 1 d v r
(rot v )z =  K r ) -  .
r  d r  r  д<^
(6.71)
Так как vr =  0, а vv определена выражением (6.70), то (rot v )z =  0, 
т. е. движение жидкости потенциально во всей области, кроме вихревой 
нити.
Если бы жидкость вращалась вокруг оси z как абсолютно твердое 
тело, то vv = шг (ш — угловая скорость вращения), a (rot v )z =  2ш, т. е. 
движение вихревое.
В первом случае, хотя движение индивидуальных частиц жидко­
сти происходит по окружности, они не вращаются относительно осей,
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проходящих через сами частицы (рис. 6 .15). Во втором случае части­
ца, делая один оборот вокруг оси z, в то же время делает также один 
оборот вокруг оси, проходящей через саму частицу (рис. 6.16).
Если частицы движ утся прямолинейно, но существует некоторый 
градиент скорости, то можно утверж дать, что такое движение ж идко­
сти обязательно вихревое.
6.7.4. Примеры вихревых движений
Вихревое движение интересно наблюдать на вихревых кольцах. Чаще 
всего это демонстрируется при помощи ящика, в передней стенке кото­
рого имеется отверстие, а задняя стенка достаточно гибкая. Наполняя 
ящик дымом и ударяя по задней стенке рукой, можно наблюдать, как 
из отверстия вслед за ударом вылетают вихревые кольца, которые бла­
годаря частичкам дыма хорошо видны.
Такие кольца обладают любопытными свойствами. Они могут оттал­
киваться друг от друга, притягиваться, отражаться от твердой стенки, 
попеременно обгонять друг друга и т. д. Э ти  свойства объясняются дви­
жением, которое такие кольца стимулируют в окружающем воздухе. 
Ясно, что если встречаются два кольца, у которых внутренние пото­
ки направлены навстречу друг другу (например, из разных ящиков), 
то такие кольца долж ны  отталкиваться. Если же при одинаковом на­
правлении движения более быстро движущееся кольцо нагоняет впере­
ди идущее, то оно будет втянуто в него, пройдет внутри него и даже  
ускорится внутренним потоком предыдущего кольца. В свою очередь, 
предыдущее кольцо получит от последующего некоторую «закрутку», 
которая заставит его двигаться быстрее. Впоследствии оно может до­
гнать обогнавшее кольцо и кольца поменяются ролями.
С течением времени вихри затухают вследствие вязкости реальной 
жидкости. Энергия вихревого движения в итоге переходит в тепло.
Зеркальное отражение колец от твердой стенки также можно по­
нять, рассматривая взаимодействие внутреннего движения воздуха в 
кольце с твердой поверхностью. В свое время Томсон пытался постро­
ить модель электрона в виде вихревого кольца некоторой субстанции. 
Действительно, такая модель обладает некоторыми свойствами заря­
женных частиц (притяжение разноименных зарядов и отталкивание од­
ноименных).
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В природе вихревые движения наиболее часто наблюдаются в ви­
де смерчей. Смерч возникает вдали от поверхности земли в результате 
интенсивных встречных вертикальных движений воздуха. Нисходящие 
потоки воздуха образуются под грозовыми тучами вследствие охлажде­
ния его дождем или градом. Если такая туча надвигается на сильно 
прогретую местность с интенсивными восходящими потоками нагретого 
воздуха, то возникает вязкое взаимодействие этих резко разграничен­
ных потоков. В результате на фронте тучи возникает вихрь, который, в 
полном соответствии с теоремой Гельмгольца, должен затем опуститься  
на землю в виде облачного рукава или хобота диаметром в десятки и 
сотни метров. На земле эти вихри наносят большие разрушения в силу 
локализации воздействия — могут быть разрушены постройки, повален 
лес, повреждены посевы и т. д. Если глядеть сверху, то в левой ветви 
смерча на земле воздух будет вращаться по часовой стрелке, тогда как 
в правой ветви — против часовой стрелки. Расстояние меж ду концами 
вихря на земле иногда достигает десятков и сотен километров. Поэтому  
наблюдателю виден чаще всего лишь один его конец, который кажется 
сошедшим с неба. Однако, как следует из теоремы Гельмгольца, на зем­
ле на некотором расстоянии обязательно существует и второй его конец. 
Так, если мы в каком-то месте обнаруживаем поваленный по часовой  
стрелке лес, то обязательно (в лесистых районах) существует место, где 
лес повален против часовой стрелки.
Ясно, что при вихревом движении внутри вихря в результате дей­
ствия центробежных сил образуется область пониженного давления, в 
которую по поверхности воды или земли может интенсивно всасывать­
ся воздух и перемещаться дальше по оси вихря. Поэтому мелкие легкие 
предметы, захваченные этим потоком (листья, белье, щепки и т. д .), мо­
гут быть перенесены по оси вихря, как по трубе, на значительные рас­
стояния, а местному наблюдателю покажется, что они «упали с неба». 
История знает немало таких «чудес», когда «с неба» падали лягуш ки, 
рыбы и даж е монеты.
Естественно, что вихревое движение в смерчах с течением времени 
долж но затухать и исчезать вследствие диссипации энергии, так как 
реальная ж идкость всегда обладает определенной вязкостью. Таким об­
разом, вихревое движение в природе возникает (непотенциальные силы  
вязкости) и исчезает (диссипация энергии движения) вследствие вяз­
кости реальных жидкостей. Однако модель идеальной жидкости позво­
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лила нам понять основные закономерности вихревого движения и роль 
вязкости в вихревом движении реальных жидкостей.
6.8. Потенциальное движение
Движение идеальной жидкости называется потенциальным, т. е. безвих­
ревым, если каждая ее индивидуальная частица перемещается только 
поступательно, не вращаясь относительно некоторой оси, проходящей 
через саму частицу.
При потенциальном движении в любой точке движущейся жидкости 
rot v =  0.
6.8.1. Потенциал скорости
Если ротор некоторой векторной функции равен нулю, то эта векторная 
функция может быть представлена как градиент скалярной функции, 
так как ротор градиента тождественно равен нулю.
Из определения потенциального движения жидкости следует, что 
скорость может быть представлена в виде градиента некоторой скаляр­
ной функции p, называемой потенциалом скорости:
_  d p  d p
v =  V p ,  v x =  — , Vy =  — , v z 




Действительно, если скорость представлена в виде градиента ска­
лярной функции, то движение потенциально, так как
rot v =  rot V p  =  0. (6.73)
Для потенциального движения идеальной жидкости циркуляция 
скорости по любому замкнутому (индивидуальному или неиндивиду­
альному) контуру в односвязной области течения равна нулю:
Г v dr =  / rot v dS =  0.
S
(6.74)
Это означает, что при потенциальном движении жидкости не может 
быть замкнутых линий тока.
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Д ля баротропного потенциального нестационарного движения ж ид­
кости уравнение Эйлера (6.14) записывается в следующем виде:
d v ( v 2 \
*  =  - Ч т  +  P + Ч ' (6 7 5 )
С учетом выражения (6.72) получаем
V  ( дШ +  Т  +  P +  £пот)  = 0 . (6.76)
Отсю да имеем
д ш  v2-д- +  — +  P +  £пот =  const =  f  (t ) . (6.77)
Постоянная в правой части уравнения (6.77) при нестационарном дви­
жении может зависеть от времени, однако в любой фиксированный 
момент времени она одинакова для всех точек пространства, занято­
го жидкостью.
Поскольку нашей конечной целью является нахождение скорости 
движения жидкости, а скорость определяются производными от потен­
циала по координатам, то любая функция времени, добавленная к по­
тенциалу, не изменит результат вычисления скорости. После замены
Ш — > Ш +  J f (t ) d t
получим в правой части уравнения (6.77) нуль. П оэтому без ограниче­
ния общности рассмотрения можно в уравнении (6.77) функцию f  (t ) 
полож ить равной нулю.
Таким образом, мы получили уравнение Бернулли для баротроп­
ного потенциального нестационарного движения идеальной жидкости. 
В случае стационарного движения первое слагаемое в левой части урав­
нения (6.77) равно нулю и мы имеем обычное уравнение Бернулли с по­
стоянной в правой части, не зависящей ни от координат, ни от времени.
6.8.2. Идеальная несжимаемая жидкость
Д ля несжимаемой идеальной жидкости потенциал скорости должен  
удовлетворять уравнению Лапласа:
div v =  0 , v =  V <£ ,  div V ^  =  А ш =  0 . (6.78)
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Таким образом, при потенциальном движении несжимаемой жидко­
сти нам необходимо найти лишь одну скалярную функцию. Поскольку 
при нестационарном движении потенциал скорости должен быть функ­
цией не только координат, но и времени, а уравнение Лапласа содержит 
лишь производные по координатам, то отсюда следует, что время может 
быть введено только через граничные условия.
Граничные условия для идеальной жидкости в каждой точке по­
верхности обтекаемого тела имеют вид (6.19):
Vn = un, (6.79)
где vn — нормальная компонента вектора скорости жидкости; un — нор­
мальная компонента вектора скорости движения тела. Скорость движе­
ния тела должна быть задана как функция координат и времени.
Для потенциального движения жидкости граничные условия можно 
записать в виде
Vn =  (n , v) =  (n , V ^ ) d<pOn’
8<p
dn u (6.80)
Таким образом, потенциал в любой точке несжимаемой жидкости 
зависит от времени так же, как и потенциал на поверхности обтекаемо­
го тела. Если при движении тела в идеальной несжимаемой жидкости 
создаваемое им движение жидкости является потенциальным, то в каж­
дый момент времени потенциал во всех точках жидкости зависит лишь 
от скорости (u) движения тела в тот же момент времени. Физически 
это можно понять, если принять во внимание, что возмущение, а следо­
вательно, и взаимодействие между различными частями несжимаемой 
жидкости, распространяется с бесконечной скоростью (q =  то). Поэто­
му изменение скорости в какой-либо точке потока ведет к мгновенному 
изменению скоростей во всех точках потока идеальной несжимаемой 
жидкости.
6.8.3. Функция тока
Рассмотрим плоское движение идеальной несжимаемой жидкости, т. е. 
такое движение, при котором индивидуальные частицы жидкости дви­
жутся параллельно некоторой неподвижной плоскости со скоростью, не
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зависящей от расстояния частиц до этой плоскости. При плоском дви­
жении жидкости все его характеристики зависят только от двух коор­
динат, например х, у; при этом во всех плоскостях, параллельных плос­
кости xOy, картина движения жидкости одинакова. Например, плоским 
является движение жидкости, стимулируемое одиночной вихревой пря­
молинейной нитью.
В теории плоского потенциального движения идеальной несжимае­
мой жидкости удобно ввести понятие функции тока ф в соответствии 
со следующими уравнениями:
vX дф 




Для потенциала скорости имели соотношения (6.72) и (6.78).
Функция тока, введенная соотношениями (6.81), тождественно удо­
влетворяет уравнению неразрывности для несжимаемой жидкости. 
Действительно,
dvx dvy д дф д дф
~дх + ~ду =  , дХдУ -  дУдХ =  ' ( . )
Нетрудно видеть, что при потенциальном движении функция тока 
так же, как и потенциал, долж на удовлетворять однородному (двумер­
ному) уравнению Лапласа. Д ля плоского движения имеем
(rotv)z
Ovy дvx д дф
x = 0, -
д дф
дх ду дх дх ду ду
Дф =  О.
0 , (6.83)
Таким образом, при плоском потенциальном движении несжимае­
мой идеальной жидкости как потенциал, так и функция тока должны 
удовлетворять уравнению Лапласа, т. е. должны быть гармонически­
ми функциями. При непотенциальном движении функция тока должна 
удовлетворять уравнению, которое можно получить, подставляя (6.81) 
в уравнение Громека. Очевидно, что функция тока может быть введена 
только для плоского движения жидкости.
С в о й с т в а  ф у н к ц и и  то к а
Функция тока обладает рядом свойств, которые объясняют необходи­
мость ее введения.
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1. Линии тока — это линии, удовлетворяющие уравнению
ф =  const. (6.84)







vy dx — vxdy =  0 ,




т. е. вдоль линии тока функция тока постоянна, что и требовалось до­
казать.
2. Если на плоскости xOy между двумя точками на двух различных 
линиях тока провести некоторую произвольную кривую, то поток жид­
кости Q через эту кривую (масса жидкости, протекающей через кривую 
за единицу времени) будет определяться разностью значений функции 
тока в этих точках (рис. 6.17).
Рис. 6.17
Расход жидкости через линию 1—2 равен:
2
Q =  р v n  dl
i
2




П р о е к ц и и  н о р м а л и  к  э л е м е н т у  к р и в о й  d l н а  о с и  к о о р д и н а т  т а к о в ы  
(р и с .  6 .1 7 ) :
n x =  s in  9
dy
d l ’
ПУ c o s  9
d x
H '
П о д с т а в и в  n x и  n y в  ф о р м у л у  д л я  р а с х о д а  (6 .8 6 )  и  з а м е н и в  к о м п о н е н т ы  
в е к т о р а  с к о р о с т и  п р о и з в о д н ы м и  о т  ф у н к ц и и  т о к а  ( 6 .8 1 ) ,  п о л у ч и м
2 2
Q =  Р J ( j djy dy +  d X  d x ^  =  p J  d-ф =  р(ф2 -  фг) . (6 .8 7 )
i i
3 . Л и н и и  т о к а  (ф  =  c o n s t )  и  л и н и и  р а в н о г о  п о т е н ц и а л а  ( х  =  c o n s t )  
в з а и м н о  о р т о г о н а л ь н ы  в  к а ж д о й  т о ч к е  д в и ж у щ е й с я  ж и д к о с т и .  Н а п р а в ­
л е н и я  н о р м а л е й  к  э т и м  л и н и я м  о п р е д е л я ю т с я  с о о т н о ш е н и я м и
% V x
r w i  ’
n„
V ф
I V ф  г
(6.88)
Р а с с м о т р и м  и х  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е :
, V X Vф
(n^’ ^ ) =  I V x  II V ф  I
v xv y +  VxVy о
=
(6 .8 9 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  к а ж д а я  к р и в а я  с е м е й с т в а  э к в и п о т е н ц и а л ь н ы х  л и ­
н и й  x  =  c o n s t  с о с т а в л я е т  п р я м о й  у г о л  с  л и н и я м и  т о к а  ф  =  c o n s t  в  
т о ч к е  п е р е с е ч е н и я .
6.9. Методы описания движения 
идеальной жидкости
Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч  о  д в и ж е н и и  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  р а з р а б о т а н ы  с п е ­
ц и а л ь н ы е  м е т о д ы .  Р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы е  и з  н и х  н а  к о н к р е т н ы х  п р и ­
м е р а х .
6.9.1. Метод конформных отображений
Э т о т  м е т о д  в е с ь м а  э ф ф е к т и в е н ,  н о  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н  т о л ь к о  д л я  
п л о с к о г о  п о т е н ц и а л ь н о г о  д в и ж е н и я  и д е а л ь н о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и ,
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Эти соотношения представляют известные в теории функций ком­
плексного переменного условия Коши — Римана, которые гарантируют, 
что комплексное выражение
3  =  р  +  гф , (6.91)
где i  = \J — 1 — мнимая единица, является аналитической функцией 
комплексного аргумента z =  х +  i y . Это, в свою очередь, означает, что 
функция в (z) имеет в каждой точке производную:
dj3
d z
д р  . д ф  
д х  д х
Vx— i Vy . (6.92)
Функция 3 (z ) называется к о м п л е к с н ы м  п о т е н ц и а л о м , а производ­
ная d 3 / d z  — к о м п л е к с н о й  с к о р о с т ь ю .
Таким образом, пользуясь теорией функций комплексного перемен­
ного, получаем возможность использовать не две функции р  и ф  от 
двух аргументов х  и у, а лишь одну комплексную функцию 3  от одной 
комплексной переменной z .
Кроме того, начиная с решения какой-либо тривиальной задачи, ме­
тодами конформных отображений можно получить решение целого ря­
да более сложных задач, прямое решение которых часто бывает затруд­
нительно.
О б т е к а н и е  б е с к о н е ч н о г о  ц и л и н д р а
Рассмотрим потенциальное обтекание бесконечного цилиндра однород­
ным потоком идеальной несжимаемой жидкости, перпендикулярным 
оси цилиндра. Очевидно, картина обтекания будет идентична во всех 
плоскостях, перпендикулярных оси цилиндра. Поэтому мы можем рас­
сматривать движение жидкости как плоское.
Прежде чем рассматривать обтекание цилиндра, рассмотрим обте­
кание тонкой пластинки шириной 4г0 и бесконечной длины однородным
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п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  п о т о к о м  ж и д к о с т и ,  к о т о р ы й  н а п р а в л е н  в д о л ь  п о ­
в е р х н о с т и  п л а с т и н к и  п е р п е н д и к у л я р н о  е е  п р о д о л ь н о й  о с и  ( р и с .  6 .1 8 ) .
В ы б е р е м  д е к а р т о в у  с и с т е м у  к о о р д и н а т  г О п ,  н а ч а л о  к о т о р о й  в  с е р е ­
д и н е  ш и р и н ы  п л а с т и н к и ;  к о о р д и н а т н а я  о с ь  г  н а п р а в л е н а  в д о л ь  н а б е г а ­
ю щ е г о  п о т о к а  ( р и с .  6 .1 8 ) .
П о с к о л ь к у  п л а с т и н к а  д о с т а т о ч н о  т о н к а я ,  и д е а л ь н а я  ж и д к о с т ь  м о ­
ж е т  б е с п р е п я т с т в е н н о  с к о л ь з и т ь  в д о л ь  е е  п о в е р х н о с т и ,  т. е . п л а с т и н к а  
н е  о к а з ы в а е т  н и к а к о г о  д е й с т в и я  н а  п о т о к .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  о д н о р о д ­
н ы й  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы й  н а б е г а ю щ и й  п о т о к  о с т а н е т с я  т а к о в ы м  и  в б л и ­
з и  п л а с т и н к и ,  и  п о с л е  н е е . Т о г д а  л и н и и  т о к а  б у д у т  п а р а л л е л ь н ы  о с и  г ,  
а  л и н и и  р а в н о г о  п о т е н ц и а л а  п е р п е н д и к у л я р н ы  к  н и м . П о э т о м у  и м е е м
v£ v д ф  
д г
д ф  
д п  ,





(6 .9 3 )
И з  в т о р о г о  у р а в н е н и я  с л е д у е т ,  ч т о  ф  н е  з а в и с и т  о т  п , а  ф  н е  з а в и с и т  
о т  г . И з  п е р в о г о  у р а в н е н и я  н а х о д и м
Ф =  v ^ ,  ф  =  v ^ n * (6 .9 4 )
П о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я  в  п о с л е д н и х  в ы р а ж е н и я х  о п у щ е н ы ,  т а к  
к а к  о н и  з а д а ю т  л и ш ь  н а ч а л о  о т с ч е т а  ф у н к ц и й  ф  и  ф , а  к о м п о н е н т ы  
в е к т о р а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  о п р е д е л я ю т с я  п р о и з в о д н ы м и  о т  
э т и х  ф у н к ц и й  п о  к о о р д и н а т а м .
З а п и ш е м  к о м п л е к с н ы й  п о т е н ц и а л :
в  =  ф  +  i  ф  =  v ^ X ,  X  =  г  +  in*  (6 .9 5 )
202
Здесь х — комплексная переменная в плоскости еОп.
Далее используем следующее конформное отображение точек плос­
кости еОп в точки плоскости xOy:
r2
X =  z +— -, z = x + iy. (6.96)
Предварительно рассмотрим, как преобразуется область п > 
0, — 2r0 < е < + 2r0 плоскости еОп в плоскости xOy.
Из (6.96) имеем
z2 — Xz +  r2 =  ф х
2zi,2 =  £  ±  \/^т — r2,
г
4 (6.97)
x i,2 +  iyi,2 =  ^(е +  in) ±




Уравнение пластинки в плоскости х таково:
П =  0, —2r0 < е < + 2r°.
Из последнего уравнения (6.97) получаем
е
x i’2 =  2 , У1,2 =  M l  r0 — J . (6.98)
Уравнение пластинки в плоскости еОп конформное отображение 
(6.96) преобразует в плоскости xOy в уравнение
2 , 2  2
x  +  y  =  r 0 .
2
Мы получили уравнение окружности радиусом r0, причем точки плос­
кости еОп, соответствующие п > 0, как нетрудно видеть, находятся вне 
круга.
Таким образом, если в плоскости еОп мы имели обтекание пластин­
ки однородным плоскопараллельным потоком жидкости, то в плоскости 
xOy с использованием конформного отображения (6.96) получили об­
текание бесконечного цилиндра. Причем общие свойства конформных 
отображений гарантируют нам, что в точках, удаленных на бесконеч­
ность, сохраняется направление линий тока и равного потенциала, а 
также их ортогональность в любой точке пересечения.
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Рассмотрим картину обтекания цилиндра потоком жидкости, век­
тор скорости которого перпендикулярен продольной оси этого ци­
линдра, в плоскости xOy.
Введем цилиндрическую систему координат (r, 6,z), начало которой 
на оси цилиндра (рис. 6.19).
Рис. 6.19
Комплексный потенциал (6.95) в полярных координатах с учетом 
выражения (6.96) запишется в следующем виде:
r  2
в  =  v ^ x  =  ( z  +  -Z0 ) =




r cos 0 +  ir sin 0
Умножая числитель и знаменатель последнего слагаемого в скобках 
на выражение, комплексно сопряженное знаменателю, получим
„2
в =  p +  i-ф =  vc
r
r cos 0 +  ir sin 0 +  0 (r cos 0 — ir sin 0) r2 (6.100)
Приравнивая в этом выражении сначала действительные части, а 
затем мнимые, для потенциала скорости и функции тока находим
p =  vTO ^1 +  r cos 0, 
ф =  vTO 1 — ^  r sin 0.
(6.101)
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О т с ю д а  о п р е д е л я е м  р а д и а л ь н у ю  и  к а с а т е л ь н у ю  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  
с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и :
Vr
Vs
^  =  v TO (1  -  Г  ) cos в. 
d r
l ^ e  = - v m ( 1 +  ^ °  ) sin в .
(6.102)
П о л у ч е н н о е  р е ш е н и е  у д о в л е т в о р я е т  г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю  н е п р о т е к а ­
н и я  д л я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и :  п р и  r  =  Го и м е е м  Vr =  0 .
П о л ь з у я с ь  в ы р а ж е н и я м и  ( 6 .1 0 2 ) ,  н е т р у д н о  п о с т р о и т ь  л и н и и  т о к а  
(ф  =  c o n s t )  и  э к в и п о т е н ц и а л ь н ы е  л и н и и  —  ( ^  =  c o n s t ) .  И з м е н я я  ч и с ­
л е н н о е  з н а ч е н и е  п о с т о я н н о й  в  у р а в н е н и и  ф  =  c o n s t  н а  н е к о т о р у ю  з а д а н ­
н у ю  в е л и ч и н у  ( о п р е д е л я ю щ у ю  р а с х о д  ж и д к о с т и  м е ж д у  д в у м я  с о с е д н и ­
м и  л и н и я м и  т о к а ) ,  м о ж н о  п о с л е д о в а т е л ь н о  п о с т р о и т ь  в с е  л и н и и  т о к а .  
А н а л о г и ч н о  м о ж н о  п о с т р о и т ь  и  э к в и п о т е н ц и а л ь н ы е  л и н и и , о р т о г о н а л ь ­
н ы е  л и н и я м  т о к а  в  л ю б о й  т о ч к е  п е р е с е ч е н и я .  Н а  р и с .  6 .2 0  и з о б р а ж е н а  
п р и м е р н а я  к а р т и н а  р а с п о л о ж е н и я  э т и х  л и н и й .
В е л и ч и н а  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  и з  ф о р м у л ы
2 2 . 2  2V =  Vr +  Vs =  VTO 1 +  - 0  О c o s  2 в 6 .1 0 3
Н а  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а  ( г  =  Го) с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  м а к с и м а л ь н а  
п р и  в  =  п / 2 ,  3 п / 2 ,  п р е в ы ш а е т  в  д в а  р а з а  с к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а :
Vm =  2 v 6 .1 0 4
4 2
r r
И з  ф о р м у л ы  (6 .1 0 3 )  в и д н о  т а к ж е ,  ч т о  в  к р и т и ч е с к и х  т о ч к а х  н а  п о ­
в е р х н о с т и  ц и л и н д р а  (в  =  0 , п )  п о л н а я  с к о р о с т ь  р а в н а  н у л ю .
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Подбирая подходящее конформное отображение, мы могли бы из 
простейшей задачи обтекания пластинки получить обтекание эллип­
са, некоторого профиля крыла и других плоских тел, имеющих более 
сложную форму. В этом и состоит эффективность применения теории 
функций комплексного переменного к решению задач о плоском потен­
циальном движении идеальной жидкости.
П а р а д о к с  Д а л а м б е р а
Вычислим силу, действующую на единицу длины цилиндра со стороны 
движущейся жидкости. Для этого определим распределение давления 
по его поверхности. Воспользуемся уравнением Бернулли для какой- 
либо линии тока, которая оканчивается в любой точке поверхности ци­
линдра:
2 2
V-  +  Р -  =  V -  +  Р .  (6.105)
2 p 2 p
Квадрат скорости жидкости на поверхности цилиндра согласно (6.103) 
равен:
v 2 =  2 v — (1  — c o s  2 9 ) =  4 v — s in 2 9 . (6.106)
Из уравнения Бернулли (6.105) следует, что на поверхности цилиндра 
распределение давления таково:
Р = Р -  +  (1  — 4  s in 2 9 )  . (6.107)
Из (6.107) видно, что давление максимально при 9 =  0, п, т. е., как 
и следовало ожидать, в критических точках. Давление на поверхности 








Если для наглядности отложить разность давлений (p — р—) на поверх­
ности цилиндра в масштабе, когда давлению жидкости в набегающем 
потоке р— соответствует отрезок прямой, равный радиусу цилиндра r0, 
то получим распределение давления, показанное на рис. 6.21.
Силы давления, действующие на поверхность цилиндра, стремятся 
деформировать (растянуть) его вдоль оси, перпендикулярной набегаю­
щему потоку.
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В ы ч и с л и м  с и л у , с  к о т о р о й  п о т о к  ж и д к о с т и  д е й с т в у е т  н а  е д и н и ц у  
д л и н ы  ц и л и н д р а .  Д л я  э т о г о  д о с т а т о ч н о  п р о и н т е г р и р о в а т ь  н а п р я ж е н ­
н о с т ь  п о в е р х н о с т н о й  с и л ы  п о  п л о щ а д и  е д и н и ц ы  д л и н ы  ц и л и н д р а :  с и л ы  
д а в л е н и я  ( 6 .1 0 7 ) ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  э л е м е н т ы  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а
F  =  P (n) dS,
и л и  в  п р о е к ц и и  н а  к о о р д и н а т н у ю  о с ь  x i , в ы р а з и в  н а п р я ж е н н о с т ь  п о ­
в е р х н о с т н о й  с и л ы  ч е р е з  т е н з о р  н а п р я ж е н и й :
Fi =  P (n) d S  =  Piknk dS =  -  pni dS.
Д л я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  т е н з о р  н а п р я ж е н и й  о п р е д е л я е т с я  т о л ь к о  д а в ­
л е н и е м  ( 6 .1 ) :
Pik P&ik.
П о э т о м у
Fi = -  pni dS.
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  о б т е к а е м о е  т е л о  в  н а п р а в л е н и и  н а б е г а ю щ е г о  
п о т о к а  (i =  x) ,  н а з ы в а е т с я  силой лобового сопротивления:
2п
nx =  c o s  в, Fx =  —roJ  Рc o s  Odd. (6 .1 0 8 )
0
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  т е л о  п е р п е н д и к у л я р н о  н а п р а в л е н и ю  н а б е г а ­
ю щ е г о  п о т о к а  ( i  =  y) ,  н а з ы в а е т с я  подъемной силой:
2п
n  =  s in  в, F =  - Г0 Р s in  e d d. ( 6 1 0 9 )
0
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И с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и е  д л я  д а в л е н и я  (6 .1 0 7 ) ,  п о л у ч а е м ,  ч т о  о б е  с и ­
л ы  р а в н ы  н у л ю . Э т о т  р е з у л ь т а т  и  с о с т а в л я е т  с о д е р ж а н и е  п а р а д о к с а  
Д а л а м б е р а .  О н  с п р а в е д л и в  н е  т о л ь к о  д л я  ц и л и н д р а ,  н о  и  д л я  т е л а  п р о ­
и з в о л ь н о й  ф о р м ы .
Э т о т  у д и в и т е л ь н ы й  р е з у л ь т а т  б ы л  п р е д м е т о м  д л и т е л ь н о й  д и с к у с ­
с и и  Д а л а м б е р а  и  Э й л е р а .  П а р а д о к с  ( п е р е в о д  с  г р е ч е с к о г о  —  н е о ж и д а н ­
н ы й )  в  н а у к е  —  н е о ж и д а н н о е  я в л е н и е ,  н е  с о о т в е т с т в у ю щ е е  о б ы ч н ы м  
п р е д с т а в л е н и я м .  Д а л а м б е р  г о в о р и л :  « С т р а н н ы й  п а р а д о к с ,  о б ъ я с н е н и е  
к о т о р о г о  п р е д о с т а в л я ю  м а т е м а т и к а м »  (1 7 4 4 ) .  О б ъ я с н я я  э т о т  п а р а д о к с ,  
Э й л е р  п р е д п о л а г а л ,  ч т о  р е а л ь н а я  ж и д к о с т ь  н е  п о х о ж а  н а  и д е а л ь н у ю .  
Э й л е р  п и с а л :  « Е с л и  н е к о т о р ы е  л ю д и  у в л е к у т с я  и  б у д у т  д у м а т ь ,  ч т о  
м о ж н о  п р о д в и г а т ь  т е л а  ч е р е з  ж и д к о с т ь ,  н е  в с т р е ч а я  с о п р о т и в л е н и я ,  
т а к  к а к  с и л а ,  с  к о т о р о й  ж и д к о с т ь  д е й с т в у е т  н а  п е р е д н ю ю  ч а с т ь  т е л а ,  
б у д е т  у н и ч т о ж а т ь с я  д е й с т в и е м  т а к о й  ж е  с и л ы  н а  з а д н ю ю  ч а с т ь ,  ч т о  н е  
и м е е т  м е с т а  п р и  д в и ж е н и и  д е й с т в и т е л ь н ы х  ж и д к о с т е й ,  т о  т а к о й  в ы в о д  
б у д е т  н е п р а в и л е н »  (1 7 5 5 ) .  У ж е  в  т о  в р е м я  Э й л е р  о т м е ч а л  в л и я н и е  т р е ­
н и я  р е а л ь н ы х  ж и д к о с т е й  н а  п р о и с х о ж д е н и е  с о п р о т и в л е н и я  т е л .  Т а к и м  
о б р а з о м ,  п а р а д о к с  Д а л а м б е р а  н е  д о л ж е н  и м е т ь  м е с т а  д л я  д в и ж е н и й  
р е а л ь н ы х ,  х о т я  б ы  и  м а л о в я з к и х  ж и д к о с т е й .
В о о б щ е  г о в о р я ,  м ы  м о г л и  б ы  « о р г а н и з о в а т ь »  с и л у  с о п р о т и в л е н и я  
д в и ж е н и ю  т е л а  и  в  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  р а с с м а т р и в а я  д в и ж е н и я  с  р а з ­
р ы в о м  с к о р о с т е й  н а  н е к о т о р ы х  п о в е р х н о с т я х  ж и д к о с т и ,  о т х о д я щ и х  о т  
п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а .
Т а к ,  п р и  о б т е к а н и и  ц и л и н д р а  м о д е л ь  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  д о п у с к а е т  
с у щ е с т в о в а н и е  з а  т е л о м  н е к о т о р о й  з а с т о й н о й  з о н ы  н е п о д в и ж н о й  ж и д ­
к о с т и ,  о г р а н и ч е н н о й  л и н и я м и  р а з р ы в а  с к о р о с т и  A B  и  C D  ( р и с .  6 .2 2 ) .
О ч е в и д н о ,  ч т о  д л я  с у щ е с т в о в а н и я  з а с т о й н о й  з о н ы  д а в л е н и е  в  н е й  
д о л ж н о  б ы т ь  о д н о р о д н ы м  и  р а в н ы м  н е и з м е н н о м у  д а в л е н и ю  в д о л ь  л и ­
н и й  р а з р ы в а .  Т о г д а  д а в л е н и е  в  з а с т о й н о й  з о н е  д о л ж н о  б ы т ь  р а в н о  д а в ­
л е н и ю  н а  п о в е р х н о с т и  т е л а  в  т о ч к е  в о з н и к н о в е н и я  р а з р ы в а  ( A  и л и  C ). 
Н о  м ы  в и д е л и ,  ч т о  д а в л е н и е  в  н е к о т о р о й  т о ч к е  A  и л и  C  м е н ь ш е ,  ч е м  
д а в л е н и е  в  л ю б о й  т о ч к е  п е р е д н е й  ч а с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а .  П о э т о м у  с и ­
л а , с  к о т о р о й  ж и д к о с т ь  д е й с т в у е т  н а  ф р о н т а л ь н у ю  с т о р о н у  т е л а ,  б у д е т  
б о л ь ш е  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ е й  н а  е г о  з а д н ю ю  с т о р о н у ,  т . е . в о з н и к а е т  н е к о ­
т о р а я  с и л а  с о п р о т и в л е н и я .  Э т о т  п р и е м ,  т. е . р а с с м о т р е н и е  н е к о т о р ы х  
р а з р ы в н ы х  т е ч е н и й  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  и с п о л ь з у е т с я  п р и  в ы ч и с л е н и и  
п о д ъ е м н о й  с и л ы  и  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  к р ы л а  с а м о л е т а .
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Р и с .  6 .2 2
П а р а д о к с  Д а л а м б е р а  н е  и м е е т  м е с т а  и  п р и  т а к и х  д в и ж е н и я х  т е л а , 
п р и  к о т о р ы х  о б р а з у ю т с я  в о л н ы  ж и д к о с т и .  Н а п р и м е р ,  д в и ж е н и е  ч а с т и ч ­
н о  п о г р у ж е н н о г о  т е л а  в д о л ь  п о в е р х н о с т и  ж и д к о с т и ,  н а х о д я щ е й с я  в  п о ­
л е  т я ж е с т и  ( с у д н о ,  л о д к а ) .  В  э т о м  с л у ч а е  с у щ е с т в у е т  т а к  н а з ы в а е м о е  
в о л н о в о е  с о п р о т и в л е н и е .  П а р а д о к с  о т с у т с т в у е т  и  п р и  д в и ж е н и и  т е л а  с о  
с в е р х з в у к о в ы м и  с к о р о с т я м и  в  с ж и м а е м о й  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  к о г д а  в  
ж и д к о с т и  о б р а з у ю т с я  у д а р н ы е  в о л н ы .
6.9.2. Метод суперпозиции потенциальных потоков
П р и  д в и ж е н и и  и д е а л ь н о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  п о т е н ц и а л  с к о р о с т и  
у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  Л а п л а с а :
А ^  =  0. ( 6 .1 1 0 )
Э т о  л и н е й н о е  о д н о р о д н о е  у р а в н е н и е .  С л е д о в а т е л ь н о ,  с у м м а  л ю б ы х  е г о  
р е ш е н и й  т а к ж е  я в л я е т с я  е г о  р е ш е н и е м . П о э т о м у  с у м м и р у я  и з в е с т н ы е  
п р о с т е й ш и е  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  Л а п л а с а ,  м ы  м о ж е м  п о л у ч и т ь  р е ш е н и я ,  
и м е ю щ и е  в о  м н о г и х  с л у ч а я х  в п о л н е  р е а л ь н ы й  с м ы с л  и  п р а к т и ч е с к о е  
з н а ч е н и е .
П у с т ь  и  ^ 2  —  п о т е н ц и а л ы  с к о р о с т е й  « п р о с т ы х »  т е ч е н и й  и д е ­
а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  я в л я ю щ и е с я  р е ш е н и я м и  у р а в н е н и я  (6 .1 1 0 ) .  О ч е в и д ­
н о ,  с у м м а  э т и х  п о т е н ц и а л о в  т а к ж е  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  Л а п л а с а  
(6 .1 1 0 )  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  с о о т в е т с т в у е т  н е к о т о р о м у  « с л о ж н о м у »  д в и ж е ­
н и ю  ж и д к о с т и ,  п р е д с т а в л я ю щ е м у  с о б о й  с у п е р п о з и ц и ю  д в у х  « п р о с т ы х » .
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Д е й с т в и т е л ь н о ,  е с л и
д <£1 =  о ,  д ^ 2  =  о ,
т о  и м е е м
Д ( <£1 +  ^ 2 ) =  0 , <р =  <pi +  ^ 2 , v  =  V i +  V2 . (6.111)
Т о  е с т ь  с к о р о с т и  « с л о ж н о г о »  д в и ж е н и я  в е к т о р н о  с к л а д ы в а ю т с я  и з  с к о ­
р о с т е й  « п р о с т ы х »  д в и ж е н и й .  В  э т о м  и  с о с т о и т  п р и н ц и п  с у п е р п о з и ц и и .
О б т е к а н и е  б е с к о н е ч н о г о  ц и л и н д р а  с ц и р к у л я ц и е й
Н а л о ж и м  н а  п о л у ч е н н о е  п о т е н ц и а л ь н о е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  п р и  о б т е ­
к а н и и  ц и л и н д р а  п л о с к и й  в и х р ь  и н т е н с и в н о с т ь ю  Г ,  в р а щ а ю щ и й с я  п р о ­
т и в  ч а с о в о й  с т р е л к и .  К о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ,  с т и ­
м у л и р у е м о г о  п л о с к и м  в и х р е м ,  т а к о в ы  (6 .7 0 ) :
С к л а д ы в а я  с о  с к о р о с т я м и  ( 6 .1 0 2 ) ,  п о л у ч и м  д в и ж е н и е ,  к о м п о н е н т ы  с к о ­
р о с т и  к о т о р о г о  и м е ю т  в и д
О ч е в и д н о ,  к а р т и н а  о б т е к а н и я  б у д е т  т е п е р ь  с и м м е т р и ч н о й  т о л ь к о  о т ­
н о с и т е л ь н о  о с и  у .  Д л я  и з о б р а ж е н и я  л и н и й  т о к а  н а й д е м  п о л о ж е н и е  к р и ­
т и ч е с к и х  т о ч е к  н а  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а .
В  к р и т и ч е с к и х  т о ч к а х  н а  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а  д о л ж н ы  о б р а щ а т ь ­
с я  в  н у л ь  к а к  v r , т а к  и  v s . Р а д и а л ь н а я  к о м п о н е н т а  с к о р о с т и  н а  п о в е р х н о ­
с т и  ц и л и н д р а  в  л ю б о й  т о ч к е  р а в н а  н у л ю . К а с а т е л ь н а я  ж е  к о м п о н е н т а  
с к о р о с т и  р а в н а  н у л ю  в  к р и т и ч е с к и х  т о ч к а х ,  о п р е д е л я е м ы х  и з  (6 .1 1 2 )  
с о о т н о ш е н и я м и
Г
v s1 = -------
2 n r
v r 1  =  о .
(6.112)
r  =  r 0 , v s =  0 , s in  9,
Г
(6 .1 1 3 )s к
4 n v ^ r o
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Е с л и  Г  =  0  ( о б т е к а н и е  ц и л и н д р а  б е з  ц и р к у л я ц и и ,  р и с .  6 .2 3 ,  а ) ,  т о  
и м е е м  п р е ж н и й  р е з у л ь т а т :
9 к =  0 , п .
Е с л и  Г  <  4 n v ^ r 0 (р и с .  6 .2 3 ,  б ) , т о  к р и т и ч е с к и е  т о ч к и ,  о ч е в и д н о ,  
н а х о д я т с я  в  в е р х н е й  п о л о в и н е  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а .
Е с л и  Г  =  4 n v ^ r 0 (р и с .  6 .2 3 ,  в ) ,  т о  о б е  т о ч к и  с л и в а ю т с я  в  о д н у  п р и  
вк =  п / 2.
П р и  Г  >  4 n v ^ r 0 ( р и с .  6 .2 3 ,  г ) к р и т и ч е с к и х  т о ч е к  н а  п о в е р х н о с т и  
ц и л и н д р а  н е  с у щ е с т в у е т ,  о н и  м о г у т  б ы т ь  р а с п о л о ж е н ы  т о л ь к о  г д е - т о  в  
о б ъ е м е  ж и д к о с т и .
Т е п е р ь  м ы  м о ж е м  н а р и с о в а т ь  п р и м е р н у ю  к а р т и н у  л и н и й  т о к а  
п р и  о б т е к а н и и  ц и л и н д р а  п о т о к о м  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  с  ц и р к у л я ц и е й  
(р и с .  6 .2 3 ) .
Р и с .  6 .2 3
Э ф ф е к т  М а г н у с а
В ы ч и с л и м  р е з у л ь т и р у ю щ и е  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  с о  с т о р о н ы  ж и д к о с т и  
н а  е д и н и ц у  д л и н ы  ц и л и н д р а .  Д л я  э т о г о  н а й д е м  р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я
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по поверхности цилиндра. Из уравнения Бернулли (6.105) имеем
p  =  p ~  +  р  ( v L  -  v l ) . (6.114)
Подставив выражение (6.112) для касательной компоненты вектора ско­
рости vs на поверхности цилиндра, получим
p Р ^  +  р  f V2 Г24 п2г0 +
4 r v TO
2п г 0
sin 0 4v ,̂ sin2 в (6.115)
Сила лобового сопротивления Fx и подъемная сила Fy могут быть 
вычислены по формулам (6.108) и (6.109). При подстановке в эти фор­
мулы выражения (6.115) после интегрирования находим
Fx =  0, Fy =  -p v ^  Г. (6.116)
Как и прежде, для силы лобового сопротивления имеем парадокс 
Даламбера, однако циркуляция стимулирует возникновение подъемной 
силы, направленной противоположно оси у (рис. 6.23).
Возникновение подъемной силы при обтекании тела с циркуляци­
ей называется эффектом Магнуса. Эффект Магнуса является частным 
случаем общей теоремы Жуковского о подъемной силе крыла. Соглас­
но теореме Жуковского, для вычисления подъемной силы крыла при 
обтекании его идеальной жидкостью необходимо вычислить лишь цир­
куляцию скорости вокруг крыла. Н. Е. Жуковским, а затем С. А. Чап­
лыгиным были разработаны специальные методы вычисления такой 
циркуляции при разрывных течениях жидкости около крыла.
Причину возникновения подъемной силы при обтекании цилиндра с 
циркуляцией нетрудно понять, если обратиться к уравнению Бернулли. 
Как видно из рис. 6.23, в верхней половине цилиндра скорость набе­
гающего потока и циркуляционная скорость вычитаются, а в нижней 
половине — складываются. Таким образом, результирующая скорость 
суммарного движения в верхней половине оказывается меньше, чем в 
нижней. Из уравнения Бернулли тогда следует, что давление, действу­
ющее на верхнюю половину цилиндра, больше давления, действующего 
на его нижнюю половину. В результате возникает результирующая си­
ла, направленная вниз (рис. 6.23).
Приведем несколько примеров, демонстрирующих эффект Магнуса. 
Если легкий бумажный цилиндрик скатывается с наклонной плоскости,
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то его вращение при падении существенно изменяет траекторию движ е­
ния. Если без вращения его траектория описывалась бы верхней кри­
вой (рис. 6 .24), то вращение делает траекторию более крутой, так как 
возникающая при этом сила направлена к поверхности. Вращающийся  
цилиндр вследствие вязкости реального воздуха стимулирует вокруг се­
бя циркуляционное движение, что и является причиной возникновения 
подъемной силы.
Всем известно, что хорошо закрученный шарик пинг-понга описыва­
ет довольно сложные траектории. Так, например, если мы хотим, что­
бы его траектория над столом была круче, то при подаче мы долж ны  
закрутить его по часовой стрелке. В этом случае возникает сила, на­
правленная вниз. Того же самого эффекта добиваются и волейболисты, 
подавая крученый мяч.
В 1924 г. немецкий авиационный 
инженер и изобретатель А . Флеттнер  
сконструировал и построил роторное 
судно, использующее рассматривае­
мый эф ф ект (рис. 6.25). На судне 
были установлены два легких, обтя­
нутых парусиной цилиндра, которые 
приводились во вращение моторами.
Диаметр цилиндров — 2,8 м, высота —
18 м.
Такое судно развивало скорость
около 15 к м /ч . Причем естественно, что максимальная скорость раз­





корпуса судна. Однако это изобретение не получило своего применения 
в связи с быстрым развитием паровых и дизельных двигателей.
Э ф ф ект Магнуса является также одной из причин отклонения тра­
ектории снаряда от вертикальной плоскости, проходящей через ось 
ствола орудия (деривация).
Снова обратим внимание на то, что в идеальной жидкости, ли­
шенной трения, мы не могли бы, вращая цилиндр, придать жидкости  
вращательное движение. Только благодаря вязкости вращающийся ци­
линдр создает вокруг себя вращательное движение жидкости, которое 
вдали от тела можно считать потенциальным. Отвлекаясь же от при­
чин, создавших вращательное потенциальное движение жидкости, нам 
удалось в рамках модели идеальной жидкости рассмотреть и объяснить 
многие явления, наблюдаемые в реальных жидкостях.
стрелки. Вихри увеличиваются, отрываются от крыла и уносятся на­
бегающим потоком воздуха. При этом вблизи крыла возникает цир­
куляция остальной массы воздуха, направленная по часовой стрелке. 
Циркуляционный поток, складываясь с набегающим, ускоряет движ е­
ние воздуха над крылом. Согласно уравнению Бернулли, давление над 
крылом понижается, а под крылом повышается, возникает подъемная 
сила. Примерная картина обтекания крыла показана на рис. 6.26.
Рассмотренный метод суперпозиции потенциальных потоков, как и 
метод конформных отображений, позволяет составлять из известных 
простейших движений идеальной ж идкости такие движения, которые 
были бы близки по своим свойствам к движениям жидкости в некото­
рых реальных задачах, имеющих практический интерес.
Вязкость воздуха приводит 
к его циркуляции вокруг кры­
ла самолета. Профили кры­
льев имеют острую заднюю  
кромку (рис. 6.26).
Рис. 6.26
Вблизи этой кромки возни­
кают вихри, в которых воз­
дух вращается против часовой
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6.9.3. Графоаналитический метод
С у п е р п о з и ц и ю  п л о с к и х  п о т е н ц и а л ь н ы х  п о т о к о в  ж и д к о с т и  м о ж н о  о с у ­
щ е с т в л я т ь  и  г р а ф и ч е с к и .  П р е д с т а в и м  с е б е ,  ч т о  н а  п л о с к о с т и  н а н е с е н ы  
л и н и и  т о к а  к а к и х - л и б о  д в у х  п л о с к и х  п о т о к о в  (р и с .  6 .2 7 ) .  М о ж н о  в  т о ч ­
к а х  п е р е с е ч е н и я  л и н и й  т о к а  п о с т р о и т ь  в  о д и н а к о в о м  м а с ш т а б е  с к о р о с т и  
д в и ж е н и й  ж и д к о с т и  в  о б о и х  п о т о к а х .  С к о р о с т ь  р е з у л ь т и р у ю щ е г о  д в и ­
ж е н и я  в  э т и х  т о ч к а х  м о ж н о  и з о б р а з и т ь  в  в и д е  д и а г о н а л и  п а р а л л е л о ­
г р а м м а ,  п о с т р о е н н о г о  н а  в е к т о р а х ,  и з о б р а ж а ю щ и х  с к о р о с т и  о т д е л ь н ы х  
д в и ж е н и й .  П р и ч е м  т а к о е  п о с т р о е н и е  б у д е т  т е м  т о ч н е е ,  ч е м  б у д у т  ч а щ е  
н а н е с е н ы  л и н и и  т о к а  « п р о с т ы х »  п о т о к о в .
Р и с .  6 .2 7
Р а с с м о т р и м  в о п р о с  о  м а с ш т а б а х  и з о б р а ж е н и я  с л а г а е м ы х  п о т о к о в .  
Д л я  э т о г о  о б р а т и м с я  к  р и с .  6 .2 7 .  В  п р е д е л а х  м а л ы х  у ч а с т к о в  л и н и й  
т о к а  и х  м о ж н о  п о л а г а т ь  п р я м ы м и .
Д л я  т о г о  ч т о б ы  о т р е з к и  Д / i  и  Д / 2 и з о б р а ж а л и  с к о р о с т и  v i  и  v 2 
в  о д и н а к о в ы х  м а с ш т а б а х ,  о ч е в и д н о ,  н е о б х о д и м о  в ы п о л н и т ь  с л е д у ю щ е е  
у с л о в и е : Vi _ V2
Д / i  _  Д /2  ■
И з  п о д о б и я  п р я м о у г о л ь н ы х  т р е у г о л ь н и к о в  п о л у ч а е м
(6 .1 1 7 )
Д Н 1 Д / 1
A h  _  Д / 2  ’
Д Н ^ 2 _  Д к ^ 1 . ( 6 .1 1 8 )
Н о  ДН^-\_ р а в н о  р а с х о д у  ж и д к о с т и  м е ж д у  д в у м я  с о с е д н и м и  л и н и я м и  
т о к а  п е р в о г о  п о т о к а ,  а  п р о и з в е д е н и е  Д к ^ 2 —  р а с х о д у  ж и д к о с т и  м е ж ­
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д у  д в у м я  с о с е д н и м и  л и н и я м и  т о к а  в т о р о г о  п о т о к а .  П о э т о м у  д л я  т о г о ,  
ч т о б ы  м а с ш т а б ы  и з о б р а ж е н и й  с к л а д ы в а е м ы х  п о т о к о в  б ы л и  о д и н а к о в ы ,  
н е о б х о д и м о ,  ч т о б ы  р а с х о д ы  ж и д к о с т и  м е ж д у  д в у м я  с о с е д н и м и  л и н и я м и  
т о к а  в  о б о и х  д в и ж е н и я х  б ы л и  р а в н ы :
A Q i  =  A Q 2 , A ^ i  =  Д ^ 2 ,  (6 .1 1 9 )
г д е  А ф 1 и  А ф 2 —  р а з н о с т и  ф у н к ц и й  т о к а  м е ж д у  с о с е д н и м и  л и н и я м и  
т о к а  п е р в о г о  и  в т о р о г о  п о т о к о в  с о о т в е т с т в е н н о .
Р а с с м о т р и м  в  к а ч е с т в е  п р и м е р а  н а л о ж е н и е  д в у х  п о т о к о в  —  п р я м о ­
л и н е й н о г о  п о с т у п а т е л ь н о г о  п о т о к а  и  п л о с к о г о  и с т о ч н и к а .  Д л я  н а ч а л а  
р а с с м о т р и м  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и ,  с о з д а в а е м о е  п л о с к и м  и с т о ч н и к о м  и л и
О ч е в и д н о ,  ч т о  в  п л о с к о м  и с т о ч н и к е  л и н и и  
т о к а  б у д у т  п р е д с т а в л е н ы  р а д и у с а м и ,  п р о в е ­
д е н н ы м и  и з  т о ч к и ,  в  к о т о р о й  р а с п о л о ж е н  и с ­
т о ч н и к  (р и с .  6 .2 8 ) .  Т о г д а  э к в и п о т е н ц и а л ь н ы е  
л и н и и  б у д у т  о к р у ж н о с т я м и  с  ц е н т р о м  в  и с ­
т о ч н и к е .  Е с л и  м о щ н о с т ь  и с т о ч н и к а  р а в н а  Q ,  
т о  п р и н и м а я  в о  в н и м а н и е ,  ч т о  в  т а к о м  д в и ж е ­
н и и  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  в  л ю б о й  т о ч к е  н а п р а в ­
л е н а  в д о л ь  р а д и у с о в ,  п р о в е д е н н ы х  и з  ц е н т р а  
и с т о ч н и к а ,  б у д е м  и м е т ь
Q  =  2 n r v ,  v  =  Q . ( 6 .1 2 0 )
2 n r
П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  о б а  п о т о к а  и з о б р а ж е н ы  в  о д н о м  м а с ш т а б е ,  т. е . 
р а с х о д  ж и д к о с т и  м е ж д у  д в у м я  с о с е д н и м и  л и н и я м и  т о к а  п р я м о л и н е й н о ­
г о  п о с т у п а т е л ь н о г о  п о т о к а  р а в е н  р а с х о д у  ж и д к о с т и  м е ж д у  с о с е д н и м и  
л у ч а м и  л и н и й  т о к а  п л о с к о г о  и с т о ч н и к а .
Р а с с м о т р и м  л и н и ю  т о к а  O 1O  п е р в о г о  п о т о к а ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з  и с ­
т о ч н и к  ( р и с .  6 .2 9 ) .
Т а к  к а к  с к о р о с т ь  п р я м о л и н е й н о г о  п о с т у п а т е л ь н о г о  п о т о к а  п о с т о я н ­
н а , а  с к о р о с т ь  в д о л ь  л и н и и  т о к а  и с т о ч н и к а  в о з р а с т а е т  н е о г р а н и ч е н н о  
с  п р и б л и ж е н и е м  к  и с т о ч н и к у ,  т о  н а  л и н и и  O 1O  в с е г д а  н а й д е т с я  т о ч к а ,  
в  к о т о р о й  р е з у л ь т и р у ю щ а я  с к о р о с т ь  б у д е т  р а в н а  н у л ю . О б о з н а ч и м  э т у  
т о ч к у  ч е р е з  A .  П р о в о д я  д а л е е  д и а г о н а л и  в  п о с т р о е н н о й  с е т к е  л и н и й , 
п о л у ч и м  л и н и и  т о к а  р е з у л ь т и р у ю щ е г о  п о т о к а  (р и с .  6 .2 9 ) .
Р и с .  6 .2 8
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Р и с .  6 .2 9
Р а с с м о т р и м  л и н и ю  т о к а  C A B .  Э т а  л и н и я  р а з г р а н и ч и в а е т  ж и д к о с т ь ,  
в ы т е к а ю щ у ю  и з  и с т о ч н и к а ,  о т  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  ж и д к о с т и .  Т а к  к а к  
п р и  о б т е к а н и и  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т ь ю  п о в е р х н о с т ь  т е л а  т а к ж е  я в л я е т с я  
л и н и е й  т о к а ,  ч е р е з  к о т о р у ю  ж и д к о с т ь  н е  п р о н и к а е т ,  т о  м ы  м о ж е м  п о л а ­
г а т ь  л и н и ю  C A B  л и н и е й , о п и с ы в а ю щ е й  к о н т у р  н е к о т о р о й  т в е р д о й  п о ­
в е р х н о с т и ,  о б т е к а е м о й  п р я м о л и н е й н ы м  п о с т у п а т е л ь н ы м  п о т о к о м .  З н а я  
с к о р о с т и  о т д е л ь н ы х  д в и ж е н и й  в  к а ж д о й  т о ч к е ,  м о ж н о  н а й т и  с к о р о с т ь  в  
к а ж д о й  т о ч к е  д л я  р е з у л ь т и р у ю щ е г о  д в и ж е н и я .  В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  ф о р ­
м у л о й  Б е р н у л л и ,  н е т р у д н о  р а с с ч и т а т ь  и  д а в л е н и е  в  к а ж д о й  т о ч к е  п о ­
т о к а ,  в  т о м  ч и с л е  и  н а  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а ,  и з о б р а ж а е м о й  
н а  п л о с к о с т и  л и н и е й  C A B .  С у м м и р у я  с и л ы  д а в л е н и я ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  
э л е м е н т ы  п о в е р х н о с т и  т е л а ,  м о ж н о  н а й т и  р е з у л ь т и р у ю щ у ю  с и л у , д е й ­
с т в у ю щ у ю  н а  т е л о .  Е с л и  л и н и я  A B  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  к о н т у р  н е к о ­
т о р о й  г о р ы ,  о б д у в а е м о й  в е т р о м ,  т о  м о ж н о  в  к а ж д о й  т о ч к е  н а й т и  в е р ­
т и к а л ь н у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  с к о р о с т и  в о з д у х а ,  ч т о  в а ж н о ,  н а п р и м е р ,  п р и  
м е т е о р о л о г и ч е с к и х  р а с ч е т а х  и л и  п р и  о ц е н к е  д а л ь н о с т и  и л и  п р о д о л ж и ­
т е л ь н о с т и  п о л е т а  п л а н е р а  п р и  п л а н и р о в а н и и  в  п р е д г о р ь я х .
К о м б и н а ц и я  п л о с к о п а р а л л е л ь н о г о  п о с т у п а т е л ь н о г о  п о т о к а  с  и с т о ч ­
н и к о м  и  с т о к о м  д а е т  к а р т и н у  о б т е к а н и я  н е к о т о р о г о  з а м к н у т о г о  к о н т у ­
р а ,  ф о р м а  к о т о р о г о  м о ж е т  б ы т ь  д о в о л ь н о  с л о ж н о й  в  з а в и с и м о с т и  о т  и н ­
т е н с и в н о с т и  о т д е л ь н ы х  с л а г а е м ы х  д в и ж е н и й .  Д о б а в л е н и е  е щ е  н е с к о л ь ­
к и х  и с т о ч н и к о в  и  с т о к о в  п о з в о л и т  п р е д с т а в и т ь  к а р т и н у  о б т е к а н и я  т е л а  
п р а к т и ч е с к и  л ю б о й  ф о р м ы .  К о н е ч н о ,  в с е  о п е р а ц и и  с л о ж е н и я  п о т е н ц и ­
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а л ь н ы х  п о т о к о в  м о ж н о  п р о в е с т и  и  а н а л и т и ч е с к и .  О д н а к о  в о  м н о г и х  с л у ­
ч а я х  г р а ф и ч е с к и й  м е т о д  м о ж е т  д а т ь  д о с т а т о ч н о  т о ч н ы й ,  а  г л а в н о е  —  
н а г л я д н ы й  р е з у л ь т а т ,  н е о б х о д и м ы й  д л я  р е ш е н и я  к о н к р е т н о й  п р а к т и ч е ­
с к о й  з а д а ч и .
6.9.4. Непосредственное решение 
уравнений движения
П р и  р е ш е н и и  з а д а ч  о  д в и ж е н и и  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  м о ж н о  о б р а т и т ь с я  
н е п о с р е д с т в е н н о  к  у р а в н е н и я м ,  о п и с ы в а ю щ и м  э т о  д в и ж е н и е  с  с о о т в е т ­
с т в у ю щ и м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и .  В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  
д в и ж е н и е  б е с к о н е ч н о г о  ц и л и н д р а  в  и д е а л ь н о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .
Д в и ж е н и е  б е с к о н е ч н о г о  ц и л и н д р а  
в и д е а л ь н о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и
С н о в а  о т м е т и м ,  ч т о  т а к о е  д в и ж е н и е  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п л о с к о е .  
Б у д е м  т а к ж е  п о л а г а т ь ,  ч т о  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и ,  в ы з ы в а е м о е  д в и ж е н и ­
е м  в  н е й  ц и л и н д р а ,  я в л я е т с я  п о т е н ц и а л ь н ы м .  С у щ е с т в е н н о е  о т л и ч и е  о т  
з а д а ч и  о б т е к а н и я  н е п о д в и ж н о г о  ц и л и н д р а  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  п о с т у ­
п а т е л ь н ы м  п о т о к о м  ж и д к о с т и  з а к л ю ч а е т с я  в  т о м ,  ч т о  э т о  д в и ж е н и е  н е  
я в л я е т с я  с т а ц и о н а р н ы м .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  п о  м е р е  п р о д в и ж е н и я  ц и л и н ­
д р а  в  н е п о д в и ж н о й  ж и д к о с т и  с к о р о с т ь  в  к а ж д о й  ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к е  
б у д е т  и з м е н я т ь с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  п о  м е р е  п р и б л и ж е н и я  к  н е й  ц и ­
л и н д р а .  Н а  б е с к о н е ч н о с т и  б у д е м  п о л а г а т ь  ж и д к о с т ь  н е п о д в и ж н о й .
Н е с м о т р я  н а  т о ,  ч т о  з а д а ч а  н е с т а ц и о ­
н а р н а , п о т е н ц и а л  с к о р о с т и  д о л ж е н  у д о в л е ­
т в о р я т ь  у р а в н е н и ю  Л а п л а с а  ( 6 .7 8 ) ,  н е  с о ­
д е р ж а щ е м у  в р е м е н и  я в н о .
В ы б е р е м  с и с т е м у  к о о р д и н а т  к а к  п о к а ­
з а н о  н а  р и с .  6 .3 0 .
Т а к  к а к  н а  б е с к о н е ч н о с т и  v  =  0 , т о  
п р о и з в о д н ы е  п о  к о о р д и н а т а м  о т  п о т е н ц и а ­
л а  с к о р о с т и  ^  т а к ж е  д о л ж н ы  о б р а т и т ь с я  в 
н у л ь . И з в е с т н о ,  ч т о  т а к и м и  п р о и з в о д н ы м и  
д л я  ц и л и н д р и ч е с к и х  з а д а ч  я в л я ю т с я  п р о и з в о д н ы е  о т  ln  r  п о  р а д и а л ь н о й  
к о о р д и н а т е  г ,  н а ч и н а я  с  п е р в о г о  п о р я д к а  и  в ы ш е .
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Т а к  к а к  ф  —  с к а л я р н а я  ф у н к ц и я ,  a  V  ln  r  —  в е к т о р ,  т о  о б щ е е  в ы р а ­
ж е н и е  д л я  и с к о м о г о  п о т е н ц и а л а  д о л ж н о  и м е т ь  в и д
An г
Ф =  A V  ln  r  = -------, n =  - .  ( 6 .1 2 1 )
З д е с ь  A  —  н е к о т о р ы й ,  н е  з а в и с я щ и й  о т  к о о р д и н а т  в е к т о р ,  к о т о р ы й  д о л ­
ж е н  б ы т ь  с в я з а н  с  е д и н с т в е н н ы м  и м е ю щ и м с я  в  н а ш е м  р а с п о р я ж е н и и  
в е к т о р о м ,  о т  к о т о р о г о  м о ж е т  з а в и с е т ь  р е ш е н и е ,  в е к т о р о м  с к о р о с т и  д в и ­
ж е н и я  ц и л и н д р а  u . О ч е в и д н о ,  э т а  с в я з ь  м о ж е т  б ы т ь  у с т а н о в л е н а  и з  
г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  н е п р о т е к а н и я  н а  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а  ( 6 .8 0 ) :
nV<^  =  nu . ( 6 .1 2 2 )
И з  (6 .1 2 1 )  и м е е м
A n A n An
nV ^ =  ~r2 2 r2 =  Г 2 nu. ( 6 .1 2 3 )
Н а  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а  ( r  =  r 0 ) и з  п о с л е д н е г о  с о о т н о ш е н и я  п о л у ­
ч и м
r 2 r 2
A  =  — l u Ф =  - r f  ( ur ) , v  =  [ 2 ( u n ) n -  u ]. ( 6 .1 2 4 )
И з  п о л у ч е н н о г о  в ы р а ж е н и я  м о ж н о  н а й т и  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  в  
п о д в и ж н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т ,  д в и ж у щ е й с я  в м е с т е  с  ц и л и н д р о м :
r 2
v r =  - f  u  c o s  0 ,
r 2
v s =  - f  u  s in  0. (6 .1 2 5 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  в  к а ж д ы й  м о м е н т  в р е м е н и  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о ­
с т е й  в о к р у г  д в и ж у щ е г о с я  ц и л и н д р а  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и я м  ( 6 .1 2 5 ) ,  
т а к  ч т о  с  т о ч к и  з р е н и я  н а б л ю д а т е л я ,  д в и ж у щ е г о с я  в м е с т е  с  ц и л и н ­
д р о м ,  к а р т и н а  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  о к о л о  ц и л и н д р а  с т а ц и о н а р н а .  И з  
э т и х  у р а в н е н и й  м о ж н о  п о л у ч и т ь  о б т е к а н и е  н е п о д в и ж н о г о  ц и л и н д р а ,  
е с л и  н а  д в и ж е н и е ,  о п и с ы в а е м о е  ф о р м у л а м и  ( 6 .1 2 5 ) ,  н а л о ж и м  д в и ж е н и е  
в с е й  ж и д к о с т и  в м е с т е  с  ц и л и н д р о м  с  п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю  u , н а п р а в ­
л е н н о й  с п р а в а  н а л е в о .  Т о г д а  б у д е м  и м е т ь  о б т е к а н и е  н е п о д в и ж н о г о  ц и ­
л и н д р а  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  п о с т у п а т е л ь н ы м  п о т о к о м  с о  с к о р о с т ь ю  u , 
н а п р а в л е н н о й  с п р а в а  н а л е в о .  Р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т е й  т а к о г о  д в и ж е ­
н и я  б у д е т  о п и с ы в а т ь с я  п о л у ч е н н ы м и  в ы ш е  ф о р м у л а м и  ( 6 .1 0 2 ) ,  е с л и  в  
н и х  и з м е н и т ь  з н а к  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а .
219
Найдем распределение давления по поверхности цилиндра. Восполь­
зуемся уравнением Бернулли для нестационарного потенциального дви­
жения (6.77) вдоль линии тока, оканчивающейся в некоторой точке по­
верхности цилиндра:
д р  +  v2 +  Р  =  ( д р \ +
a t +  2 +  р  V д ъ) ж +  2 +  р  • (6.126)
Вдали от цилиндра жидкость неподвижна, поэтому
( др 
\дъ ж 0, v ^  =  0.
Давление в любой точке поверхности цилиндра равно:
p v 2
Р  =  Р ж  — ~ 2 ~
др
pla f (6.127)
Из (6.124) следует, что потенциал зависит от скорости цилиндра u 
и радиус-вектора г. То есть если потенциал и зависит от времени, то 
неявно — через зависимость от времени скорости движения цилиндра 
u в данный момент времени. Формула (6.124) описывает зависимость 
потенциала и от координаты точки около цилиндра в тот же момент 
времени. Но в нестационарной задаче вся стационарная картина обте­
кания движется вместе с цилиндром со скоростью u. Поэтому
dr
dt
Дифференцируя потенциал по времени как сложную функцию, по­
лучим
др = др ^ а  +  ^ d r (6128)
дЪ au dt дг dt






r2 Г d t,
r2
uV р =  u-| [2(un)n — u ]•
(6.129)
Тогда (6.128) запишется в виде
др
д
—rOn^  +  u2(2 cos2 в — 1), 
dt
2 2  v = u2. (6.130)
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П о д с т а в л я я  п о л у ч е н н ы е  в ы р а ж е н и я  в  (6 .1 2 7 ) ,  н а х о д и м  р а с п р е д е л е ­
н и е  д а в л е н и я  п о  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а :
,2 d up u  d u  л n 2 2 л
p  =  Р о с  +---------------p r 0 ~ r  c o s  d — 2 p u  c o s  V.
2 d t
( 6 .1 3 1 )
О п р е д е л и м  с и л у  л о б о в о г о  с о п р о т и в л е н и я ,  к о т о р у ю  и с п ы т ы в а е т  е д и ­
н и ц а  д л и н ы  ц и л и н д р а  п р и  с в о е м  д в и ж е н и и  в  ж и д к о с т и .  С о г л а с н о  
(6 .1 0 8 ) ,
2п
F x =  — r 0 p  c o s  V dV . (6 .1 3 2 )
П о д с т а в и в  в ы р а ж е н и е  д л я  д а в л е н и я  ( 6 .1 3 1 ) ,  п о л у ч и м
2 d u
F x =  — РПГ» Ц -
( 6 .1 3 3 )
Н а п р а в л е н и е  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я ,  к а к  в и д н о  и з  ф о р м у л ы  ( 6 .1 3 3 ) ,  
з а в и с и т  о т  з н а к а  у с к о р е н и я  d u / d t .  Е с л и  ц и л и н д р  д в и ж е т с я  с л е в а  н а ­
п р а в о  с  п о л о ж и т е л ь н ы м  у с к о р е н и е м  (р и с .  6 .3 0 ) ,  т о  с и л а  с о п р о т и в л е н и я  
н а п р а в л е н а  с п р а в а  н а л е в о ,  т. е . п р е п я т с т в у е т  у в е л и ч е н и ю  с к о р о с т и  д в и ­
ж е н и я  ц и л и н д р а .  Е с л и  п р и  д в и ж е н и и  в  т о м  ж е  н а п р а в л е н и и  ц и л и н д р  
д в и ж е т с я  с  о т р и ц а т е л ь н ы м  у с к о р е н и е м ,  т о  с и л а  с о п р о т и в л е н и я  д е й с т в у ­
е т  в  с т о р о н у  д в и ж е н и я  ц и л и н д р а ,  т. е . с т р е м и т с я  у с к о р и т ь  е г о .  П р и  
р а в н о м е р н о м  д в и ж е н и и  ц и л и н д р а  и м е е м  п а р а д о к с  Д а л а м б е р а .  Т а к и м  
о б р а з о м ,  п а р а д о к с  Д а л а м б е р а  н е  и м е е т  м е с т а  п р и  д в и ж е н и и  ц и л и н д р а  
с  у с к о р е н и е м .
П о с к о л ь к у  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в д о л ь  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а  с и м ­
м е т р и ч н о  о т н о с и т е л ь н о  о с и  х ,  п о д ъ е м н а я  с и л а  р а в н а  н у л ю . В  э т о м  
н е т р у д н о  у б е д и т ь с я  и  а н а л и т и ч е с к и .
П р и с о е д и н е н н а я  м а сса
З а п и ш е м  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  ц и л и н д р а  в  п р о е к ц и и  н а  о с ь  х ,  н а п р а в ­
л е н н у ю  в д о л ь  в е к т о р а  с к о р о с т и  u . П у с т ь  н а  ц и л и н д р  е д и н и ч н о й  д л и ­
н ы  д е й с т в у е т  н е к о т о р а я  в н е ш н я я  с и л а  F ,  в ы з ы в а ю щ а я  е г о  д в и ж е н и е  в  
ж и д к о с т и  и  н а п р а в л е н н а я  т а к ж е  в д о л ь  о с и  х .  Е с л и  М  —  м а с с а  е д и н и ц ы  
д л и н ы  ц и л и н д р а ,  т о  с  у ч е т о м  (6 .1 3 3 )  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  б у д е т  и м е т ь  
в и д
, , d ^  л  2 d u  < г 2 ч d u  ^
М -  =  F  —  ^  и л и  ( М  +  n r 0 p ) - d t  =  F - (6.134)
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И з  (6 .1 3 4 )  в и д н о ,  ч т о  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  в ы г л я д и т  т а к  ж е ,  к а к  
е с л и  б ы  н и к а к о й  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  н е  б ы л о ,  а  м а с с а  т е л а  у в е л и ч и ­
л а с ь  б ы  н а  в е л и ч и н у  п т ^р  =  М п . Э т а  д о б а в к а ,  ч и с л е н н о  р а в н а я  м а с с е  
в ы т е с н е н н о й  ж и д к о с т и  е д и н и ц е й  д л и н ы  ц и л и н д р а ,  н а з ы в а е т с я  п р и с о ­
е д и н е н н о й  м а с с о й .  В  о б щ е м  с л у ч а е  п р и с о е д и н е н н а я  м а с с а  з а в и с и т  о т  
ф о р м ы  т е л а  и  е г о  о р и е н т а ц и и  п о  о т н о ш е н и ю  к  н а б е г а ю щ е м у  п о т о к у .  
В  ч а с т н о с т и ,  д л я  е д и н и ц ы  д л и н ы  ц и л и н д р а  ( е с л и  ц и л и н д р  д в и ж е т с я  в  
н а п р а в л е н и и ,  п е р п е н д и к у л я р н о м  е г о  о с и )  и  д л я  ш а р а  п р и с о е д и н е н н ы е  
м а с с ы  с о о т в е т с т в е н н о  т а к о в ы :
2 1
М п  =  п г 1 р  =  p V ,  М п  =  3  п г ^ р  =  2  p V .  ( 6 .1 3 5 )
В  с л у ч а е  т е л а  п р о и з в о л ь н о й  ф о р м ы  п р и в е д е н н а я  м а с с а  и м е е т  т е н ­
з о р н ы й  х а р а к т е р  и  м о ж е т  б ы т ь  в ы ч и с л е н а  д л я  т е л а  л ю б о й  г е о м е т р и ч е ­
с к о й  ф о р м ы .  П р и с о е д и н е н н а я  м а с с а  —  г е о м е т р и ч е с к а я  х а р а к т е р и с т и к а  
ф о р м ы  т е л а ,  о б т е к а е м о г о  ж и д к о с т ь ю ,  и  е г о  о р и е н т а ц и и  в  н а б е г а ю щ е м  
п о т о к е .
Е с л и  п р и с о е д и н е н н а я  м а с с а  з н а ч и т е л ь н о  м е н ь ш е  м а с с ы  т е л а ,  т о  е ю  
м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  и  р а с с м а т р и в а т ь  о б ы ч н о е  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я ,  н а ­
п р и м е р ,  д в и ж е н и е  т я ж е л ы х  т е л  в  в о з д у х е ,  п л о т н о с т ь  к о т о р о г о  п р и  а т м о ­
с ф е р н о м  д а в л е н и и  н а  н е с к о л ь к о  п о р я д к о в  м е н ь ш е ,  ч е м  п л о т н о с т ь  о б ы ч ­
н о г о  т в е р д о г о  т е л а . О д н а к о  в  н е к о т о р ы х  с л у ч а я х  э т о  н е  т а к ,  и  в  у р а в ­
н е н и я х  д в и ж е н и я  с л е д у е т  у ч и т ы в а т ь  п р и с о е д и н е н н у ю  м а с с у ,  н а п р и м е р ,  
п р и  д в и ж е н и и  п о д в о д н о й  л о д к и ,  м а с с а  к о т о р о й  п р и б л и з и т е л ь н о  р а в н а  
п р и с о е д и н е н н о й  м а с с е ,  и л и  п р и  д в и ж е н и и  в о з д у ш н ы х  ш а р о в  и  д и р и ­
ж а б л е й .
В  к а ч е с т в е  ч и с л о в о г о  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  д в и ж е н и е  в о з д у ш н о г о  
ш а р а ,  о с в о б о д и в ш е г о с я  о т  у д е р ж и в а ю щ и х  е г о  к а н а т о в .  П у с т ь  м а с с а  в о з ­
д у ш н о г о  ш а р а  в м е с т е  с  н а х о д я щ и м с я  в  н е м  г а з о м ,  о б о л о ч к о й  и  г о н д о л о й  
р а в н а  М т . П у с т ь  д а л е е  м а с с а  в ы т е с н е н н о г о  и м  в о з д у х а  р а в н а  М >  Т о г д а  
б е з  у ч е т а  п р и с о е д и н е н н о й  м а с с ы  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  б у д е т  и м е т ь  в и д
М т  а  =  M 0g  — М т g ,  ( 6 .1 3 6 )
г д е  п е р в ы й  ч л е н  в  п р а в о й  ч а с т и  —  в ы т а л к и в а ю щ а я  с и л а  А р х и м е д а .
У р а в н е н и е  д в и ж е н и е  ш а р а  с  у ч е т о м  п р и с о е д и н е н н о й  м а с с ы  з а п и ш е т ­
с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
( м т  +  М ^  а  =  М 0д — Мтд. (6.137)
Тогда отношение ускорений в том и другом случае будет равно:
a  =  1 +  M o
a1 2Mt
(6.138)
Если положить М0 «  М у, то получим, что с учетом присоединенной 
массы ускорение воздушного шара будет в полтора раза меньше, чем 
без ее учета.
Капитаны подводных лодок и надводных кораблей также должны 
учитывать эффект присоединенной массы. При торможении судна на 
него будет действовать гидродинамическая сила, препятствующая тор­
можению, стремящаяся двигать судно в прежнем направлении.
Даже при движении тяжелых тел в воздухе в некоторых случаях 
необходимо учитывать присоединенную массу. Часы со сферическим 
маятником в воздухе по сравнению с их движением в вакууме будут 
отставать на несколько секунд в сутки вследствие эффекта присоеди­
ненной массы.
Действительно, из обычного уравнения движения математического 
маятника период его колебаний, как известно, равен:
JJ =  K, T = 2щ , . (6.139)
V Mgl У J
Здесь J — угловое ускорение маятника; М  — действительная масса ма­
ятника; l — его длина; g — ускорение свободного падения; J — момент 
инерции маятника; K  — момент внешних сил (Мд). С учетом присо­
единенной массы момент инерции равен:
J =  (М  +  Мп)12.
Подставляя в (6.139) и учитывая, что (Мп/М ) ^  1, получим
T = 2 n J -  ( l  +  МпV g V М To 1 +
Мп
2 М
=  T o<  1 +  Р р
T o =  2 nd- .
(6.140)
Здесь T0 — период колебаний маятника в вакууме; рв — плотность воз­
духа; р — плотность материала, из которого изготовлен шар маятника 
объемом V .
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Теперь нетрудно оценить отставание секундного (Т0 =  1с) маятника, 
изготовленного из меди (р «  8,9 • 103 кг/м3), за сутки ( «  105с):




4 • 8,9 • 103
105 с «  3,6 с.
При большем периоде колебаний маятника отставание будет еще 
больше. Ясно, что это отставание будет зависеть от атмосферного дав­
ления, так как плотность воздуха зависит от давления. Поэтому особо 
точные маятниковые часы должны помещаться в вакуум.
Контрольные вопросы
1. В чем состоит модель идеальной жидкости? Какова область примени­
мости этой модели?
2. Перечислите уравнения, составляющие замкнутую систему уравнений 
движения идеальной жидкости?
3. В чем состоит граничное условие к уравнению Эйлера?
4. Какое движение жидкости называют изэнтропическим? Согласно урав­
нению (6.6), энтропия индивидуальных частиц идеальной жидкости не 
изменяется с течением времени. Значит ли это, что движение идеаль­
ной жидкости всегда изэнтропическое?
5. Какую жидкость называют несжимаемой? В чем состоит критерий 
несжимаемости?
6. Какое движение идеальной жидкости называют потенциальным?
7. Какое движение идеальной жидкости называют вихревым? Как дви­
жутся индивидуальные частицы жидкости при вихревом движении 
этой жидкости?
8. Что такое линия тока и траектория индивидуальных частиц жидкости?
9. Что называют трубкой тока? В чем состоит ее замечательное свойство?
10. В чем отличие уравнения Бернулли для потенциальных и непотенци­
альных движений идеальной жидкости?
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11. Как распределяется давление жидкости, движущейся в трубе перемен­
ного сечения?
12. Что такое кавитация? Объясните это явление на основе уравнения Бер­
нулли.
13. Какое движение идеальной жидкости называют баротропным? Приве­
дите примеры.
14. Сформулируйте теорему Томсона о сохранении циркуляции скорости 
жидкости. Укажите область ее применимости.
15. Что такое вихревая линия и вихревая трубка?
16. Сформулируйте теорему Гельмгольца об интенсивности вихревой труб­
ки и объясните ее следствие.
17. Какова циркуляция вектора скорости при потенциальном движении 
идеальной жидкости?
18. Что такое сила лобового сопротивления и подъемная сила?
19. В чем идея метода конформных отображений? При каком движении 
жидкости он может быть использован?
20. В чем состоит парадокс Даламбера?
21. В чем состоит эффект Магнуса? Объясните на основе уравнения Бер­
нулли.
22. Что такое присоединенная масса при движении тел в идеальной жид­
кости?
Примеры решения задач
З а д а ч а  6 .1
О п р е д е л и т е  ф о р м у  с о с у д а ,  и с п о л ь з у е м о г о  д л я  в о д я н ы х  ч а с о в .  Т р е ­
б о в а н и е :  в ы с о т а  у р о в н я  ж и д к о с т и  в  в е р х н е й  ч а с т и  д о л ж н а  у м е н ь ш а т ь с я  
р а в н о м е р н о  с о  с к о р о с т ь ю  гд . Ж и д к о с т ь  с ч и т а т ь  и д е а л ь н о й  и  н е с ж и м а ­
е м о й .
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Р е ш е н и е
П у с т ь  S i  —  п л о щ а д ь  п о в е р х н о с т и  в е р х н е г о  у р о в н я  ж и д к о с т и ;  S 2 —  
п л о щ а д ь  с а м о г о  у з к о г о  с е ч е н и я  с о с у д а ;  v 2 —  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  в  с а м о м  
у з к о м  с е ч е н и и  S 2 (р и с .  6 .3 1 ) .
В ы б е р е м  с и с т е м у  к о о р д и н а т  к а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  6 .3 1 .  О с ь  z  н а п р а в ­
л е н а  в д о л ь  п р о д о л ь н о й  о с и  с и м м е т р и и  с о с у д а ,  а  о с ь  х  п р о х о д и т  ч е р е з  
с а м о е  у з к о е  с е ч е н и е .  Т о г д а  п л о щ а д ь  п о в е р х н о с т и  в е р х н е г о  у р о в н я  ж и д ­
к о с т и  р а в н а :
S 1 =  п х 2 . ( 6 .1 4 1 )
Р и с .  6 .3 1
В о с п о л ь з у е м с я  у р а в н е н и е м  н е р а з р ы в н о с т и  в  и н ­
т е г р а л ь н о й  ф о р м е
д_
at p v  d S , S
( 6 .1 4 2 )
г д е  V  —  о б ъ е м  ж и д к о с т и  в  в е р х н е й  п о л о в и н е  с о с у ­
д а ; S  —  з а м к н у т а я  п о в е р х н о с т ь ,  о г р а н и ч и в а ю щ а я  
о б ъ е м  V  и  с о с т о я щ а я  и з  п л о щ а д о к  S 1 , S 2 и  б о к о в о й  
с т е н к и  с о с у д а .
П о с к о л ь к у  м а с с а  ж и д к о с т и  н е  и з м е н я е т с я  с  т е ­
ч е н и е м  в р е м е н и  и  ж и д к о с т ь  н е с ж и м а е м а ,  и з  (6 .1 4 2 )  
и м е е м
p v  d S =  0 , v 1S 1 =  v 2S 2 . (6 .1 4 3 )
S
И з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и ,  з а п и с а н н о г о  в д о л ь  л и н и и  т о к а  д л я  т о ч е к
с е ч е н и й  S1 и  S2, н а х о д и м
v2 =  У 2 g z , ( 6 .1 4 4 )
г д е  g —  у с к о р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я .
И з  в ы р а ж е н и й  (6 .1 4 1 ) ,  ( 6 .1 4 3 )  и  (6 .1 4 4 )  и м е е м
nx2v1 =  S 2y/ 2 g z . ( 6 .1 4 5 )
О т с ю д а
4 1 nv1 2
z = а х , а =  2g s  .
( 6 .1 4 6 )
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Э т а  ф о р м у л а  и  о п р е д е л я е т  ф о р м у  с о с у д а  в о д я н ы х  ч а с о в  к а к  т е л а  
в р а щ е н и я .
З а д а ч а  6 .2
Ж и д к о с т ь  в ы т е к а е т  и з  ц и л и н д р и ч е с к о г о  с о с у д а  ч е р е з  н е б о л ь ш о е  о т ­
в е р с т и е  в  е г о  д н е .  П о к а ж и т е ,  ч т о  в р е м я ,  н е о б х о д и м о е  д л я  и с т е ч е н и я  
ж и д к о с т и ,  в д в о е  б о л ь ш е  т о г о  в р е м е н и ,  к о т о р о е  п о т р е б о в а л о с ь  б ы  д л я  
и с т е ч е н и я  т о г о  ж е  к о л и ч е с т в а  ж и д к о с т и ,  е с л и  е е  у р о в е н ь  п о д д е р ж и в а ­
е т с я  п о с т о я н н ы м .
Р е ш е н и е
П у с т ь  S o и  S i  —  п л о щ а д и  с е ч е н и я  с о с у д а  и  о т в е р с т и я  с о о т в е т с т в е н н о ,  
H  —  в ы с о т а  ж и д к о с т и  в  с о с у д е .
Н а  л и н и и  т о к а  в ы б е р е м  т о ч к и  0  и  1 
(р и с .  6 .3 2 ) .  И з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и  и м е е м
v2 , Po Pi
у т  +---------+ gzo — —  +----------- + gzi.
2 p  2 p
(6 .1 4 7 )
H
0
П о с к о л ь к у  z 1 — 0 , p 0 — p 1 , v o — 0 , т о  v 1 —
V 2 g z 0 .
Р а с с м о т р и м  д в а  с л у ч а я :
1. У р о в е н ь  ж и д к о с т и  в  с о с у д е  п о д д е р ж и в а е т ­
с я  п о с т о я н н ы м .  Т о г д а  с к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  р а в н а : 
v i  — V 2 g H .
Е с л и  t 1 —  в р е м я ,  в  т е ч е н и е  к о т о р о г о  и з  с о с у д а  
в ы т е ч е т  о б ъ е м  ж и д к о с т и  S 0 H , т о  и з  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  и м е е м
1
Р и с .  6 .3 2
S 1 V1t1 — S o H ,  У  —
S oH
S n / 2 g H '
(6 .1 4 8 )
2 .  У р о в е н ь  ж и д к о с т и  в  с о с у д е  и з м е н я е т с я  с о  в р е м е н е м .  Т о г д а  с к о ­
р о с т ь  и с т е ч е н и я  р а в н а :  v 1 — \J2 g z .
У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  з а п и ш е т с я  в  в и д е






З н а к  м и н у с  в  п р а в о й  ч а с т и  у ч и т ы в а е т ,  ч т о  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  у р о ­
в е н ь  ж и д к о с т и  в  с о с у д е  у м е н ь ш а е т с я .  Е с л и  t2 —  в р е м я  и с т е ч е н и я  в с е й  








2 S o H  
S i V Z g H '
( 6 .1 5 0 )
С р а в н и в а я  (6 .1 4 8 )  и  ( 6 .1 5 0 ) ,  в и д и м ,  ч т о  t2 =  2 t i , ч т о  и  т р е б о в а л о с ь  
д о к а з а т ь .
З а д а ч а  6 .3
А н г а р  п о л у ц и л и н д р и ч е с к о й  ф о р м ы  д л и н о й  L  =  7 0  м и  р а д и у с о м  R  =  
10  м  п о д в е р г а е т с я  д е й с т в и ю  в е т р а ,  с к о р о с т ь  к о т о р о г о  н а  б е с к о н е ч н о с т и ,  
v x  =  7 2  к м / ч ,  с т р о г о  п е р п е н д и к у л я р н а  о с и  а н г а р а .
Р и с .  6 .3 3
К а к а я  с и л а  б у д е т  д е й с т в о в а т ь  н а  а н г а р ,  е с л и  д в е р ь  н а  у ч а с т к е  A  
(р и с .  6 .3 3 )  о т к р ы т а ?  П л о т н о с т ь  в о з д у х а  р  =  1 ,2  к г / м 3 . П о т е н ц и а л  с к о ­
р о с т и  з а д а н  с л е д у ю щ е й  ф у н к ц и е й :  р  =  v x (1  +  R 2/ r 2) r  c o s  в . Д а в л е н и е  
в н у т р и  а н г а р а  с ч и т а т ь  в е з д е  о д и н а к о в ы м  и  р а в н ы м  д а в л е н и ю  н а  в х о д е .
Р е ш е н и е
О п р е д е л и м  н о р м а л ь н у ю  и  к а с а т е л ь н у ю  с о с т а в л я ю щ и е  с к о р о с т и  в е т -
р а :
др ( л R 2 ' вVr =  =  Vx  1 -  2 c o s  в,dr г2
1  д р  
r  д в
R 2





Н а  п о в е р х н о с т и  а н г а р а  и м е е м
v r =  0 , v s =  — 2 v A  s in  в , v 2 =  4 v A  s in 2 в . ( 6 .1 5 2 )
П о с к о л ь к у  д в е р ь  A  о т к р ы т а ,  д а в л е н и е  в н у т р и  а н г а р а  р а в н о  д а в л е ­
н и ю  p 0 в  т о ч к е  т о р м о ж е н и я .  У р а в н е н и е  Б е р н у л л и  п о з в о л я е т  в ы ч и с л и т ь  
э т о  д а в л е н и е :
2 2
v o +  p 0 =  А А  +  р А
2 +  p  2 +  p  ,
( 6 .1 5 3 )
г д е  p A  —  д а в л е н и е  в о з д у х а  в д а л и  о т  а н г а р а .  Е с л и  с к о р о с т ь  о к о л о  в х о д а  
в  а н г а р  п р и б л и ж е н н о  с ч и т а т ь  р а в н о й  н у л ю  ( v 0 =  0 ) ,  т о  д а в л е н и е  в н у т р и  
а н г а р а  т а к о в о :




( 6 .1 5 4 )
Д а в л е н и е  в  л ю б о й  т о ч к е  н а р у ж н о й  п о в е р х н о с т и  а н г а р а  т а к ж е  о п р е ­
д е л я е т с я  и з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и ,  з а п и с а н н о г о  д л я  л и н и и  т о к а ,  к о т о р а я  
о к а н ч и в а е т с я  в  н е к о т о р о й  т о ч к е  э т о й  п о в е р х н о с т и :
2 2
. Pv2 . Pv A  h  а - 2 а\p = Ра  +  —  =  Ра  +  (1  -  4  Sin  в)  .
П е р е п а д  д а в л е н и й  в н у т р и  и  с н а р у ж и  а н г а р а  р а в е н :
Ро — p  =  2 p v ^  s in 2 в .
( 6 .1 5 5 )
(6 .1 5 6 )
К о м п о н е н т ы  в е к т о р а  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ е й  н а  а н г а р  с о  с т о р о н ы  д в и ­
ж у щ е г о с я  в о з д у х а ,  о п р е д е л я ю т с я  с л е д у ю щ и м и  в ы р а ж е н и я м и :
П
F x =  L  j (p  — p 0) c o s  в К й в ,
0 П (6 .1 5 7 )
F y =  — L  J ( p  — p 0 ) s in  в Я  d e .
о
С и л а  л о б о в о г о  с о п р о т и в л е н и я  F x р а в н а  н у л ю ,  ч т о  с о о т в е т с т в у е т  п а ­
р а д о к с у  Д а л а м б е р а .  Н а п р а в л е н н а я  в в е р х  п о д ъ е м н а я  с и л а  т а к о в а :
F y
F y
L 2 p v ^  s in 3 в Я d в
П
0
2 ,8 1  ■ 1 0 6 Н .
8
3 n p v  А)L Я , (6.158)
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З а д а ч а  6 .4
В  т е о р и я х  к и п е н и я  ж и д к о с т и  и  к а в и т а ц и и  п р е д с т а в л я е т  и н т е р е с  в р е ­
м я  с х л о п ы в а н и я  о б р а з о в а в ш е г о с я  в о з д у ш н о г о  п у з ы р ь к а .  П у с т ь  н а ч а л ь ­
н ы й  р а д и у с  п у з ы р ь к а  р а в е н  R 0 . Д а в л е н и е  ж и д к о с т и  в д а л и  о т  п у з ы р ь ­
к а  р а в н о  p 0 . О п р е д е л и т е  в р е м я  т , в  т е ч е н и е  к о т о р о г о  о б р а з о в а в ш а я с я  
с ф е р и ч е с к а я  п о л о с т ь  з а п о л н я е т с я  ж и д к о с т ь ю .  Н и к а к и х  д р у г и х  с и л  к  
ж и д к о с т и  н е  п р и л о ж е н о .  Ж и д к о с т ь  с ч и т а т ь  н е с ж и м а е м о й .  Д а в л е н и е м  
г а з а  в  п у з ы р ь к е  п р е н е б р е ч ь .
Р е ш е н и е
В о с п о л ь з у е м с я  с ф е р и ч е с к о й  с и с т е м о й  к о о р д и н а т  (r ,  в ,  н а ч а л о  к о ­
т о р о й  п о м е с т и м  в  ц е н т р  п у з ы р ь к а  (р и с .  6 .3 4 ) .
П о с л е  о б р а з о в а н и я  п о л о с т и  д в и ж е н и е  ж и д к о ­
с т и  б у д е т  р а д и а л ь н ы м ,  т. е . v  =  { v r , 0 , 0 } .  Д л я  р а ­
д и а л ь н о й  с к о р о с т и  v r =  v  у р а в н е н и е  Э й л е р а  з а п и ­
ш е т с я  в  в и д е
d v  d v  1  d p
d t  d r  p d r '
(6 .1 5 9 )
Р и с .  6 .3 4
П о с к о л ь к у  ж и д к о с т ь  н е с ж и м а е м а ,  т о  и з  у р а в ­
н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  и м е е м
, 1 d r 2v  2 .
d iv  v  =  = 0 ,  r 2 v  =  F  ( t ) .
r 2 d r
(6 .1 6 0 )
З д е с ь  F ( t )  —  н е и з в е с т н а я  ф у н к ц и я  в р е м е н и .  П о д с т а в и в  v  =  F ( t ) / r 2 
в  у р а в н е н и е  ( 6 .1 5 9 ) ,  п о л у ч и м
f  д  v !  1  d p  F > _  d F
r 2 +  d r  2  p d r , d t '
( 6 .1 6 1 )
П р о и н т е г р и р у е м  э т о  у р а в н е н и е  п о  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т е  в  п р е д е ­
л а х  о т  т о  д о  т е к у щ е г о  р а д и у с а  п у з ы р ь к а  R ( t ) :
R R R




Т а к  к а к  д а в л е н и е м  г а з а  в  п у з ы р ь к е  п о  у с л о в и ю  з а д а ч и  м о ж н о  п р е ­
н е б р е ч ь  [p ( r  =  R )  =  0 ] ,  т о
rR d p
—  d r  =  p o . 
^  d r
Т о г д а  у р а в н е н и е  (6 .1 6 2 )  п р и м е т  с л е д у ю щ и й  в и д :
F  +  V 2  =  p o  V  =  d R
R  + 2  p  ’ d t  ’
( 6 .1 6 3 )
(6 .1 6 4 )
г д е  V  —  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  н а  п о в е р х н о с т и  п о л о с т и .  С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  
и з  у р а в н е н и я  (6 .1 6 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  н а  п о в е р х н о с т и  п у з ы р ь к а
F  ( t )  =  R 2 ( t ) V  ( t ) .  ( 6 .1 6 5 )
П р о д и ф ф е р е н ц и р о в а в  э т о  в ы р а ж е н и е  п о  в р е м е н и ,  п о л у ч и м
F ' 2 R V 2 +  R 2
d V  d R  
d R  d t
2 R V 2 +  R 2V
d V
d R







П о с л е  р а з д е л е н и я  п е р е м е н н ы х  и м е е м
d ( V 2) _  d R
3 V 2 +  2 p o/ p  R  .
(6 .1 6 6 )
(6 .1 6 7 )
(6 .1 6 8 )
В  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  р а з м е р  п у з ы р ь к а  ф и к с и р о в а н ,  R  =  R 0 , 
а  ж и д к о с т ь  н е п о д в и ж н а ,  V ( t  =  0 )  =  0 . С  у ч е т о м  э т о г о  у р а в н е н и е  (6 .1 6 8 )  
м о ж н о  з а п и с а т ь  в  и н т е г р а л ь н о й  ф о р м е :
Г ° d ( V 2) f R° d R
V 3 V 2 +  2 p o / p  Jr r ( 6 .1 6 9 )







Е с л и  т  —  в р е м я  с х л о п ы в а н и я  п у з ы р ь к а ,  т о  в  м о м е н т  в р е м е н и  t  =  т 





Г ( 5 / 6 )




( 6 .1 7 1 )
г д е  Г ( х )  —  г а м м а - ф у н к ц и я  и л и  э й л е р о в  и н т е г р а л  в т о р о г о  р о д а .  
О к о н ч а т е л ь н о  п о л у ч а е м
т 0 ,9 1 5 R o ( 6 .1 7 2 )
С д е л а е м  ч и с л е н н ы е  о ц е н к и .  П у с т ь  R 0 =  10 3 м , р  =  1 0 3 к г /  
1 0 5 П а . П р и  э т и х  у с л о в и я х  р а с ч е т  п о  ф о р м у л е  (6 .1 7 2 )  д а е т  т  ~
3
м 3 , Р о  =  
1 0 - 4  с.
З а д а ч а  6 .5
О п р е д е л и т е  ф о р м у ,  к о т о р у ю  и м е е т  с в о б о д н а я  п о в е р х н о с т ь  п о л о г о  
в и х р я  с  и н т е н с и в н о с т ь ю  Г  в  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  в  п о л е  с и л ы  т я ж е с т и .  
Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  п о т е н ц и а л ь н о е .  В н е ш н е е  д а в л е н и е  р а в н о  p 0.
Р е ш е н и е
Д л я  п о т е н ц и а л ь н о г о  д в и ж е н и я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  в  л ю б о й  т о ч к е  
с п р а в е д л и в о  у р а в н е н и е  Б е р н у л л и
Р и с .  6 .3 5
v  p
+  +  g z  =  c o n s t .
2 р
(6 .1 7 3 )
С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  п о л е  




(6 .1 7 4 )
З а п и ш е м  у р а в н е н и е  (6 .1 7 3 )  в д о л ь  с в о ­
б о д н о й  п о в е р х н о с т и :
v  . Р о  . Р о
+  +  g z  =  .
2 р  р
(6.175)
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З д е с ь  у ч т е н о ,  ч т о  п р и  z  =  0  ж и д к о с т ь  н е п о д в и ж н а .  
С  у ч е т о м  у р а в н е н и я  (6 .1 7 4 )  н а х о д и м
g z  +
Г 2
0.
8 п 2г 2
Т о г д а  у р а в н е н и е  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  в и х р я  и м е е т  в и д
Г 2
z =
8 n 2g r 2
(6 .1 7 6 )
(6 .1 7 7 )
З а д а ч а  6 .6
О п р е д е л и т е  в и д  т е ч е н и я ,  к о т о р о е  з а д а н о  к о м п л е к с н ы м  п о т е н ц и а л о м  
в  =  a z 3 ( a  >  0 ) .  К а к о й  о б ъ е м  ж и д к о с т и  Q V п р о т е к а е т  к а ж д у ю  с е к у н д у  
ч е р е з  о т р е з о к  п р я м о й ,  с о е д и н я ю щ е й  д в е  т о ч к и  —  z i ( 1 ,  0 )  и  z 2 ( 1 , 1 ) ?
Р е ш е н и е
В  к о м п л е к с н о м  п о т е н ц и а л е  в ы д е л и м  в е щ е с т в е н н у ю  и  м н и м у ю  ч а с т и :  
в  =  a ( x  +  i y ) 3 =  a x ( x 2 — 3 y 2 ) +  i a y ( 3 x 2 — y 2 ) .  ( 6 .1 7 8 )
О т с ю д а  о п р е д е л я ю т с я  п о т е н ц и а л  с к о р о с т и  и  ф у н к ц и я  т о к а :
p  =  a x ( x 2 — 3 y 2) ,  ф  =  a y ( 3 x 2 — y 2) .  ( 6 .1 7 9 )
Л и н и и  т о к а  з а д а ю т с я  у р а в н е н и я м и :  ф  =  c o n s t .  П о л о ж и м  ф  =  0. 
Т о г д а  и з  в ы р а ж е н и я  a y ( 3 x 2 — y 2) =  0  п о л у ч а е м  y 1 = 0 ,  y 2 =  \ f 3 x .  Э т и  
л и н и и  т о к а  о б р а з у ю т  у г о л
t g  a  =  —  =  V 3 ,  a  =
x
Т а к и м  о б р а з о м ,  к о м п л е к с н ы й  п о т е н ц и а л  
(6 .1 7 8 )  з а д а е т  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в н у т р и  у г ­
л а  с  р а с т в о р о м  6 0 °  ( р и с .  6 .3 6 ) .







3  a x ( x 2 — y 2 ) ,  
— 6 a x y .
( 6 .1 8 1 )
n
3
(6 .1 8 0 )
Рис. 6.36
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Заметим, что vx =  0 при y =  х. На линии y =  x жидкость дви­
жется так, что проекции ее скоростей при а > п/ 4 и а < п /4  взаимно 
скомпенсированы.
Для вычисления объемного расхода воспользуемся свойством функ­
ции тока:
Qv =  ф(z2) -  ф(х!) =  2а. (6.182)
Нетрудно видеть, что функция тока удовлетворяет однородному 
уравнению Лапласа:
Дф =  6 ay — 6 ay =  0. (6.183)
Следовательно, движение потенциальное.
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Глава 7
Вязкая жидкость
Б о л е е  р е а л и с т и ч н о й  п о  с р а в н е н и ю  с  м о д е л ь ю  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  я в ­
л я е т с я  м о д е л ь  в я з к о й  н ь ю т о н о в с к о й  ж и д к о с т и .  О н а  п р и м е н и м а  в  т о м  
ч и с л е  и  в б л и з и  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а . В  э т о й  м о д е л и  у ч и т ы в а ­
е т с я  в я з к о с т ь  ж и д к о с т и  и  е е  т е п л о п р о в о д н о с т ь ,  н о  о т с у т с т в у ю т  с д в и г о ­
в ы е  н а п р я ж е н и я  ( м о д у л ь  с д в и г а  р а в е н  н у л ю ) .
7.1. Уравнение Навье — Стокса
У р а в н е н и е  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы  и м е е т  в и д
Bv i  Bv i _  1  dPik
-ТГТ +  vk д   — fi + 7j .dt dxk p dxk ( 7 .1 )
В  с л у ч а е  в я з к о й  о д н о р о д н о й  н ь ю т о н о в с к о й  ж и д к о с т и  т е н з о р  н а п р я ­
ж е н и й ,  к а к  б ы л о  п о к а з а н о  р а н е е  ( 5 .9 9 ) ,  з а п и ш е т с я  в  в и д е
р _  е , ,<■ дщ ( dvi dvk 2 dvi \Pik — - poik +  QOik̂  + П ( т ;  + t ; ttOik~, ) . ( 7 .2 )uxi \ oXk dXi 3 oxi J
П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и е  (7 .2 )  в  ( 7 .1 )  и  п о л а г а я  к о э ф ф и ц и е н т ы  в я з к о ­
с т и  н е  з а в и с я щ и м и  о т  к о о р д и н а т ,  п о л у ч и м  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  в я з к о й  
ж и д к о с т и
dvi dvi 1 др п д2vi 1 /  1 \ д dvi
dt + k dxk p Oxi +  p Ox\ +  p \ + 3  /  Oxi 0x1 +  fi. (7.3)
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И л и  в  в е к т о р н о м  в и д е :
д  v  1 1 /  1 \
—  +  (v V ) v  =  — V p  +  v  A v  +  -  £  +  -  п  V  d iv  v  +  f . 
d t  p  p  V 3 /
(7.4)
У р а в н е н и е  ( 7 .4 )  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  Н а в ь е  —  С т о к с а .  В е л и ч и н а  
v  =  п / p  —  к о э ф ф и ц и е н т  к и н е м а т и ч е с к о й  в я з к о с т и .  Д л я  н е с ж и м а е м о й  
ж и д к о с т и  d i v  v  =  0 , и  у р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  п р и н и м а е т  в и д
д  v
д
+  (v V )v -  V p  +  v A v  +  f .p ( 7 .5 )
У р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  о т л и ч а е т с я  о т  у р а в н е н и я  Э й л е р а  д о п о л ­
н и т е л ь н ы м и  ч л е н а м и  в  п р а в о й  ч а с т и ,  у ч и т ы в а ю щ и м и  в я з к о с т ь  ж и д к о ­
с т и .
С и с т е м а  у р а в н е н и й  с о х р а н е н и я  в я з к о й  ж и д к о с т и  с о д е р ж и т ,  р а з у м е ­
е т с я ,  е щ е  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  и  у р а в н е н и е  б а л а н с а  в н у т р е н н е й  
э н е р г и и .  П о л н а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  с о х р а н е н и я  и м е е т  в и д
д  v
д
I p  +  d iv  (p v ) =  °
+  (v V )v  =  — -  V p  +  v A v  +  -  (£ +  - п ) V  d iv  v  +  f ,
p  p  V 3
д£вн , „P\~dtf +  v V £ BH — d iv  q +  Piik
dvi
dxk
( 7 .6 )
У р а в н е н и я  ( 7 .6 )  в м е с т е  с  у р а в н е н и я м и  т е п л о п р о в о д н о с т и  Ф у р ь е  
( 5 .8 8 ) ,  т е р м и ч е с к и м  (5 .8 6 )  и  к а л о р и ч е с к и м  ( 5 .8 7 )  у р а в н е н и я м и  с о с т о ­
я н и я  о б р а з у ю т  з а м к н у т у ю  с и с т е м у  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  в я з к о й  ж и д ­
к о с т и .  П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  р е ш е н и е  э т о й  с и с т е м ы  с у щ е с т в у е т ,  и  п р и  
з а д а н н ы х  н а ч а л ь н ы х  и  г р а н и ч н ы х  у с л о в и я х  о н о  е д и н с т в е н н о .
7.2. Граничные условия
П р я м ы м и  и  к о с в е н н ы м и  э к с п е р и м е н т а м и  п о к а з а н о ,  ч т о  в я з к а я  ж и д ­
к о с т ь  « п р и л и п а е т »  к  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а . С и л ы  в з а и м о д е й ­
с т в и я  м е ж д у  п о в е р х н о с т н ы м и  а т о м а м и  т е л а  и  п р и л е г а ю щ и м и  к  н и м  м о ­
л е к у л а м и  ж и д к о с т и  о к а з ы в а ю т с я  д о с т а т о ч н ы м и ,  ч т о б ы  п о с л е д н и е  д в и ­
г а л и с ь  н е р а з р ы в н о  с  п о в е р х н о с т ь ю  т е л а . П о э т о м у  н а  м е ж ф а з н о й  г р а н и ­
ц е  т е л о  —  в я з к а я  ж и д к о с т ь  в  к а ж д о й  т о ч к е  п о в е р х н о с т и  д о л ж н ы  б ы т ь
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р а в н ы  н е  т о л ь к о  н о р м а л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о ­
с т и  v  и  т е л а  u , н о  т а к ж е  и  к а с а т е л ь н ы е  к о м п о н е н т ы .  С л е д о в а т е л ь н о ,  
н а  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а  в  к а ж д о й  т о ч к е  д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  
в е к т о р н о е  р а в е н с т в о
v  =  u .
Е с л и  n —  н о р м а л ь  к  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и ,  а  t —  е д и н и ч н ы й  в е к ­
т о р ,  к а с а т е л ь н ы й  к  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и ,  т о  и з  в е к т о р н о г о  р а в е н с т в а  
с к о р о с т е й  с л е д у ю т  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  н е п р о т е к а н и я  и  п р и л и п а н и я
Vn =  Un, vt =  ut. ( 7 .7 )
Е с л и  у с л о в и е  н е п р о т е к а н и я  в ы п о л н я е т с я  и  д л я  м о д е л и  и д е а л ь н о й  
ж и д к о с т и ,  т о  у с л о в и е  п р и л и п а н и я  х а р а к т е р н о  т о л ь к о  д л я  в я з к о й  ж и д ­
к о с т и .
Н а  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и  о п р е д е л е н н ы м  т р е б о в а н и я м  д о л ж н ы  у д о ­
в л е т в о р я т ь  и  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й .
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  с о  с т о р о н ы  ж и д к о с т и  н а  е д и н и ц у  п о в е р х н о с т и  
т е л а  в  н а п р а в л е н и и  к о о р д и н а т н о й  о с и  X i, о п р е д е л я е т с я  ч е р е з  т е н з о р  
н а п р я ж е н и й  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
P (n) =  Pik nk, ( 7 .8 )
г д е  Пк —  п р о е к ц и я  в н е ш н е й  п о  о т н о ш е н и ю  к  т е л у  н о р м а л и  n н а  о с ь  X k .
Е с л и  м ы  и м е е м  д в и ж е н и е  д в у х  н е с м е ш и в а ю щ и х с я  ж и д к о с т е й ,  т о ,  
о ч е в и д н о ,  н а  п о в е р х н о с т и  р а з д е л а  э т и х  ж и д к о с т е й  и х  с к о р о с т и  д о л ж н ы  
б ы т ь  о д и н а к о в ы  в  к а ж д о й  т о ч к е  п о в е р х н о с т и  р а з д е л а :
Vi =  V2 . ( 7 .9 )
Д л я  л ю б о г о  э л е м е н т а  п о в е р х н о с т и  р а з д е л а  д в у х  н е с м е ш и в а ю щ и х ­
с я  ж и д к о с т е й  с и л ы ,  с  к о т о р ы м и  ж и д к о с т и  д е й с т в у ю т  д р у г  н а  д р у г а ,  
р а в н ы  п о  в е л и ч и н е  и  п р о т и в о п о л о ж н ы  п о  н а п р а в л е н и ю  ( т р е т и й  з а к о н  
Н ь ю т о н а ) .
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  в  i - м  н а п р а в л е н и и  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  ж и д к о -
(i) (i) (i)
с т и  1 с о  с т о р о н ы  ж и д к о с т и  2 , р а в н а  P ik nk , г д е  nk —  п р о е к ц и я  н о р ­
м а л и ,  в н е ш н е й  п о  о т н о ш е н и ю  к  ж и д к о с т и  1. С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  в  т о м
(2) (2)ж е  н а п р а в л е н и и  н а  ж и д к о с т ь  2 с о  с т о р о н ы  ж и д к о с т и  1, р а в н а  щ ,(2) ik k 
г д е  nk —  п р о е к ц и я  н о р м а л и ,  в н е ш н е й  п о  о т н о ш е н и ю  к  ж и д к о с т и  2
(р и с .  7 .1 ) .
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П о с к о л ь к у  n j k 1 =  — n^2 ), в  с о о т в е т с т в и и  с  т р е т ь и м  
з а к о н о м  Н ь ю т о н а  м о ж н о  з а п и с а т ь
P (1)n(1) =  _  р (2)n (2) 
P ik nk = Pik nk ,
P(1)n(1) =  P(2)n(1), (7 .1 0 )
P (1) =  P (  
P ik P ik
(2)
Т а к и м  о б р а з о м ,  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  д в у х  н е с м е -  
ттти в а ю ттти х с я  ж и д к о с т е й  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  д о л ж н ы  
б ы т ь  р а в н ы .
Н а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  ж и д к о с т и ,  г р а н и ч а щ е й  с  в а к у у м о м ,  д о л ж ­
н о  в ы п о л н я т ь с я  у с л о в и е
Pik nk =  0. (7.11)
У с л о в и е  п р и л и п а н и я  (7 .7 )  н е  и м е е т  м е с т а  п р и  д в и ж е н и и  р а з р е ж е н н о ­
г о  г а з а  в д о л ь  т е л а ,  к о г д а  д л и н а  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  м о л е к у л  г а з а  с р а в ­
н и м а  с  р а з м е р а м и  о б т е к а е м о г о  т е л а . В  э т о м  с л у ч а е  г а з  « с к о л ь з и т »  в д о л ь  
е г о  п о в е р х н о с т и .  П р и  э т о м  н а  п о в е р х н о с т и  т е л а  и с п ы т ы в а е т  с к а ч о к  и  
т е м п е р а т у р а .  Э т о т  в о п р о с  б у д е т  о б с у ж д а т ь с я  п о д р о б н о  в  о т д е л ь н о й  
г л а в е .
7.3. Вихревое движение вязкой 
жидкости
Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  ( 7 .5 ) .  Е с л и  
о б ъ е м н ы е  с и л ы  и м е ю т  п о т е н ц и а л  ( 6 .1 1 ) ,  т о ,  в о с п о л ь з о в а в ш и с ь  и з в е с т ­
н о й  ф о р м у л о й  в е к т о р н о г о  а н а л и з а  ( 6 .1 3 ) ,  у р а в н е н и е  (7 .5 )  м о ж н о  п е р е ­
п и с а т ь  в  в и д е
д  v
Ж [ v , r o t  v  ]
v 2 p  
V  +  +  £  2 p +  v  A v . (7 .1 2 )
П р и м е н я я  о п е р а ц и ю  р о т о р а  к  о б е и м  ч а с т я м  у р а в н е н и я  и  п р и н и м а я  
в о  в н и м а н и е ,  ч т о  r o t  V  =  0 , r o t  v  =  2 ш , г д е  ш  —  в и х р е в а я  с к о р о с т ь  
ж и д к о с т и ,  п о л у ч и м
д  ш
~т
rot [ v, ш ] =  vAш. (7.13)
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Е с л и  v  =  0 , т о  и з  ( 7 .1 3 )  и м е е м  у р а в н е н и е  Г р о м е к а  д л я  б а р о т р о п н о г о  
д в и ж е н и я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  ( 6 .1 7 ) .
Д л я  п р о с т о т ы  р а с с м о т р и м  п л о с к о е  д в и ж е н и е  о д и н о ч н о г о  в и х р я  
(р и с .  6 .1 4 ) .  Ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и  в  л ю б о й  м о м е н т  в р е м е н и  б у д у т  д в и г а т ь ­
с я  п о  о к р у ж н о с т я м  с  ц е н т р о м  н а  о с и  в и х р я .  Т о г д а  н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  
в т о р о й  ч л е н  с л е в а  в  у р а в н е н и и  ( 7 .1 3 )  б у д е т  р а в е н  н у л ю . Д е й с т в и т е л ь ­
н о ,  в е к т о р  [v , ш\ в  к а ж д о й  т о ч к е  н а п р а в л е н  п о  р а д и у с у ,  п р о в е д е н н о м у  
и з  ц е н т р а  в и х р я ,  а  е г о  в е л и ч и н а  в  д а н н о й  т о ч к е  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  в р е ­
м е н и  и  р а с с т о я н и я  э т о й  т о ч к и  д о  ц е н т р а  в и х р я .  П о э т о м у  р о т о р  т а к о г о  
в е к т о р а  р а в е н  н у л ю . Т о г д а  и з  ( 7 .1 3 )  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е
д  ш
~at
v Аш. (7 .1 4 )
В  ц и л и н д р и ч е с к о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  r , ( f , z  с  у ч е т о м  т о п о л о г и и  д в и ­
ж е н и я  ж и д к о с т и  [шг =  ш ^  =  0 , u z =  ш (г , t ) ]  и м е е м
д ш  1 д  /  дш
d t  r  д г  V д г
(7 .1 5 )
У р а в н е н и е  (7 .1 5 )  и м е е т  в и д  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и  и , к а к  в с я ­
к о е  у р а в н е н и е  п а р а б о л и ч е с к о г о  т и п а ,  о п и с ы в а е т  н е к о т о р ы й  н е о б р а т и ­
м ы й  п р о ц е с с  (п е р в а я  п р о и з в о д н а я  п о  в р е м е н и ) .
П у с т ь  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  в и х р е в о е  д в и ж е н и е  б ы л о  с т а ­
ц и о н а р н ы м  и  п о д д е р ж и в а л о с ь  н е к о т о р ы м  п о с т о я н н ы м  и с т о ч н и к о м  (н а ­
п р и м е р ,  в р а щ е н и е м  т о н к о г о  м е т а л л и ч е с к о г о  ц и л и н д р а ) .  П р и  э т о м  д в и ­
ж е н и е  в  л ю б о й  т о ч к е  к р о м е  о с и  в и х р я  б у д е т ,  к а к  м ы  у в и д и м  д а л е е ,  
п о т е н ц и а л ь н ы м .  Т р а е к т о р и я м и  ч а с т и ц  б у д у т  о к р у ж н о с т и  с  ц е н т р о м  н а  




(7 .1 6 )
Е с л и  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  и н т е н с и в н о с т ь  в и х р е в о й  н и т и  
о п р е д е л я л а с ь  в е л и ч и н о й  Г о ,  т о  в  п о с л е д у ю щ и е  м о м е н т ы  в р е м е н и  п о ­
с л е  в ы к л ю ч е н и я  и с т о ч н и к а ,  п о д д е р ж и в а в ш е г о  в и х р е в у ю  н и т ь ,  д в и ж е ­
н и е  ж и д к о с т и  б у д е т  о п и с ы в а т ь с я  и з в е с т н ы м  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  (7 .1 5 ) :
ш Г о-------- e x p
4 n v t 4  v t
2r (7.17)
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И з  ( 7 .1 7 )  в и д н о ,  ч т о  и н т е н с и в н о с т ь  в и х р е в о г о  д в и ж е н и я  в  ц е н т р е  
в и х р я  ( г  =  0 )  у б ы в а е т  о б р а т н о  п р о п о р ц и о н а л ь н о  в р е м е н и .  В  н е к о т о р о й  
ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к е  п р о с т р а н с т в а  г  =  а  >  0  и н т е н с и в н о с т ь  с  т е ч е н и е м  
в р е м е н и  п р о х о д и т  ч е р е з  м а к с и м у м  п р и  t  =  а 2 / 4 v , а  з а т е м  п а д а е т  д о  н у ­
л я . П р и  t  ^  ж  и н т е н с и в н о с т ь  в и х р е в о г о  д в и ж е н и я  в  л ю б о й  т о ч к е  ж и д ­
к о с т и  с т р е м и т с я  к  н у л ю . Т а к и м  о б р а з о м ,  в  о т л и ч и е  о т  в и х р е в о г о  д в и ­
ж е н и я  в  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  к о т о р о е  с о х р а н я е т с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и ,  
в и х р е в о е  д в и ж е н и е  в  в я з к о й  ж и д к о с т и  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  з а х в а т ы в а е т  
в с е  б о л ь ш и е  о б л а с т и  п р о с т р а н с т в а ,  з а н я т о г о  ж и д к о с т ь ю  ( д и ф ф у н д и р у ­
е т ) ,  и  з а т у х а е т  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  в с л е д с т в и е  д и с с и п а ц и и  э н е р г и и  м е ­
х а н и ч е с к о г о  д в и ж е н и я  и з - з а  в я з к о с т и  ж и д к о с т и .  В  к о н е ч н о м  с ч е т е  э т а  
э н е р г и я  м е х а н и ч е с к о г о  д в и ж е н и я  п е р е х о д и т  в  т е п л о .  П о с л е  в ы к л ю ч е ­
н и я  и с т о ч н и к а  в и х р е в о г о  д в и ж е н и я  в  л ю б о й  т о ч к е  ж и д к о с т и  r o t  v  =  0 , 
т . е . д в и ж е н и е  н е  п о т е н ц и а л ь н о  в о  в с е  п о с л е д у ю щ и е  м о м е н т ы  в р е м е н и .
7.4. Диссипация кинетической энергии
О п р е д е л и м  с к о р о с т ь ,  с  к о т о р о й  к и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  д в и ж е н и я  н е с ж и ­
м а е м о й  ж и д к о с т и  в с л е д с т в и е  е е  в я з к о с т и  д и с с и п и р у е т с я  и  п е р е х о д и т  в  
т е п л о в у ю  э н е р г и ю .
Р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы й  н е п о д в и ж н ы й  в  п р о с т р а н с т в е  о б ъ е м  V , ч е р е з  
к о т о р ы й  д в и ж е т с я  ж и д к о с т ь .  К и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  ж и д к о с т и  в  э т о м  
о б ъ е м е  т а к о в а :
V
Н а й д е м  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  ж и д к о с т и  в  э т о м  
о б ъ е м е :
П р е о б р а з у е м  п о д ы н т е г р а л ь н о е  в ы р а ж е н и е .  Д л я  э т о г о  в о с п о л ь з у е м с я  
у р а в н е н и е м  д в и ж е н и я  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  ( 7 .1 ) ,  в  к о т о р о м  
п о л н ы й  т е н з о р  н а п р я ж е н и й  Р ^  в ы р а ж е н  ч е р е з  д а в л е н и е  и  т е н з о р  в я з ­
к и х  н а п р я ж е н и й  о б ы ч н ы м  о б р а з о м :  P ik =  - p S i k  +  &гк , а  м а с с о в ы е  с и л ы  











dvi d p  d a ,
d x k  '
ik (7.20)
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Слагаемые в правой части можно записать в виде
д v i д ( v iv i  \
8 (
v 2
\vk  „  
OTk д x k
p v k
2  J = д x k  V pvk у
д р д p p д p v k d p
v i д х  =
-- я  Pv k -  
д x k  p p  д x k д х /
pvk  • 
p
д о  ik д - д v i
v i
д x k д x k
v iOik Oik „
д x k
(7 .2 1 )
(7 .2 2 )
(7 .2 3 )
В  в ы р а ж е н и я х  ( 7 .2 1 )  и  ( 7 .2 2 )  и с п о л ь з о в а н о  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  
д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и
dvk
дхк 0.






~2 +  p  ) -  vî ik dV-
V
~ d v i (7ik~,—  dV. дхк (7 .2 4 )
П е р в ы й  и н т е г р а л  в  п р а в о й  ч а с т и  м о ж е т  б ы т ь  п р е о б р а з о в а н  с  и с ­
п о л ь з о в а н и е м  ф о р м у л ы  Г а у с с а  —  О с т р о г р а д с к о г о  в  и н т е г р а л  п о  п о в е р х ­
н о с т и ,  о г р а н и ч и в а ю щ е й  р а с с м а т р и в а е м ы й  о б ъ е м .  Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  
в ы р а ж е н и е  в  к в а д р а т н ы х  с к о б к а х  ( 7 .2 4 )  п р е д с т а в л я е т  в е к т о р  п л о т н о с т и  
п о т о к а  э н е р г и и  ( в е к т о р  У м о в а )  в  н е с ж и м а е м о й  и з о т е р м и ч е с к о й  ж и д ­
к о с т и  в  о т с у т с т в и и  о б ъ е м н ы х  с и л . П о л а г а я ,  ч т о  н а  б е с к о н е ч н о  у д а л е н ­
н о й  п о в е р х н о с т и  ж и д к о с т ь  п о к о и т с я  и л и  о б ъ е м  о г р а н и ч е н  н е п о д в и ж н о й  
т в е р д о й  п о в е р х н о с т ь ю ,  н а  к о т о р о й  ж и д к о с т ь  т а к ж е  н е п о д в и ж н а ,  у б е ж ­
д а е м с я ,  ч т о  п е р в ы й  и н т е г р а л  в  п р а в о й  ч а с т и  ( 7 .2 4 )  р а в е н  н у л ю . Т о г д а  
в т о р о й  и н т е г р а л  в  (7 .2 4 )  о п р е д е л я е т  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  к и н е т и ч е с к о й  
э н е р г и и  ж и д к о с т и  в  р а с с м а т р и в а е м о м  о б ъ е м е :
д Е к
д t
Oik дxkdV. (7 .2 5 )V
Д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  с и м м е т р и ч н ы й  т е н з о р  в я з к и х  н а п р я ж е ­
н и й  и м е е т  в и д
f дЩ д ^ \  0ЙЧ
=  П д Х 1 +  д Х “ )  ■ ( 7 '2 6 )
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Тогда выражение (7.25) можно записать так:
дЕк
dt 2
dvi + dvk 
dxk dxi dV.
2
(7 .2 7 )
Т а к  к а к  к и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  ж и д к о с т и  в с л е д с т в и е  н е о б р а т и м о й  
д и с с и п а ц и и  и з - з а  в я з к о с т и  м о ж е т  т о л ь к о  у м е н ь ш а т ь с я  с  т е ч е н и е м  в р е ­
м е н и ,  т о  и з  (7 .2 7 )  с л е д у е т ,  ч т о  к о э ф ф и ц и е н т  в я з к о с т и  ц в с е г д а  п о л о ж и ­
т е л е н .
7.5. Точные решения уравнения 
Навье — Стокса
У р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  п о  с р а в н е н и ю  с  у р а в н е н и е м  Э й л е р а  с о д е р ­
ж и т  н а р я д у  с  п е р в ы м и  и  в т о р ы е  п р о и з в о д н ы е  п о  к о о р д и н а т а м .  Н о  о с ­
н о в н а я  т р у д н о с т ь  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  в я з к о й  ж и д к о с т и  з а ­
к л ю ч а е т с я  н е  в  д о п о л н и т е л ь н ы х  ч л е н а х ,  у ч и т ы в а ю щ и х  с и л ы  в я з к о с т и ,  а  
в  н е л и н е й н о с т и  э т и х  у р а в н е н и й ,  с о д е р ж а щ и х  ч л е н  ( v V ) v .  В  т е о р и и  д в и ­
ж е н и я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  м ы  о б х о д и л и  э т у  т р у д н о с т ь ,  п о л а г а я  д в и ж е ­
н и е  п о т е н ц и а л ь н ы м .  Н о  е с л и  д л я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  п р е д п о л о ж е н и е  
о  п о т е н ц и а л ь н о с т и  д в и ж е н и я  н е  п р о т и в о р е ч и л о  м е х а н и ч е с к и й  м о д е л и  
ж и д к о с т и ,  т о  д в и ж е н и е  в я з к о й  ж и д к о с т и  в  о б щ е м  с л у ч а е  н е  я в л я е т с я  
п о т е н ц и а л ь н ы м ,  м о ж н о  н а з в а т ь  л и ш ь  н е с к о л ь к о  ч а с т н ы х  с л у ч а е в ,  к о г д а  
д в и ж е н и е  в я з к о й  ж и д к о с т и  п о т е н ц и а л ь н о .  Т а к ,  н а п р и м е р ,  д в и ж е н и е  в  
л ю б о й  т о ч к е ,  к р о м е  о с и  п л о с к о г о  в и х р я  п о с т о я н н о й  и н т е н с и в н о с т и ,  я в ­
л я е т с я  п о т е н ц и а л ь н ы м  в н е  з а в и с и м о с т и  о т  м о д е л и  ж и д к о с т и .  П о э т о м у  
с у щ е с т в у е т  м а л о  т о ч н ы х  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а .  Э т и  т о ч ­
н ы е  р е ш е н и я  м о г у т  б ы т ь  п о л у ч е н ы  в  т о м  с л у ч а е ,  к о г д а  у д а е т с я  т е м  и л и  
и н ы м  с п о с о б о м  и з б а в и т ь с я  о т  н е л и н е й н о г о  ч л е н а  ( v V ) v .
В  ч и с т о  м а т е м а т и ч е с к о м  с м ы с л е  к р а е в ы е  з а д а ч и  т е о р е т и ч е с к о й  г и д ­
р о д и н а м и к и  ч р е з в ы ч а й н о  т р у д н ы .  П о э т о м у  у с п е ш н о е  р а з в и т и е  т е о р и и  
в о  м н о г о м  с в я з а н о  с  р а з л и ч н ы м и  п р а в д о п о д о б н ы м и  и н т у и т и в н ы м и  г и ­
п о т е з а м и .  И з в е с т н ы й  м а т е м а т и к  Г . Б и р к г о ф ,  а н а л и з и р у я  п о л о ж е н и е  в  
т е о р е т и ч е с к о й  г и д р о д и н а м и к е ,  н а з ы в а е т  с е м ь  т а к и х  г и п о т е з .  М ы  у к а ­
ж е м  т о л ь к о  д в е  н а и б о л е е  ч а с т о  и с п о л ь з у е м ы е  г и п о т е з ы :
1. О п р е д е л я я ,  к а к и е  ф и з и ч е с к и е  к о м п о н е н т ы  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  
н е о б х о д и м о  р а с с м а т р и в а т ь ,  м о ж н о  п о л а г а т ь с я  н а  и н т у и ц и ю .  (И н т у и ц и я
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м о ж е т  б ы т ь  п о д к р е п л е н а  о ц е н к о й  в а ж н о с т и  ч л е н о в  р а с с м а т р и в а е м ы х  
у р а в н е н и й .)
2 . Т о п о л о г и ю  т е ч е н и я  т а к ж е  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  и н т у и т и в н о ,  п о л а ­
г а я , в  ч а с т н о с т и ,  ч т о  с и м м е т р и ч н о е  в о з д е й с т в и е  в ы з ы в а е т  с и м м е т р и ч ­
н ы й  э ф ф е к т .
К о н е ч н о ,  с  т о ч к и  з р е н и я  ч и с т о й  м а т е м а т и к и ,  т а к и е  г и п о т е з ы  н е  и м е ­
ю т  п р а в а  н а  с у щ е с т в о в а н и е  в  с т р о г о й  т е о р и и .  Н о ,  к а к  м ы  у в и д и м  д а л е е ,  
о н и  з н а ч и т е л ь н о  у п р о щ а ю т  р е ш е н и е  и  п р и в о д я т  к  р е з у л ь т а т а м ,  х о р о ш о  
с о г л а с у ю щ и м с я  с  о п ы т н ы м и  д а н н ы м и ,  ч т о  и  я в л я е т с я  к о н е ч н о й  ц е л ь ю  
т е о р е т и ч е с к о г о  и с с л е д о в а н и я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  р е ш е н и я ,  п о л у ч е н н ы е  н а  о с н о в а н и и  т а к и х  г и п о ­
т е з ,  н е о б х о д и м о  п р о в е р я т ь  э к с п е р и м е н т а л ь н о .  В  с л у ч а е  а д е к в а т н о с т и  
п р е д п о л а г а е м о г о  н а  о с н о в а н и и  г и п о т е з  д в и ж е н и я  д е й с т в и т е л ь н о м у ,  н а ­
б л ю д а е м о м у  в  о п ы т е ,  п о л у ч е н н ы е  р е ш е н и я  м о ж н о  с ч и т а т ь  т о ч н ы м и .
7.5.1. Течение Куэтта
Р а с с м о т р и м  в я з к у ю  н е с ж и м а е м у ю  ж и д к о с т ь ,  р а с п о л о ж е н н у ю  м е ж д у  
д в у м я  п а р а л л е л ь н ы м и  б е с к о н е ч н ы м и  п л а с т и н а м и .  В е р х н я я  п л а с т и н а  
д в и ж е т с я  о т н о с и т е л ь н о  н и ж н е й  п л а с т и н ы  п а р а л л е л ь н о  с  п о с т о я н н о й  






Р и с .  7 .2
Т а к  к а к  п л а с т и н ы  б е с к о н е ч н о  ш и р о к и е  (в  н а п р а в л е н и и  о с и  z ) ,  м ы  м о ­
ж е м  р а с с м а т р и в а т ь  д в и ж е н и е  к а к  п л о с к о е .  Е с л и  у с к о р е н и е  с в о б о д н о г о  
п а д е н и я  н а п р а в л е н о  п а р а л л е л ь н о  о с и  у , а  р а с с т о я н и е  h  м е ж д у  п л а с т и н а ­
м и  н е в е л и к о ,  т о  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  в л и я н и е м  с и л ы  т я ж е с т и  н а  д в и ж е н и е  
ж и д к о с т и .  З д е с ь  м ы  и с п о л ь з о в а л и  п е р в у ю  г и п о т е з у  Б и р к г о ф а .
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Д а л е е  и н т у и т и в н о  п о л а г а е м ,  ч т о  с к о р о с т ь  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц  
ж и д к о с т и  в  л ю б о й  т о ч к е  з а з о р а  н а п р а в л е н а  т о л ь к о  в д о л ь  о с и  х  и  з а в и ­
с и т  т о л ь к о  о т  к о о р д и н а т ы  у  в  с и л у  б е с к о н е ч н о с т и  п л а с т и н  в  н а п р а в л е ­
н и и  х .  З д е с ь  и с п о л ь з о в а н а  в т о р а я  г и п о т е з а  Б и р к г о ф а  о б  и н т у и т и в н о м  
о п р е д е л е н и и  т о п о л о г и и  т е ч е н и я  ж и д к о с т и .  Т а к  к а к  в о з д е й с т в и е  ( д в и ­
ж у щ а я с я  в е р х н я я  п л а с т и н а )  с и м м е т р и ч н о  о т н о с и т е л ь н о  о с и  у , т о  и  д в и ­
ж е н и е  ч а с т и ц  ж и д к о с т и  т а к ж е  б у д е т  с и м м е т р и ч н ы м  о т н о с и т е л ь н о  о с и  
у ,  т. е . с к о р о с т и  ч а с т и ц  б у д у т  н а п р а в л е н ы  т о л ь к о  в д о л ь  о с и  x .
Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  б у д е м  п о л а г а т ь  и з о т е р м и ч е с к и м .  В  э т о м  с л у ­
ч а е  н е т  н е о б х о д и м о с т и  р а с с м а т р и в а т ь  у р а в н е н и я  б а л а н с а  э н е р г и и .  Т а ­
к и м  о б р а з о м ,  н е о б х о д и м о  р е ш и т ь  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  п р и  с л е д у ю щ и х  
у с л о в и я х :
d  v
Ж 0 , f  =  0 , vx =  Vx ( y ) ,  Vy =  vz =  0 , p =  c o n s t . (7 .2 8 )
Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  п р и  з а д а н н о й  т о п о л о г и и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  
н е л и н е й н ы й  ч л е н  (v V ) v  и з  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  и с ч е з а е т ,  а  у р а в н е н и е  
н е р а з р ы в н о с т и  в ы п о л н я е т с я  т о ж д е с т в е н н о .
С  у ч е т о м  у с л о в и й  (7 .2 8 )  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  ( 7 .3 )  в  к о м п о н е н т а х  
б у д е т  и м е т ь  с л е д у ю щ и й  в и д :
d p  d 2v x d p  d p
д х  П d y 2 , d y  , d z
(7 .2 9 )
О т с ю д а  з а к л ю ч а е м ,  ч т о  д а в л е н и е  н е  з а в и с и т  н и  о т  у ,  н и  о т  z ,  а  м о ж е т  
б ы т ь  ф у н к ц и е й  т о л ь к о  к о о р д и н а т ы  x .
О б р а т и м с я  к  п е р в о м у  у р а в н е н и ю  с и с т е м ы  ( 7 .2 9 ) .  Т а к  к а к  с п р а в а  
в  у р а в н е н и и  с т о и т  ф у н к ц и я  т о л ь к о  у ,  а  с л е в а  —  ф у н к ц и я  т о л ь к о  х ,  
т о  р а в е н с т в о  в о з м о ж н о  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  п р а в а я  и  л е в а я  ч а с т и  р а в ­
н ы  н е к о т о р о й  п о с т о я н н о й  в е л и ч и н е ,  н е  з а в и с я щ е й  о т  к о о р д и н а т .  Т о г д а  
и м е е м
d p
—  =  c o n s t ,  
d x
p  =  c o n s t  ■ x  +  p 0. (7 .3 0 )
З д е с ь  н а м  с н о в а  п р и х о д и т с я  о б р а щ а т ь с я  к  п р а в д о п о д о б н о й  г и п о т е з е  
о  с и м м е т р и и  э ф ф е к т а .  И з  ( 7 .3 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  м ы  и м е л и  б ы  б е с к о н е ч ­
н о е  д а в л е н и е  н а  б е с к о н е ч н о с т и .  Н о  э т о  т р у д н о  п о н я т ь  ф и з и ч е с к и ,  т а к  
к а к  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в  л ю б о й  т о ч к е  н а ч и н а л о с ь  и з  о д н о г о  и  т о г о  
ж е  с о с т о я н и я ,  н е  з а в и с я щ е г о  о т  к о о р д и н а т ы  х .  П о э т о м у  п о с т о я н н у ю  в
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у р а в н е н и и  (7 .3 0 )  м ы  б у д е м  п о л а г а т ь  р а в н о й  н у л ю . К р о м е  т о г о ,  в  с о ­
о т н о ш е н и и  (7 .3 0 )  р 0 —  н е к о т о р о е  п о с т о я н н о е  д а в л е н и е ,  к о т о р о е  м о ж н о  
о б о з н а ч и т ь  ч е р е з  р .
Т о г д а  д л я  н а х о ж д е н и я  р а с п р е д е л е н и я  с к о р о с т е й  в  з а з о р е  и м е е м  
у р а в н е н и е ,  о б щ е е  р е ш е н и е  к о т о р о г о  о ч е в и д н о :
д  2 Vx 
д у 2
=  0 , Vx =  a y  +  b. (7 .3 1 )
Г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  к  у р а в н е н и ю  (7 .3 1 )  я в л я ю т с я  у с л о в и я  п р и ­
л и п а н и я
Vx (у  =  0 )  =  0 , Vx (у  =  h )  =  и .  ( 7 .3 2 )
В  р е з у л ь т а т е  н а х о д и м
Vx =  и  у .  ( 7 .3 3 )
С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  н е  з а в и с и т  о т  е е  в я з к о с т и .
Н а  р и с .  7 .3  п о к а з а н о  р а с п р е д е л е н и е  
с к о р о с т е й  ч а с т и ц  ж и д к о с т и  в  з а з о р е  с о ­
г л а с н о  ф о р м у л е  ( 7 .3 3 ) .
Н а й д е м  с и л ы , д е й с т в у ю щ и е  н а  е д и н и ­
ц у  п л о щ а д и  п о в е р х н о с т е й  п л а с т и н .  Р а с ­
с м о т р и м  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  в  н а п р а в л е ­
н и и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  н а  е д и н и ц у  п л о ­
щ а д и  н и ж н е й  п л а с т и н ы .  Е с л и  n —  в н у т ­
р е н н я я  н о р м а л ь  к  н и ж н е й  п л а с т и н е ,  т о  и м е е м
P (n) =  P ik n k; n x = 0 ,  n y =  1, n z =  0 . ( 7 .3 4 )
Р и с .  7 .3
Т о г д а  д л я  с и л ы  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е ,  у с т а н о в л е н н о е  е щ е  
Н ь ю т о н о м :
p x n ) =  P xy =  a xy =  Ц 3 5 )
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  п л а с т и н у  в  н а п р а в л е н и и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ,  
п р о п о р ц и о н а л ь н а  в я з к о с т и  э т о й  ж и д к о с т и .
П р о е к ц и я м и  н о р м а л и  к  в е р х н е й  п л а с т и н е  б у д у т  n x =  0 , n y =  
— 1, n z =  0 . Т о г д а  с и л а , д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  в е р х н е й  
п л а с т и н ы  в  н а п р а в л е н и я  о с и  х ,  р а в н а :
Р —  =  — P Xy =  — а ху =  y= 0 =  —^  h .  ( 7 .3 6 )
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К а к  и  с л е д о в а л о  о ж и д а т ь ,  с и л ы  о к а з а л и с ь  р а в н ы м и  п о  в е л и ч и н е ,  
н о  п р о т и в о п о л о ж н о  н а п р а в л е н н ы м и ,  ч т о  с о о т в е т с т в у е т  т р е т ь е м у  з а к о н у  
Н ь ю т о н а .  С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  н и ж н ю ю  п л а с т и н у ,  н а п р а в л е н а  в  с т о ­
р о н у  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  к а к  б ы  в  п о п ы т к е  у в л е ч ь  п л а с т и н у  в  д в и ж е ­
н и е . Н а п р о т и в ,  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  в е р х н ю ю  п л а с т и н у ,  п р е п я т с т в у е т  
е е  д в и ж е н и ю .
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  н и ж н е й  п о в е р х н о с т и  в  п е р ­
п е н д и к у л я р н о м  н а п р а в л е н и и :
P y(n) =  p yy  =  - Р  +  ё у у  ( У =  0 )  =  - p .  (7 .3 7 )
Н е т р у д н о  у б е д и т ь с я ,  ч т о  н а  е д и н и ц у  п о в е р х н о с т и  в е р х н е й  п л о с к о с т и  
в  н а п р а в л е н и и  о с и  у  д е й с т в у е т  с и л а ,  р а в н а я  д а в л е н и ю  ж и д к о с т и  р .
М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о ,  х о т я  в с е  ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и  д в и ж у т с я  п р я м о ­
л и н е й н о  в д о л ь  о с и  х ,  д в и ж е н и е  н е п о т е н ц и а л ь н о .  Д е й с т в и т е л ь н о ,
( r o t  v ) z
d v y  д у Л  =  _  d v x  =  _  и  = о
д х  д у  )  д у  h
(7 .3 8 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  и н д и в и д у а л ь н ы е  ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и ,  д в и г а я с ь  п о ­
с т у п а т е л ь н о  к а к  ц е л о е ,  о д н о в р е м е н н о  в р а щ а ю т с я  в о к р у г  н е к о т о р о й  о с и ,  
п р о х о д я щ е й  ч е р е з  с а м и  ч а с т и ц ы ,  ч т о  о б ъ я с н я е т с я  д е й с т в и е м  с и л  в я з к о ­
с т и .
П о л у ч е н н о е  т о ч н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  К у э т т а  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а ­
н о  д л я  э к с п е р и м е н т а л ь н о г о  о п р е д е л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т а  в я з к о с т и  ц. Д л я  
э т о г о  н у ж н о  и з м е р и т ь  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  в е р х ­
н е й  п л а с т и н ы .  Т о г д а ,  з н а я  р а с с т о я н и е  м е ж д у  п л а с т и н а м и ,  и з  ф о р м у л ы  
( 7 .3 5 )  м о ж е м  о п р е д е л и т ь  к о э ф ф и ц и е н т  в я з к о с т и .  О д н а к о  с  т о ч к и  з р е ­
н и я  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  т е х н и к и  э т о  н е  с а м ы й  п р о с т о й  с п о с о б  и з м е р е н и я  
в я з к о с т и  ж и д к о с т и .
7.5.2. Плоское течение Пуазейля
Т е ч е н и е м  П у а з е й л я  н а з ы в а ю т  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в  к а н а л а х ,  с т и м у л и ­
р о в а н н о е  г р а д и е н т о м  д а в л е н и я .
Р а с с м о т р и м  д в е  б е с к о н е ч н ы е  п а р а л л е л ь н ы е  н е п о д в и ж н ы е  п л а с т и н ы ,  
р а с с т о я н и е  м е ж д у  к о т о р ы м и  р а в н о  h .
П у с т ь  м е ж д у  п л о с к о с т я м и  и з о т е р м и ч е с к и  д в и ж е т с я  в я з к а я  н е с ж и ­
м а е м а я  ж и д к о с т ь  п о д  д е й с т в и е м  г р а д и е н т а  д а в л е н и я ,  с о з д а н н о г о  в н е ш ­
н и м и  и с т о ч н и к а м и  и  н а п р а в л е н н о г о  в д о л ь  о с и  х  в  п р о т и в о п о л о ж н у ю
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с т о р о н у  (р и с .  7 .4 ) .  М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о ,  х о т я  в с е  ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и  
д в и ж у т с я  п р я м о л и н е й н о  в д о л ь  о с и  х ,  д в и ж е н и е  н е п о т е н ц и а л ь н о .
С н о в а  б у д е м  п р е д п о л а г а т ь ,  ч т о  е с л и  у с к о р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я  
н а п р а в л е н о  в д о л ь  о с и  у , т о  с и л а  т я ж е с т и  н е  д о л ж н а  в л и я т ь  н а  д в и ж е н и е  
ж и д к о с т и  в  з а з о р е  м е ж д у  п л а с т и н а м и .
П у с т ь  г р а д и е н т  д а в л е н и я  с о з д а н  н е к о т о р ы м  в н е ш н и м  и с т о ч н и к о м  
( н а с о с ,  к о м п р е с с о р ) .  Б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о  д в и ж е н и е  п л о с к о е  и  с т а ц и о ­
н а р н о е .  И с п о л ь з у я  в т о р у ю  г и п о т е з у  Б и р к г о ф а ,  п р е д п о л о ж и м ,  ч т о  с к о ­
р о с т ь  ч а с т и ц  ж и д к о с т и  в  з а з о р е  н а п р а в л е н а  т о л ь к о  в д о л ь  о с и  х  и  з а в и ­
с и т  т о л ь к о  о т  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т ы  у . Т а к и м  о б р а з о м ,  м ы  д о л ж н ы  
р е ш и т ь  у р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  п р и  с л е д у ю щ и х  у с л о в и я х :
д  v
~ d i
0, f  =  0 , v x =  Vx( y ) ,  Vy =  v z =  0 , p  =  c o n s t . (7 .3 9 )
П р и  с д е л а н н ы х  п р е д п о л о ж е н и я х  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  (7 .3 )  в  к о м п о ­
н е н т а х  б у д е т  и м е т ь  в и д
д р  д 2v x
д х  П д у 2 ,
д р  д р
д у  , д г  .
(7 .4 0 )
У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  в ы п о л н я е т с я  т о ж д е с т в е н н о .
И з  в т о р о г о  и  т р е т ь е г о  у р а в н е н и й  в  (7 .4 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  д а в л е н и е  н е  
з а в и с и т  н и  о т  у , н и  о т  г , а  м о ж е т  б ы т ь  ф у н к ц и е й  т о л ь к о  х . П о с к о л ь к у  
п р а в а я  ч а с т ь  п е р в о г о  у р а в н е н и я  м о ж е т  з а в и с е т ь  т о л ь к о  о т  у , т о  о б е
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ч а с т и  п е р в о г о  у р а в н е н и я  н е  з а в и с я т  о т  к о о р д и н а т .  Д л я  к р а т к о й  з а п и с и  




д  2v x
■
О б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 7 .4 1 )  д л я  с к о р о с т и  т а к о в о :
Vx A
2n
y 2 +  a y  +  b.
(7 .4 1 )
(7.42)
П о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я  a  и  b м о г у т  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  и з  г р а н и ч н ы х  
у с л о в и й  п р и л и п а н и я :
Vx (у  =  0 )  =  0 , V x (y  =  h )  = 0 .  (7 .4 3 )
И с п о л ь з у я  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я ,  н а х о д и м
b =  0.A  ha = h, 2rj (7 .4 4 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  з а в и с и м о с т ь  v x о т  у  з а п и ш е т с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
v x =  —  ( у 2 — h y )  = --------





(7 .4 5 )
2
y 2
З н а к  м и н у с  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  ж и д к о с т ь  д в и ж е т с я  п р о т и в о п о л о ж н о  
г р а д и е н т у  д а в л е н и я ,  т. е . и з  о б л а с т и  б о л е е  в ы с о к и х  д а в л е н и й  к  о б л а с т и  
б о л е е  н и з к и х  д а в л е н и й .
С о г л а с н о  ( 7 .4 5 ) ,  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  в  п о п е р е ч н о м  с е ­
ч е н и и  к а н а л а  п а р а б о л и ч е с к о е ,  п р и ч е м  с к о р о с т ь  м а к с и м а л ь н а  н а  о с и  к а ­
н а л а .
М а к с и м а л ь н а я  и  с р е д н я я  п о  п о п е р е ч н о м у  с е ч е н и ю  с к о р о с т и  д в и ж е ­
н и я  ж и д к о с т и :
Vm =  Vx (у =  h/2 ) h 2 d p  




/  Vx d y
0
h 2 d p  
1 2 n  d x  ’
( 7 .4 6 )
т. е . м а к с и м а л ь н а я  с к о р о с т ь  б о л ь ш е  с р е д н е й  с к о р о с т и  в  п о л т о р а  р а з а .
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Н а й д е м  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  н и ж н е й  п л а с т и н ы  
в  н а п р а в л е н и и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и :
Щ  =  Pxy = »xy = г, ^. (7 .4 7 )
Д и ф ф е р е н ц и р у я  в ы р а ж е н и е  ( 7 .4 5 ) ,  п о л у ч и м
р (n) =  _  h dp 
x 2 dx
С и л а  н а п р а в л е н а  п р о т и в о п о л о ж н о  г р а д и е н т у  д а в л е н и я  в  с т о р о н у  
д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ,  п р и ч е м  н е  з а в и с и т  о т  в я з к о с т и  ж и д к о с т и .
Т о ч н о  т а к о е  ж е  в ы р а ж е н и е  п о л у ч и м  и  д л я  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ е й  н а  
е д и н и ц у  п л о щ а д и  в е р х н е й  п л а с т и н ы .
О б ъ е м н ы й  и  м а с с о в ы й  р а с х о д ы  ж и д к о с т и  ч е р е з  л ю б о е  п о п е р е ч н о е  
с е ч е н и е  ( е д и н и ч н о й  ш и р и н ы )  р а в н ы  с о о т в е т с т в е н н о :
(7 .4 8 )
Q v =  h \vx\ h 3 d p  
1 2 ц d x  ’
Qm pQv p h 3 d p  
1 2  n  d x
(7 .4 9 )
7.5.3. Цилиндрическое течение Пуазейля
Р а с с м о т р и м  у с т а н о в и в ш е е с я  и з о т е р м и ч е с к о е  д в и ж е н и е  в я з к о й  н е с ж и ­
м а е м о й  ж и д к о с т и  в  ц и л и н д р и ч е с к о й  б е с к о н е ч н о й  т р у б к е  к р у г л о г о  п о ­
п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  р а д и у с о м  r 0 . Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в ы з в а н о  п о с т о я н ­
н ы м  г р а д и е н т о м  д а в л е н и я ,  н а п р а в л е н н ы м  в д о л ь  о с и  т р у б к и .  Т е р м и н  
« б е с к о н е ч н а я  т р у б к а »  о з н а ч а е т ,  ч т о  е е  д л и н а  м н о г о  б о л ь ш е  р а д и у с а  п о ­
п е р е ч н о г о  с е ч е н и я .  Э т о  п о з в о л я е т  п р е н е б р е ч ь  к о н ц е в ы м и  э ф ф е к т а м и  и  
р а с с м а т р и в а т ь  у с т а н о в и в ш е е с я  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в д о л ь  т р у б к и .
Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч и  е с т е с т в е н н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  ц и л и н д р и ч е с к о й  
с и с т е м о й  к о о р д и н а т  r , ^ , z ,  г д е  о с ь  z  н а п р а в л е н а  в д о л ь  о с и  с и м м е т р и и  
т р у б к и .
У р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а ,  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  д л я  н е с ж и м а ­
е м о й  ж и д к о с т и ,  а  т а к ж е  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  в  ц и л и н д р и ­
ч е с к о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  п р и в е д е н ы  в  п р и л .  B ,  C .
Е с л и  т р у б а  р а с п о л о ж е н а  г о р и з о н т а л ь н о ,  т о  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  в л и ­
я н и е м  с и л ы  т я ж е с т и  н а  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и .  Б у д е м  т а к ж е  п о л а г а т ь ,  
и с п о л ь з у я  в т о р у ю  г и п о т е з у  Б и р к г о ф а ,  ч т о  с к о р о с т и  и н д и в и д у а л ь н ы х
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ч а с т и ц  ж и д к о с т и  в  т р у б е  и м е ю т  е д и н с т в е н н у ю  о т л и ч н у ю  о т  н у л я  к о м ­
п о н е н т у ,  н а п р а в л е н н у ю  в д о л ь  о с и  т р у б ы  и  з а в и с я щ у ю  т о л ь к о  о т  р а ­
д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  г . С л е д о в а т е л ь н о ,  н е о б х о д и м о  р е ш и т ь  у р а в н е н и е  
Н а в ь е  —  С т о к с а  п р и  с л е д у ю щ и х  у с л о в и я х :
d v
~т
0 , f  =  0 , v z =  v z ( г ) ,  v v  =  v r =  0 , p  =  c o n s t . (7.50)
П р и  э т и х  у с л о в и я х  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  в ы п о л н я е т с я  т о ж д е ­
с т в е н н о ,  а  у р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  в  п р о е к ц и я х  з а п и ш е т с я  в  в и д е
d p  d p  d p  1 д  {  d v z
д г  , д р  , d z  П г  д г  \  д г
(7 .5 1 )
И з  п е р в о г о  и  в т о р о г о  у р а в н е н и й  ( 7 .5 1 )  с л е д у е т ,  ч т о  п р и  з а д а н н о й  т о ­
п о л о г и и  т е ч е н и я  д а в л е н и е  н е  д о л ж н о  з а в и с е т ь  н и  о т  г ,  н и  о т  р ,  а  м о ж е т  
б ы т ь  ф у н к ц и е й  т о л ь к о  z .  П о с к о л ь к у  v z з а в и с и т  т о л ь к о  о т  г ,  л е в а я  и  
п р а в а я  ч а с т и  т р е т ь е г о  у р а в н е н и я  н е  з а в и с я т  о т  к о о р д и н а т ,  а  п р е д с т а в ­
л я ю т  с о б о й  н е к о т о р у ю  п о с т о я н н у ю .  О б о з н а ч и в  э т у  п о с т о я н н у ю  ч е р е з  A ,  
и м е е м dp 1 d ( dvz
dZ = = ’'rdi- VHT (7.52)
И н т е г р и р у я ,  п о л у ч и м  о б щ е е  р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я :
v z =  — г 2 +  a  ln  г  +  b, (7 .5 3 )
4 ц
г д е  a ,  b  —  п о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я .
С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  н а  о с и  т р у б ы  н е  м о ж е т  б ы т ь  б е с к о н е ч ­
н о й ,  п о э т о м у  п о с т о я н н у ю  и н т е г р и р о в а н и я  a  с л е д у е т  п о л о ж и т ь  р а в н о й  
н у л ю . П о с т о я н н у ю  b  н а й д е м  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  н е п р о т е к а н и я
v z ( г  =  г о )  =  0 , b =  — —  г 2 
4 ц  0 .
(7 .5 4 )
П о д с т а в л я я  з н а ч е н и е  п о с т о я н н о й  b в  в ы р а ж е н и е  д л я  с к о р о с т и  ( 7 .5 3 ) ,  
и м е е м
v z
г 2 d p  Л  г 2
4 ц  d z  V г 0
(7.55)
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М а к с и м а л ь н а я  и  с р е д н я я  п о  п о п е р е ч н о м у  с е ч е н и ю  т р у б ы  с к о р о с т и  
д в и ж е н и я  ж и д к о с т и :
vm
Vz
Vz (0 ) r 0 d p  




. f Vz 2nrdr
0
r 0 d p  
8 ц  d z
(7 .5 6 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  v m / v  =  2. Н а п р а в л е н и е  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  п р о т и ­
в о п о л о ж н о  н а п р а в л е н и ю  г р а д и е н т а  д а в л е н и я .
Д л я  о б ъ е м н о г о  и  м а с с о в о г о  р а с х о д а  ж и д к о с т и  ч е р е з  п о п е р е ч н о е  с е ­
ч е н и е  т р у б ы  п о л у ч а е м  ф о р м у л у  П у а з е й л я :
Qv
Qm








d z  ’ 
d p  
d z
(7 .5 7 )
Н а й д е м  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  п о в е р х н о с т и  т р у б ы  
в  н а п р а в л е н и и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и :
Pz(n) =  P zk n k =  - d zr =  - п  ( d r
r=r 0
(7.58)
З д е с ь  у ч т е н о ,  ч т о  n z 
н а х о д и м
n v  =  0 ,  n r =  - 1 .  И с п о л ь з у я  ф о р м у л у  ( 7 .5 5 ) ,
P (n) =  _  r 0  d p
z 2 d z '
(7 .5 9 )
В ы ч и с л и м  с и л у  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  к о л ь ц е в о й  э л е м е н т  п о в е р х ­
н о с т и  т р у б ы  д л и н о й  A z ,  н а  к о т о р о й  п е р е п а д  д а в л е н и я  —  A p :
A  F 2 n r 0A z
r 0 A p  
~2 A z
n r ^ A p . (7 .6 0 )
С л е д о в а т е л ь н о ,  р а з н о с т ь  с и л  д а в л е н и я ,  д е й с т в у ю щ и х  н а  ж и д к о с т ь  
в  д в у х  л ю б ы х  с е ч е н и я х  т р у б ы ,  р а з д е л е н н ы х  р а с с т о я н и е м  A z , р а в н а  с и ­
ле  т р е н и я  в ы д е л е н н о г о  э л е м е н т а  ж и д к о с т и  о  с т е н к у  т р у б ы .  П о э т о м у  
в  с о о т в е т с т в и и  с  п е р в ы м  з а к о н о м  Н ь ю т о н а  ж и д к о с т ь  д в и ж е т с я  в д о л ь  






Ф о р м у л а  П у а з е й л я  (7 .5 7 )  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н а  д л я  э к с п е р и м е н ­
т а л ь н о г о  о п р е д е л е н и я  в я з к о с т и  ж и д к о с т и .  Д л я  э т о г о  н е о б х о д и м о  и з ­
м е р и т ь  м а с с о в ы й  и л и  о б ъ е м н ы й  р а с х о д  ж и д к о с т и .  Т о г д а ,  з н а я  р а д и у с  
т р у б ы  и  г р а д и е н т  д а в л е н и я ,  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  в я з к о с т ь  ж и д к о с т и .  Н а ­
п р и м е р ,  м о ж н о  п о с т а в и т ь  о п ы т  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .
П у с т ь  в  с о с у д  1 (р и с .  7 .5 )  н а л и т а  ж и д к о с т ь ,  
в я з к о с т ь  к о т о р о й  н е о б х о д и м о  и з м е р и т ь .  Э т а  
ж и д к о с т ь  м о ж е т  в ы т е к а т ь  и з  с о с у д а  ч е р е з  к а ­
п и л л я р  2 в  с о с у д  3 . Т о г д а ,  е с л и  п р е н е б р е ч ь  
и з м е н е н и е м  у р о в н я  ж и д к о с т и  в  с о с у д е  1, п е ­
р е п а д  д а в л е н и я  н а  к о н ц а х  к а п и л л я р а  б у д е т  
р а в е н  г и д р о с т а т и ч е с к о м у  д а в л е н и ю  ж и д к о с т и  
н а  в х о д е  в  к а п и л л я р .  Д а л е е ,  з н а я  в р е м я  ( п о  с е ­
к у н д о м е р у )  и  о б ъ е м  ж и д к о с т и ,  п о с т у п и в ш е й  
з а  э т о  в р е м я  в  с о с у д  3 , н а й д е м  р а с х о д .  И з м е ­
р я я  р а д и у с  к а п и л л я р а  и  и с п о л ь з у я  ф о р м у л у  П у а з е й л я  ( 7 .5 7 ) ,  н а й д е м  
в я з к о с т ь  ж и д к о с т и .
О т м е т и м ,  ч т о  в  э т о м  э к с п е р и м е н т е  р а д и у с  к а п и л л я р а  с л е д у е т  и з м е ­
р я т ь  д о в о л ь н о  т о ч н о ,  т а к  к а к  р а с х о д  ж и д к о с т и  п р о п о р ц и о н а л е н  r 4 , т . е. 
п о г р е ш н о с т ь  и з м е р е н и я  р а д и у с а  у ч е т в е р я е т с я .
Е с л и  о б ъ е м  и с с л е д у е м о й  ж и д к о с т и  о г р а н и ч е н ,  т о  п р и  р е ш е н и и  з а ­
д а ч и  н е т р у д н о  у ч е с т ь  и з м е н е н и е  у р о в н я  ж и д к о с т и  в  с о с у д е  1.
П р и  н е  с л и ш к о м  т о ч н ы х  о т н о с и т е л ь н ы х  и з м е р е н и я х  в я з к о с т и  к а ­
п е л ь н ы х  ж и д к о с т е й  с о с у д ы  и  к а п и л л я р  р а с п о л а г а ю т  п о  в е р т и к а л и  ( в и с ­
к о з и м е т р  Э н г л е р а ) .  Т о г д а  в я з к о с т и  э т а л о н н о й  и  и с с л е д у е м о й  ж и д к о с т е й  
б у д у т  о т н о с и т ь с я ,  к а к  и х  р а с х о д ы .  З н а я  в я з к о с т ь  э т а л о н н о й  ж и д к о с т и  
и з  к а к и х - л и б о  д р у г и х  б о л е е  т о ч н ы х  и з м е р е н и й ,  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  в я з ­
к о с т ь  и с с л е д у е м о й  ж и д к о с т и .
Р и с .  7 .5
7.5.4. Движение жидкости между двумя 
вращающимися цилиндрами
Р а с с м о т р и м  у с т а н о в и в ш е е с я  д в и ж е н и е  н е с ж и м а е м о й  в я з к о й  ж и д к о с т и  
м е ж д у  д в у м я  к о а к с и а л ь н ы м и  в р а щ а ю щ и м и с я  ц и л и н д р а м и .  Б у д е м  п о ­
л а г а т ь  ц и л и н д р ы  б е с к о н е ч н ы м и  т а к ,  ч т о  к р а е в ы м и  э ф ф е к т а м и  м о ж н о  
п р е н е б р е ч ь .  П р е н е б р е ж е м  т а к ж е  д е й с т в и е м  с и л ы  т я ж е с т и .
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П у с т ь  ц и л и н д р ы  р а д и у с а м и  R ?  и  R 2 ( R 2 >  R \ )  
в р а щ а ю т с я  с  у г л о в ы м и  с к о р о с т я м и  и ? и  и 2 с о о т ­
в е т с т в е н н о  (р и с .  7 .6 ) .  П р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  е с т е ­
с т в е н н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  ц и л и н д р и ч е с к о й  с и с т е ­
м о й  к о о р д и н а т  с  о с ь ю  z , н а п р а в л е н н о й  п о  о с и  ц и ­




-- 0 , f  =  0 , v z =  v r
v v  ( r ) ,  p  =  p ( r ) ,  p
0 ,
c o n s t .
( 7 .6 1 ) Р и с .  7 .6
У р а в н е н и я  д в и ж е н и я  в  ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х  п р и  з а д а н н о й  
т о п о л о г и и  з а д а ч и  з а п и ш у т с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
V2 =  1 d p  d ? v ^  + 1  d v ^ _  =  0  (7  6 2 )
r  p  d r 1 d r 2 r  d r  r 2
У р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  д л я  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  с к о р о с т и  v z , а  
т а к ж е  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  в ы п о л н я ю т с я  т о ж д е с т в е н н о .  З а м е т и м ,  
ч т о  у р а в н е н и я  ( 7 .6 2 )  н е  с о д е р ж а т  в я з к о с т ь .
Р е ш е н и е  в т о р о г о  у р а в н е н и я  и з  (7 .6 2 )  б у д е м  и с к а т ь  в  в и д е  v 2 =  A r n , 
г д е  A  и  n  —  н е к о т о р ы е  п о с т о я н н ы е .  П о д с т а в и в  v 2 =  A r n в  у р а в н е н и е ,  
н а й д е м  n 1 =  1, n 2 =  - 1 .  С л е д о в а т е л ь н о ,  о б щ е е  р е ш е н и е  т а к о в о :
b
v v  =  a r  +  - . (7 .6 3 )
Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  п р и л и п а н и я  д л я  о п р е д е л е н и я  п о с т о я н н ы х  и н т е ­
г р и р о в а н и я  a  и  b з а п и с ы в а ю т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
v v  ( r  =  R i  ) =  и ?  R i ,  v v ( r  =  R 2 ) =  U 2 R 2 .
О т с ю д а  п о л у ч а е м
a =
u 1 R 2 u 2R 2
R 2
b =  (U 2 -  и ? ) R ? R 2
b =  R ? -  R 2
(7 .6 4 )
(7 .6 5 )
С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  з а з о р е  м е ж д у  ц и л и н д р а м и  н е  з а в и ­
с и т  о т  в я з к о с т и .  В я з к о с т ь  ж и д к о с т и  у ч т е н а  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  г р а н и ч ­
н ы х  у с л о в и й  п р и л и п а н и я .  Е с л и  б ы  ж и д к о с т ь  б ы л а  и д е а л ь н а я ,  в р а щ а ю ­
щ и е с я  ц и л и н д р ы  н е  в о в л е к л и  б ы  е е  в  д в и ж е н и е .
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П р о а н а л и з и р у е м  п о л у ч е н н о е  р е ш е н и е .  Е с л и  Ш1 =  ш 2 =  ш , т о  ж и д ­
к о с т ь  в  з а з о р е  в р а щ а е т с я  к а к  а б с о л ю т н о  т в е р д о е  т е л о  с  п о с т о я н н о й  у г ­
л о в о й  с к о р о с т ь ю ,  р а в н о й  у г л о в о й  с к о р о с т и  в р а щ е н и я  ц и л и н д р о в .
Е с л и  и м е е т с я  т о л ь к о  в н у т р е н н и й  ц и л и н д р ,  в р а щ а ю щ и й с я  в  б е с к о ­
н е ч н о й  ж и д к о с т и ,  т о  и з  ( 7 .6 3 ) ,  (7 .6 5 )  п о л у ч а е м  п о т е н ц и а л ь н о е  д в и ж е н и е  
в я з к о й  ж и д к о с т и .  П р и  э т о м  ц и р к у л я ц и я  с к о р о с т и  п о  л ю б о м у  к о н т у р у ,  
о х в а т ы в а ю щ е м у  ц и л и н д р ,  р а в н а :  Г  =  2 п К \ ш \ .  Т а к и м  о б р а з о м ,  у с т а н о ­
в и в ш е е с я  д в и ж е н и е  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и ,  в ы з ы в а е м о е  в р а ­
щ а ю щ и м с я  б е с к о н е ч н ы м  ц и л и н д р о м ,  я в л я е т с я  п о т е н ц и а л ь н ы м  в о  в с е х  
т о ч к а х  ж и д к о с т и  в н е  ц и л и н д р а .  О ч е в и д н о ,  в о  в с е х  п л о с к о с т я х ,  п е р п е н ­
д и к у л я р н ы х  о с и  ц и л и н д р а ,  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  о д и н а к о в о ,  т. е . я в л я ­
е т с я  п л о с к и м .
П р и  н е  с л и ш к о м  б о л ь ш о й  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  и  у г л о в о й  
с к о р о с т и  ц и л и н д р а  м о д у л ь  п о д ъ е м н о й  с и л ы ,  в о з н и к а ю щ е й  п р и  о б т е к а ­
н и и  ц и л и н д р а  с  ц и р к у л я ц и е й ,  с о г л а с н о  т е о р е м е  Ж у к о в с к о г о  о п р е д е л я ­
е т с я  ф о р м у л о й  (6 .1 1 6 ) :
| Fy | =  pv̂  Г  =  p v ^ n R W  (7 .6 6 )
Н а п р а в л е н и е  п о д ъ е м н о й  с и л ы  и  е е  в е л и ч и н а  о п р е д е л я ю т с я  к а к  в е л и ­
ч и н о й ,  т а к  и  н а п р а в л е н и е м  с к о р о с т е й  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  и  в р а щ е н и я  
ц и л и н д р а .
Р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я  в  з а з о р е  м е ж д у  ц и л и н д р а м и  м о ж н о  о п р е ­
д е л и т ь  и з  п е р в о г о  у р а в н е н и я  в  ( 7 .6 2 ) :
г p v 2 / 1 b2 \p = — -  dr = p  -  a2r2 +  2ab ln  r ---------- - +  c . (7 .6 7 )J r  \2 2 r2 J
П о с т о я н н а я  и н т е г р и р о в а н и я  c м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  и з  г р а н и ч н о г о  
у с л о в и я
p ( r  =  R\) = p i .  (7 .6 8 )
Е с л и  ш 1 =  ш2 = ш , т о  v - = шг. Т о г д а  р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я  в  
з а з о р е  б у д е т  и м е т ь  в и д
Р  =  P i +  2  р ш 2 (r2 -  R 2) .  (7 .6 9 )
Давление увеличивается с расстоянием от оси вращения и становится
максимальным на поверхности внешнего цилиндра.
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Е с л и  м е ж д у  ц и л и н д р а м и  н а х о д и т с я  г а з ,  т о  п р и  о д н о р о д н о й  т е м п е ­
р а т у р е  с  у ч е т о м  у р а в н е н и я  с о с т о я н и я  и д е а л ь н о г о  г а з а  М е н д е л е е в а  —  
К л а п е й р о н а  и м е е м
МР
RT’
v 2 _  R T  d p  





+  c-> (7 .7 0 )
г д е  ц  —  м о л я р н а я  м а с с а  г а з а ;  R  —  м о л я р н а я  г а з о в а я  п о с т о я н н а я ;  T  —  
т е м п е р а т у р а ;  п л о т н о с т ь  р  з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т  т а к  ж е ,  к а к  д а в л е н и е
p .
О п р е д е л и в  п о с т о я н н у ю  и н т е г р и р о в а н и я  c  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я
( 7 .6 8 ) ,  д л я  д а в л е н и я  и  п л о т н о с т и  п о л у ч и м
p
р
p i  e x p  
P i e x p
2
2--------- ( r
2 R T  (
2МШ2 , 2
--------- ( r 2
2 R T  v
R 2)
R 2)
(7 .7 1 )
О п р е д е л и м  м о м е н т  с и л  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ и х  н а  е д и н и ц у  д л и н ы  
в н у т р е н н е г о  ц и л и н д р а :
Mi = - 2nRiaVrR i ,  =  П ( — ~
V d r  r  /  r=Ri (7 .7 2 )
П о д с т а в л я я  v 2 и  д и ф ф е р е н ц и р у я ,  н а х о д и м
~ / 2b
< V (r = Ri) = П ~г)2 = ПR 2
2 (^ 2  — W i)R 2
p2 p2
R 2 R i
(7 .7 3 )
Т о г д а  д л я  м о м е н т а  с и л  т р е н и я  и м е е м  ф о р м у л у
M i  = 4 n , , R j R 2  R 2 — R . (7 .7 4 )
R 2 -  R i
О ч е в и д н о ,  н а  е д и н и ц у  д л и н ы  в н е ш н е г о  ц и л и н д р а  б у д е т  д е й с т в о в а т ь  
т а к о й  ж е  м о м е н т  с и л  т р е н и я ,  н о  с  п р о т и в о п о л о ж н ы м  з н а к о м .
П р о п о р ц и о н а л ь н о с т ь  м о м е н т а  с и л  т р е н и я  к о э ф ф и ц и е н т у  в я з к о с т и  
и с п о л ь з у ю т  д л я  э к с п е р и м е н т а л ь н о г о  о п р е д е л е н и я  э т о г о  к о э ф ф и ц и е н т а .  
П р и н ц и п и а л ь н а я  с х е м а  и з м е р е н и я  п о к а з а н а  н а  р и с .  7 .7 .
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Е с л и  м е ж д у  ц и л и н д р а м и  п о м е с т и т ь  и с с л е д у е м у ю  
ж и д к о с т ь  и  в р а щ а т ь  т о л ь к о  в н е ш н и й  ц и л и н д р ,  т о  н а  
в н у т р е н н и й  н е п о д в и ж н ы й  ц и л и н д р  б у д е т  д е й с т в о в а т ь  
м о м е н т  в я з к и х  с и л , о п р е д е л я е м ы й  ф о р м у л о й  ( 7 .7 4 ) .  
Е с л и  в н у т р е н н и й  ц и л и н д р  п о д в е ш е н  н а  у п р у г о й  н и т и ,  
т о  н и т ь  б у д е т  з а к р у ч и в а т ь с я ,  ч т о  м о ж н о  з а ф и к с и р о ­
в а т ь  п р и  п о м о щ и  з а к р е п л е н н о г о  н а  н е й  з е р к а л ь ц а .
в я з к о с т и  ж и д к о с т и .  П р и  э т о м  г е о м е т р и ч е с к и е  р а з м е р ы  ц и л и н д р о в  и  у г ­
л о в а я  с к о р о с т ь  в р а щ е н и я  в н е ш н е г о  ц и л и н д р а  д о л ж н ы  б ы т ь  и з в е с т н ы .  
С у щ е с т в е н н у ю  к о н с т р у к т и в н у ю  т р у д н о с т ь  т а к о й  у с т а н о в к и  п р е д с т а в л я ­
е т  у с т р а н е н и е  в л и я н и я  т о р ц о в  ц и л и н д р о в ,  т а к  к а к  п о л у ч е н н о е  р е ш е н и е  
с п р а в е д л и в о  л и ш ь  д л я  б е с к о н е ч н ы х  ц и л и н д р о в .
Д р у г о е  п р и л о ж е н и е  р е ш е н н о й  з а д а ч и  —  р а з д е л е н и е  г а з о в о й  с м е с и  и  
и з о т о п о в  м е т о д о м  ц е н т р и ф у г и р о в а н и я .
Р а с с м о т р и м  б и н а р н у ю  г а з о в у ю  с м е с ь ,  к о т о р а я  н а х о д и т с я  в  п о л о м  ц и ­
л и н д р е ,  в р а щ а ю щ е м с я  с  у г л о в о й  с к о р о с т ь ю  и . П а р ц и а л ь н ы е  д а в л е н и я  
к о м п о н е н т о в  с м е с и  н а  о с и  в р а щ е н и я  —  p 10 и  p 20. П а р ц и а л ь н ы е  д а в л е н и я  
н а  л ю б о м  р а с с т о я н и и  о т  о с и  в р а щ е н и я  в  с о о т в е т с т в и и  с  (7 .7 1 )  т а к о в ы :
Т а к и м  о б р а з о м ,  п о  м е р е  у д а л е н и я  о т  о с и  в р а щ е н и я  ц и л и н д р а  д а в л е ­
н и е  б о л е е  т я ж е л о г о  к о м п о н е н т а  у в е л и ч и в а е т с я  б ы с т р е е ,  ч е м  д а в л е н и е  
л е г к о г о  к о м п о н е н т а  с м е с и .  В  р е з у л ь т а т е  о б о г а щ е н и е  с м е с и  л е г к и м  к о м ­
п о н е н т о м  б у д е т  б о л ь ш е  в б л и з и  о с и  в р а щ е н и я  ц и л и н д р а ,  а  т я ж е л ы м  —  
в б л и з и  п о в е р х н о с т и  ц е н т р и ф у г и .
П о  з а к о н у  Д а л ь т о н а  п о л н о е  д а в л е н и е  г а з о в о й  с м е с и  о п р е д е л я е т с я  
с у м м о й  п а р ц и а л ь н ы х  д а в л е н и й :
Р и с .  7 .7
О п р е д е л я я  м о м е н т  с и л  т р е н и я  п о  у г л у  з а к р у ч и в а ­
н и я  н и т и ,  н а  к о т о р о й  п о д в е ш е н  в н у т р е н н и й  ц и л и н д р ,  
п о  ф о р м у л е  (7 .7 4 )  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  к о э ф ф и ц и е н т
(7 .7 5 )
Р = Pi +  Р2.
О т н о с и т е л ь н а я  м о л ь н а я  к о н ц е н т р а ц и я  п е р в о г о  к о м п о н е н т а
Р
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С о о т в е т с т в е н н о  о т н о с и т е л ь н а я  м о л ь н а я  к о н ц е н т р а ц и я  в т о р о г о  к о м п о ­
н е н т а  т а к о в а :
р 2
Р
Р  -  Р  i 
Р
1  — х .
У р а в н е н и я  ( 7 .7 5 )  з а п и ш у т с я  в  в и д е
( P l ^ 2 2\
Р х  =  Р о х о e x p  ( 2 R T  r  ) >
p ( 1  — х )  =  p 0 ( 1  — х 0) e x p
/  P 2 ^ 2
V 2 R T
(7 .7 6 )
2r
г д е  х 0 —  о т н о с и т е л ь н а я  м о л ь н а я  к о н ц е н т р а ц и я  п е р в о г о  к о м п о н е н т а  н а  
о с и  ц и л и н д р а .
К о э ф ф и ц и е н т  р а з д е л е н и я  г а з о в о й  с м е с и  в в о д я т  с л е д у ю щ и м  о б р а ­
з о м :
х  /  х 0 
а  =  5---------  1----------- >1  — х  1  — х 0
т. е . к о э ф ф и ц и е н т  р а з д е л е н и я  п о к а з ы в а е т ,  в о  с к о л ь к о  р а з  о т н о ш е н и е  
к о н ц е н т р а ц и й  к о м п о н е н т о в  с м е с и  н а  п е р и ф е р и и  о т л и ч а е т с я  о т  о т н о ш е ­
н и я  к о н ц е н т р а ц и й  н а  о с и  в р а щ е н и я  ц и л и н д р а .
Р а з д е л и в  п е р в о е  у р а в н е н и е  ( 7 .7 6 )  н а  в т о р о е ,  н а х о д и м
а e x p Д Р ^ 2 r 2 
2 R T 5
г д е  Д р  =  p i  — р 2 —  р а з н о с т ь  м о л я р н ы х  м а с с  к о м п о н е н т о в  г а з о в о й  с м е с и .  
Е с л и  Д р  >  0 , т о  о б о г а щ е н и е  с м е с и  п е р в ы м  к о м п о н е н т о м  б у д е т  п р о и с х о ­
д и т ь  н а  п е р и ф е р и и ,  а  в т о р ы м  —  н а  о с и  ц е н т р и ф у г и .  Е с л и  ж е  Д р  <  0 , т о  
п о в ы ш е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  п е р в о г о  к о м п о н е н т а  б у д е т  н а  о с и  ц е н т р и ф у г и ,  
а  в т о р о г о  —  н а  п е р и ф е р и и .
К о э ф ф и ц и е н т  р а з д е л е н и я  б у д е т  т е м  б о л ь ш е ,  ч е м  б о л ь ш е  р а з л и ч и е  
м о л я р н ы х  м а с с  к о м п о н е н т о в .
С у щ е с т в у е т  с п е ц и ф и к а  п р и  р а з д е л е н и и  т я ж е л ы х  и з о т о п о в ,  н а п р и ­
м е р ,  и з о т о п о в  у р а н а  235U  и  2 3 8 U . Д л я  э т о г о  п р и м е н я ю т  г е к с а ф т о р и д  
у р а н а  ( U F 6) в  г а з о о б р а з н о м  с о с т о я н и и .  П о с к о л ь к у  р а з н о с т ь  м о л я р н ы х  
м а с с  м а л а ,  ч т о б ы  д о б и т ь с я  п р и е м л е м о г о  о д н о к р а т н о г о  р а з д е л е н и я ,  у в е ­
л и ч и в а ю т  с к о р о с т ь  в р а щ е н и я  ц е н т р и ф у г и  д о  9 0  т ы с .  о б о р о т о в  в  м и н у т у  
(и л и  1 5 0 0  о б / с ) .  Э т о  п о т р е б о в а л о  с о з д а н и я  м а т е р и а л о в  с  в ы с о к и м  п р е ­
д е л о м  п р о ч н о с т и .  Н о  д а ж е  в  э т о м  с л у ч а е  к о э ф ф и ц и е н т  о д н о к р а т н о г о
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р а з д е л е н и я  о с т а е т с я  с л и ш к о м  м а л . Ч т о б ы  п о л у ч и т ь  н у ж н у ю  к о н ц е н ­
т р а ц и ю  и з о т о п а  2 3 5  U , и с п о л ь з у ю т  к а с к а д  ц е н т р и ф у г .  П р о д у к т  д е л е н и я  
п е р е д а е т с я  о т  о д н о й  ц е н т р и ф у г и  к  д р у г о й ,  г д е  р а з д е л е н и е  п р о д о л ж а е т ­
с я ,  и  т а к  д о  т е х  п о р ,  п о к а  н а  в ы х о д е  н е  б у д е т  н е о б х о д и м а я  к о н ц е н т р а ц и я  
н у ж н о г о  и з о т о п а .
7.6. Медленное обтекание шара
Р а с с м о т р и м  с т а ц и о н а р н о е  о б т е к а н и е  ш а р а  р а д и у с а  r 0 п о т о к о м  в я з к о й  
н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .  С к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  в д а л и  о т  ш а р а  —  
u .  Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в о  в с е й  о б л а с т и  б у д е м  п о л а г а т ь  и з о т е р м и ч е с к и м .
У р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  и  н е р а з р ы в н о с т и  д л я  с т а ц и о н а р н о г о  д в и ­
ж е н и я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  и м е ю т  в и д
(v V ) v  =  — 1  V p  +  v A v , d i v  v  =  0 . (7 .7 7 )
P
Т е п е р ь  з а д а д и м  с и с т е м у  к о о р д и н а т .  П у с т ь  о с ь  z  п р о х о д и т  ч е р е з  
ц е н т р  ш а р а  и  н а п р а в л е н а  в д о л ь  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  u .  Н а ­
ч а л о  с ф е р и ч е с к о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  (r ,  9 , р )  п о м е с т и м  в  ц е н т р  ш а р а ;  
п о л я р н ы й  у г о л  9  б у д е м  о т с ч и т ы в а т ь  о т  о с и  z  п р о т и в  ч а с о в о й  с т р е л к и  
(р и с .  7 .8 ) .
Р и с .  7 .8
И с п о л ь з у я  в т о р у ю  г и п о т е з у  Б и р к г о ф а ,  п о л а г а е м ,  ч т о  д в и ж е н и е  
ж и д к о с т и  о с е с и м м е т р и ч н о е .  О т л и ч н ы  о т  н у л я  т о л ь к о  д в е  к о м п о н е н т ы  
в е к т о р а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  —  v r и  г у , п р и ч е м  з а в и с я т  о н и  
т о л ь к о  о т  д в у х  к о о р д и н а т  —  r  и  9.
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В отличие от решенных выше задач топология движения жидкости 
такова, что не удается исключить нелинейный член уравнения движе­
ния (vV)v, который связан с инерционными силами. Это не дает воз­
можность получить точное решение задачи на основе уравнений (7.77). 
Поэтому воспользуемся приближенным методом.
Оценим порядок членов уравнения Навье — Стокса. Для этого при­
ведем уравнение к безразмерному виду. В качестве характерной ско­
рости жидкости выберем скорость набегающего потока и, а в качестве 
характерного расстояния — диаметр шара d. Тогда имеем
(vV )v  ~ и
d
vA v  ~ П и 
р d2 ’
(vV )v  pud
— -—  ~ -----=  Re.
v A v  n
(7.78)
Безразмерный параметр Re называется числом Рейнольдса. Число 
Рейнольдса показывает, во сколько раз инерционные силы в жидкости 
отличаются от сил внутреннего трения (вязкости). Если силы внутрен­
него трения в жидкости много больше инерционных сил, то Re ^  1 и, 
следовательно, членом (vV )v  можно пренебречь по сравнению с осталь­
ными членами уравнения Навье — Стокса. Уравнение движения при­
нимает вид
П A v =  Vp. (7.79)
Это линейное уравнение впервые было получено Стоксом (1851) и 
носит его имя.
Запишем уравнение Стокса по компонентам:
1 д (  2 dvr 
r
r2 dr \ dr r 
2vr 2 d
r2 r2 sin2 в дв
1 д ( . dvr ,











+ 1 ( • вдyl\  +r2 sin вдв  V in в дв * +  
1 др 
r дв.r2 дв -  r2 sin2 в
Уравнение неразрывности в сферических координатах:
n
д v r  1  д v e  2 v r  , „ ve






Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  н е п р о т е к а н и я  и  п р и л и п а н и я  н а  п о в е р х н о с т и  ш а ­
р а :
Vr ( т0 , в )  =  0 , v e ( г о, в ) = 0 .  (7 .8 3 )
Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  н а  б е с к о н е ч н о м  у д а л е н и и  о т  ш а р а ,  к а к  в и д н о  и з  
р и с .  7 .8 , и м е ю т  в и д
т  ^  ж ,  v r =  u  c o s  в , v e =  — u  s in  в . (7 .8 4 )
В и д  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  ( 7 .8 4 )  п о з в о л я е т  п о л а г а т ь ,  ч т о  в о  в с е й  о б ­
л а с т и  д в и ж у щ е й с я  ж и д к о с т и  р а д и а л ь н а я  к о м п о н е н т а  в е к т о р а  с к о р о ­
с т и  п р о п о р ц и о н а л ь н а  c o s  в , а  к а с а т е л ь н а я  к о м п о н е н т а  п р о п о р ц и о н а л ь н а  
s in  в , т . е.
v r =  f  (т) c o s  в , v e =  — д (т )  s in  в . (7 .8 5 )
З д е с ь  f  ( т )  и  д (т )  —  н е и з в е с т н ы е  ф у н к ц и и  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  
т . О н и  у д о в л е т в о р я ю т  с л е д у ю щ и м  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м :
н а  п о в е р х н о с т и  ш а р а
f ( r 0 ) =  0 ,
н а  б е с к о н е ч н о с т и
д (т  о ) =  0 ; (7 .8 6 )
f  ( т  ^  ж )  =  u , д ( т  ^  ж )  =  u . (7 .8 7 )
П о д с т а в и в  в ы р а ж е н и я  (7 .8 5 )  в  у р а в н е н и е  ( 7 .8 0 ) ,  п о л у ч и м ,  ч т о  в о з м у ­
щ е н и е  д а в л е н и я  ж и д к о с т и  п р и  о б т е к а н и и  ш а р а  п р о п о р ц и о н а л ь н о  c o s  в , 
т . е .
p  =  p 0 +  рН (т )  c o s  в ,  (7 .8 8 )
г д е  р 0 —  д а в л е н и е  ж и д к о с т и  в  н а б е г а ю щ е м  п о т о к е  в д а л и  о т  ш а р а ;
Н(т)  —  н е и з в е с т н а я  ф у н к ц и я  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы ,  к о т о р а я  д о л ж н а  
б ы т ь  о п р е д е л е н а  в  х о д е  р е ш е н и я  з а д а ч и .
П о д с т а в л я я  (7 .8 5 )  и  ( 7 .8 8 )  в  у р а в н е н и я  С т о к с а  ( 7 .8 0 ) ,  (7 .8 1 )  и  
н е р а з р ы в н о с т и  ( 7 .8 2 ) ,  п о л у ч и м  с л е д у ю щ у ю  с и с т е м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
н ы х  у р а в н е н и й :
2 4
f "  +  - f '  — 4  ( f  — д )  = h ',
2  2  1
д "  +  -  g  +  -  ( f  -  д )  =  -  h , (7 .8 9 )
2
f 1 +  - ( f  — д )  =  0 .
Г
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З д е с ь  в е р х н и м и  ш т р и х а м и  о б о з н а ч е н ы  п р о и з в о д н ы е  п о  р а д и а л ь н о й  к о ­
о р д и н а т е  r .
П р и в е д е м  т р и  у р а в н е н и я  (7 .8 9 )  к  о д н о м у  д л я  ф у н к ц и и  f  ( г ) .
И з  т р е т ь е г о  у р а в н е н и я  в ы р а з и м  ф у н к ц и ю  д ( г ) :
9  = 1  f r  +  f .  (7 .9 0 )
И з  в т о р о г о  у р а в н е н и я  с  у ч е т о м  (7 .9 0 )  и м е е м
h  =  2  f ' V 2 +  3 r f "  +  2  f .  (7 .9 1 )
Н а к о н е ц ,  и з  п е р в о г о  у р а в н е н и я  с  у ч е т о м  (7 .9 0 )  и  ( 7 .9 1 )  п о л у ч и м
r 3 f I V  +  8 r 2 f +  8 r f  — 8 f '  =  0 . (7 .9 2 )
П о л у ч е н о  о д н о р о д н о е  л и н е й н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  ч е т ­
в е р т о г о  п о р я д к а  э й л е р о в с к о г о  т и п а .  И щ е м  е г о  ч а с т н ы е  р е ш е н и я  в  в и д е
f  ( r )  =  r n . (7 .9 3 )
П о д с т а в и в  (7 .9 3 )  в  ( 7 .9 2 ) ,  п о л у ч и м
n ( n  — 1 ) ( n  — 2  ) ( n  — 3 )  +  8  n ( n  — 1 ) ( n  — 2 )  +  8  n ( n  — 1 ) — 8  n  =  0
и л и
О т с ю д а
n ( n  — 2 ) ( n  +  1 ) ( n  +  3 )  =  0.
n i  =  2 , n 2 =  0 , Пз =  — 1 , n 4
Т а к и м  о б р а з о м ,  ч а с т н ы е  р е ш е н и я  т а к о в ы :
3 .




О б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (7 .9 2 )  я в л я е т с я  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и е й  
ч а с т н ы х  р е ш е н и й :
A —
f  =  - у  +  -  +  C  +  D r 2. (7 .9 4 )
r 3 r
И с п о л ь з у я  ( 7 .9 4 ) ,  и з  в ы р а ж е н и й  (7 .9 0 )  и  ( 7 .9 1 )  н а х о д и м  
A  —  —
9  =  — 2 Гз  +  2 Т  +  C  +  2 D r 2 , h  =  н  +  1 0 D r . ( 7 .9 5 )
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Н е и з в е с т н ы е  п о с т о я н н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  о п р е д е л и м  и з  г р а н и ч н ы х  
у с л о в и й  ( 7 .8 6 )  и  (7 .8 7 ) :
3 1
D  =  0 , C  =  u ,  B  =  — - u r 0 , A  =  -  ur(J. (7 .9 6 )
И з  (7 .8 5 )  и  (7 .8 8 )  п о л у ч а е м  с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я  д л я  к о м п о н е н т  




1 3  r 0 , 1  r0 1 a1  — ^ ------ I- -  u  c o s  в
2  r  2  r 3 
_ / _ 3  ro _  1 r|
V 4  r  4  r 3
3  ro  ДPo -  - Г u  c o s  в .
2  r 0
u  s in  в , (7 .9 7 )
Т е п е р ь  в ы ч и с л и м  с и л у , с  к о т о р о й  ж и д к о с т ь  д е й с т в у е т  н а  ш а р  в  н а ­
п р а в л е н и и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а .  Д л я  э т о г о  п р о и н т е г р и р у е м  н а п р я ж е н ­
н о с т ь  п о в е р х н о с т н о й  с и л ы  п о  п о в е р х н о с т и  ш а р а :
F  =  J  P j ra) d S  =  j  P zkn k d S .  (7 .9 8 )
S S
П р о е к ц и и  н о р м а л и  к  п р о и з в о л ь н о м у  э л е м е н т у  п о в е р х н о с т и  ш а р а  
и м е ю т  з н а ч е н и я  (р и с .  7 .8 ) :
n r =  1 , n v =  0 , n e =  0 .
Т о г д а  в ы р а ж е н и е  ( 7 .9 8 )  д л я  с и л ы  з а п и ш е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
F z =  j  P zr d S .  (7 .9 9 )
S
Т е н з о р  н а п р я ж е н и й  P zr в ы р а з и м  ч е р е з  н о р м а л ь н ы е  P rr и  к а с а ­
т е л ь н ы е  P re н а п р я ж е н и я ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  э л е м е н т  п о в е р х н о с т и  с ф е р ы  
d S  =  r0  s in  e d e d ^ .  П р о е к ц и я  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ е й  н а  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д ­
к у  п о  н о р м а л и  к  н е й , н а  н а п р а в л е н и е  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  
р а в н а  P rr c o s  e d S . П р о е к ц и я  к а с а т е л ь н о й  с и л ы  н а  н а п р а в л е н и е  д в и ж е ­
н и я  ж и д к о с т и  т а к о в а :  — P e r s in  e d S . З н а к  « м и н у с »  о б у с л о в л е н  т е м ,  ч т о
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п о л я р н ы й  у г о л  в  о т с ч и т ы в а е т с я  о т  н а п р а в л е н и я  о с и  z  п р о т и в  ч а с о в о й  
с т р е л к и  (р и с .  7 .8 ) .
Т а к и м  о б р а з о м ,  р е з у л ь т и р у ю щ а я  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  э л е м е н т  п о ­
в е р х н о с т и  с ф е р ы  в  н а п р а в л е н и и  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ,  р а в н а :
P z r d S  — ( P rr  c o s  в  — P r0 s in  в )  d S .
Д е й с т в у ю щ а я  н а  ш а р  с и л а  о п р е д е л и т с я  и н т е г р и р о в а н и е м  п о  в с е й  
п о в е р х н о с т и  ш а р а :
F z =  J  ( P rr c o s  в  — P r0 s in  в )  d S .
S
Р а д и а л ь н о е  н а п р я ж е н и е  н а  п о в е р х н о с т и  ш а р а :
P rr — —p  +  77r r .
( 7 .1 0 0 )
Т а к  к а к  р а д и а л ь н ы е  в я з к и е  н а п р я ж е н и я  н а  п о в е р х н о с т и  ш а р а  р а в н ы  
н у л ю :
/ \




P rr — —p  — — p o  +-----------u  c o s  в .
2  ro
К а с а т е л ь н ы е  н а п р я ж е н и я  п р и  r  — r 0 :
8 v 0 V0 1  d v
P r 0 —  n  — ----------------- 1--------— I — — -  —  u  s in  в .
d r  r  r  д в
3 n
r=r 0 2  r o
( 7 .1 0 1 )
(7 .1 0 2 )
П о д с т а в и м  (7 .1 0 1 )  и  (7 .1 0 2 )  в  в ы р а ж е н и е  (7 .1 0 0 )  и  п р о и н т е г р и р у е м  
п о  п л о щ а д и  п о в е р х н о с т и  ш а р а :
F z — 2 n r l  ( P rr  c o s  в  — P r0 s in  в )  s in  в  d в .
П
П о л у ч и м
F z  — 6 n n r o u .  ( 7 .1 0 3 )
П о л у ч е н н а я  с и л а ,  с  к о т о р о й  п о т о к  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  
д е й с т в у е т  н а  ш а р ,  н а з ы в а е т с я  с и л о й  С т о к с а .
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Ф о р м у л а  С т о к с а  и с п о л ь з у е т с я  д л я  и з м е р е н и я  в я з к о с т и  ж и д к о с т е й  п о  
м е т о д у  п а д а ю щ е г о  ш а р и к а ,  е е  с  н е к о т о р о й  п о п р а в к о й  п р и м е н я л  М и л л и ­
к е н  п р и  о п р е д е л е н и и  в е л и ч и н ы  з а р я д а  э л е к т р о н а ,  т а к ж е  э т а  ф о р м у л а  
ч а с т о  и с п о л ь з у е т с я  п р и  и з у ч е н и и  д в и ж е н и я  м е л к и х  п ы л и н о к  и л и  к а ­
п е л ь  ж и д к о с т и  в  а т м о с ф е р е  и  т. д .
В с п о м н и м ,  ч т о  с и л а  С т о к с а  (7 .1 0 3 )  п о л у ч е н а  д л я  м е д л е н н о г о  о б т е к а ­
н и я  ш а р а ,  к о г д а  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  м а л ы  и  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  и н е р ц и о н ­
н ы м  ч л е н о м  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  [ ( v V ) v j .  П о п ы т к у  у ч е с т ь  э т о т  
ч л е н  п р е д п р и н я л  К .  О з е е н  в  1 9 1 0  г. П о л н у ю  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д ­
к о с т и  о н  з а м е н и л  с к о р о с т ь ю  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а ,  з а п и с а в  и н е р ц и о н ­
н ы й  ч л е н  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  в  в и д е  [ ( u V ) v ] .  Э т о  п р и б л и ж е н и е  
п о з в о л и л о  с д е л а т ь  у р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  л и н е й н ы м . В  р е з у л ь т а т е  
О з е е н  п о л у ч и л  д л я  с и л ы  с л е д у ю щ у ю  ф о р м у л у :
F  =  б п г о ц м  ^  . ( 7 .1 0 4 )
Ф о р м у л а  О з е е н а  н е с к о л ь к о  р а с ш и р я е т  о б л а с т ь  з н а ч е н и й  ч и с л а  R e  
д л я  в ы ч и с л е н и я  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я .
П р и  м а л ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  а н а л о г и ч н у ю  з а д а ч у  м о ж н о  р е ш и т ь  
д л я  п р о и з в о л ь н о г о  э л л и п с о и д а  и  д и с к а .  Т а к ,  д л я  д и с к а ,  р а с п о л о ж е н н о г о  
п е р п е н д и к у л я р н о  и  п а р а л л е л ь н о  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а ,  с о о т в е т ­
с т в е н н о  п о л у ч е н о
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F  =  1 6 г 0ц м , F  =  —  т0щ .  ( 7 .1 0 5 )
3
Контрольные вопросы
1. Какие жидкости называют ньютоновскими?
2. Перечислите уравнения, составляющие замкнутую систему уравнений 
движения вязкой жидкости?
3. Какие граничные условия ставятся к уравнению Навье — Стокса? Рас­
смотрите также границу раздела двух несмешивающихся жидкостей и 
свободную поверхность жидкости.
4. Что такое диссипация кинетической энергии вязкой жидкости? В ка­
кой области движущейся жидкости диссипация энергии наиболее су­
щественна?
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5. Покажите на графике качественную зависимость интенсивности плос­
кого вихря от времени в некоторой фиксированной точке жидкости.
6. Как скорость движения жидкости зависит от коэффициента вязкости 
в течениях Куэтта и Пуазейля?
7. Что такое массовый и объемный расход жидкости? Как они связаны 
между собой?
8. Как измерить коэффициент вязкости, используя закон Пуазейля о дви­
жении жидкости в трубке? То же, используя закон Стокса о движении 
шарика в жидкости.
9. Что характеризует число Рейнольдса? Запишите формулу и поясните 
физический смысл.
10. Покажите, что если линии тока параллельны, то инерционный член 
уравнения Навье — Стокса (vV )v равен нулю.
11. Шарик равномерно движется в жидкости вдоль направления силы тя­
жести. Как скорость шарика зависит от его радиуса и вязкости жидко­
сти? Выталкивающей силой Архимеда пренебречь.
Примеры решения задач
З а д а ч а  7 .1
Д н о  ш и р о к о г о  б а с с е й н а  п о к р ы т о  т о н к и м  с л о е м  в о д ы .  Н а  п о в е р х н о ­
с т и  в о д ы  п л а в а е т  т о н к а я  д е р е в я н н а я  д о с к а ,  н и ж н я я  п о в е р х н о с т ь  к о ­
т о р о й  н а х о д и т с я  н а  р а с с т о я н и и  d  о т  д н а  б а с с е й н а .  В с е  о с т а л ь н ы е  р а з ­
м е р ы  д о с к и  в о  м н о г о  р а з  б о л ь ш е  d . Д о с к а  д в и ж е т с я  г о р и з о н т а л ь н о  с  
м а л о й  с к о р о с т ь ю  и . Ч е м у  р а в н а  с к о р о с т ь  д и с с и п а ц и и  э н е р г и и  в  е д и н и ­
ц е  о б ъ е м а  в  в о д е  в б л и з и  с е р е д и н ы  д о с к и ?  В о д у  с ч и т а т ь  н е с ж и м а е м о й  
ж и д к о с т ь ю .
Р е ш е н и е
В ы б е р е м  д е к а р т о в у  с и с т е м у  к о о р д и н а т  к а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  7 .9 .
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Рис. 7.9
Распределение скоростей жидкости вдали от краев доски определя­
ется решением задачи о плоском течении К уэтта (7.33):
—Vx =  j V -  (7.106)
Сила трения, действующая на единицу поверхности доски, такова:
р =  п — x =  п— (7 107)
P xy п dy V  ( 7 0 7 )
При этом работа на преодоление силы трения, совершаемая в едини­
цу времени и отнесенная к единице площади поверхности доски, равна:
—2E =  Pxz ■ — =  n-j- (7.108)
Искомая скорость диссипации энергии в единице объема жидкости  
определяется следующим выражением:
j = п —2  - (7 -109)
Заметим, что этот результат может быть получен непосредственно 
из выражения (7.27).
З а д а ч а  7 .2
Определите диссипацию энергии при движении воздуха в плоском  
канале (рис. 7.10) со средней скоростью V =  20 м / с. Вязкость воздуха и 
размеры канала заданы: п =  1 ,8 ■ 10 - 4  г / (см ■ с ) , h  =  1 м м , d =  0 ,5 м , l =  
1  м. Оцените разность температур воздуха на входе и выходе из канала 
за счет диссипации энергии.
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Р и с .  7 .1 0
Р е ш е н и е
И з  р е ш е н и я  з а д а ч и  о  п л о с к о м  т е ч е н и и  П у а з е й л я  (7 .4 5 )  и з в е с т н ы  к о м ­
п о н е н т ы  в е к т о р а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  в о з д у х а  в  к а н а л е :
v x = 0 , Vy =  0 , Vz = 2 -- ( y 2 -  hy) ^  ( 7 . 1 1 0 )
Т о г д а  и з  в ы р а ж е н и я  ( 7 .2 7 )  д л я  с к о р о с т и  д и с с и п а ц и и  э н е р г и и  в о з д у х а  






dxdydz h3ld dp 2 
1 2 ц d z  .
V
С р е д н я я  п о  п о п е р е ч н о м у  с е ч е н и ю  с к о р о с т ь  р а в н а  ( 7 .4 6 ) :
h 2 d p
v  = ------------- — .
1 2 ц d z
О т с ю д а  и м е е м
d p  2 1 4 4 ц 2 _ 2
d z  h 4 V
(7 .1 1 1 )
(7 .1 1 2 )
(7 .1 1 3 )
В ы р а ж е н и е  (7 .1 1 1 )  д л я  с к о р о с т и  д и с с и п а ц и и  э н е р г и и  п р и н и м а е т  с л е ­
д у ю щ и й  в и д :
д Е  12  2
Ж  =  -  h ?  n V V ’ ( 7 Л 1 4 )
г д е  V  =  ld h  —  о б ъ е м  щ е л и .
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Ч и с л е н н ы й  р а с ч е т  д а е т
д Е
~ т
4 3 ,2  В т . (7 .1 1 5 )
В  с о о т в е т с т в и и  с  п е р в ы м  н а ч а л о м  т е р м о д и н а м и к и  у м е н ь ш е н и е  в н у т ­
р е н н е й  э н е р г и и  в о з д у х а  в  с л у ч а е  п о с т о я н н о г о  о б ъ е м а  р а в н о  к о л и ч е с т в у  
в ы д е л е н н о й  т е п л о т ы .  С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  к о л и ч е с т в о  в ы д е л е н н о г о  т е п л а  
п р о п о р ц и о н а л ь н о  и з м е н е н и ю  т е м п е р а т у р ы  в о з д у х а :
д Е  d Q  т , д Т
~ d i  -  ~ Ж  =  - C v  p V ^ i ’
г д е  c v —  у д е л ь н а я  т е п л о е м к о с т ь  п р и  п о с т о я н н о м  о б ъ е м е ;  p  
в о з д у х а .
И з  в ы р а ж е н и я  (7 .1 1 6 )  п о л у ч а е м
(7 .1 1 6 )
п л о т н о с т ь
д Т  A T  1 d Q___ ________
д t  A t  c v p V  д t
( 7 .1 1 7 )
С р е д н е е  в р е м я ,  в  т е ч е н и е  к о т о р о г о  в о з д у х  п р о й д е т  ч е р е з  в е с ь  к а н а л , 
т а к о в о :
A t  =  -  =  0 ,0 5  с . (7 .1 1 8 )
З а  э т о  в р е м я  т е м п е р а т у р а  в о з д у х а  и з м е н и т с я  н а  в е л и ч и н у
A T 1 д̂  =  3 , 4  к .
c p p V v  д t
( 7 .1 1 9 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  п р о х о ж д е н и и  в о з д у х а  ч е р е з  к а н а л  е г о  т е м п е р а ­
т у р а  п о в ы с и т с я  н а  3 ,4  К  з а  с ч е т  р а б о т ы  с и л  в я з к о с т и .
З а д а ч а  7 .3
С л о й  ж и д к о с т и  т о л щ и н о й  h  о г р а н и ч е н  с в е р х у  с в о б о д н о й  п о в е р х н о ­
с т ь ю ,  а  с н и з у  —  н е п о д в и ж н о й  п о в е р х н о с т ь ю ,  н а к л о н е н н о й  п о д  у г л о м  а  
к  г о р и з о н т у  (р и с .  7 .1 1 ) .  О п р е д е л и т е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  п о д  в л и я н и е м  
с и л ы  т я ж е с т и .  С л о й  ж и д к о с т и  с ч и т а т ь  б е с к о н е ч н о  т о н к и м  п о  с р а в н е ­
н и ю  с  р а з м е р а м и  н а к л о н н о й  п л о с к о с т и .
И з у ч е н и е  т а к и х  т о н к и х  с л о е в  ж и д к о с т и  с в я з а н о  с  р а б о т о й  к о л о н н  
с  о р о ш а е м о й  с т е н к о й  п р и  и с п а р е н и и ,  а  т а к ж е  с  н а н е с е н и е м  к р а с к и  н а  
б у м а ж н у ю  л е н т у .
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Р е ш е н и е
В ы б е р е м  с и с т е м у  к о о р д и н а т  к а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  7 .1 1 .
Р а с с м о т р и м  у ч а с т о к  п л е н к и  ж и д ­
к о с т и ,  у д а л е н н ы й  о т  к о н ц о в  п л а с т и н ­
к и  н а с т о л ь к о ,  ч т о б ы  м о ж н о  б ы л о  н е  
у ч и т ы в а т ь  к р а е в ы е  и с к а ж е н и я  п о т о к а .
В  э т о м  с л у ч а е  г и д р о д и н а м и ч е с к и е  п е ­
р е м е н н ы е  з а в и с я т  т о л ь к о  о т  к о о р д и н а ­
т ы  z .  Т о п о л о г и я  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  т а ­
к о в а ,  ч т о  о т л и ч н о й  о т  н у л я  б у д е т  т о л ь ­
к о  x - к о м п о н е н т а  в е к т о р а  с к о р о с т и :  v y =  0 , v z =  0 , v x =  v ( z ) .
П р о е к ц и и  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  н а  о с и  x  и  z  в  п о л е  с и л ы  т я ­
ж е с т и  з а п и ш у т с я  в  в и д е
Р и с .  7 .1 1
d 2v  1  d p
v  — 7 +  q  s in  a  =  0 , --------- --------q  c o s  a  =  0 .
d z 2 p  d z
(7 .1 2 0 )
Н а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  п р и  z  =  h , е с л и  п р е н е б р е ч ь  в я з к о с т ь ю  
в о з д у х а  п о  с р а в н е н и ю  с  в я з к о с т ь ю  ж и д к о с т и ,  д о л ж н ы  в ы п о л н я т ь с я  
у с л о в и я
P zz =  - p  =  Р 0 , xz d v
n T z
0 , (7 .1 2 1 )
г д е  p 0  —  а т м о с ф е р н о е  д а в л е н и е .
Н а  п о в е р х н о с т и  п р и  z  =  0  в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е  п р и л и п а н и я :  v z =  0. 
У д о в л е т в о р я ю щ е е  э т и м  у с л о в и я м  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  ( 7 .1 2 0 )  т а к о в о :
q s in  a  z
Р  =  p 0 +  p g ( h  — z )  c o s  a ,  v  = -------------z  h  — - (7 .1 2 2 )
С е к у н д н ы й  р а с х о д  ж и д к о с т и  ч е р е з  п о п е р е ч н о е  с е ч е н и е  с л о я  ( о т н е ­
с е н н ы й  к  е д и н и ц е  ш и р и н ы  в д о л ь  о с и  у )  р а в е н :
Q  =  p  v  d z  =  s in  a .
3 v
(7 .1 2 3 )
В  с л у ч а е  в е р т и к а л ь н о й  п л о с к о й  с т е н к и
p q h 3Q
3 v
(7 .1 2 4 )
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З а д а ч а  7 .4
Ц и л и н д р  р а д и у с а  R i  д в и ж е т с я  с т а ц и о н а р н о  с о  с к о р о с т ь ю  и  в н у т ­
р и  к о а к с и а л ь н о г о  с  н и м  ц и л и н д р а  р а д и у с а  R 2 п а р а л л е л ь н о  с в о е й  о с и  
(р и с .  7 .1 2 ) .  О п р е д е л и т е  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ,  з а п о л н я ю щ е й  
п р о с т р а н с т в о  м е ж д у  ц и л и н д р а м и ,  о б ъ е м н ы й  р а с х о д  ж и д к о с т и  и  с и л у , 
д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  д л и н ы  д в и ж у щ е г о с я  ц и л и н д р а .
Т а к и е  з а д а ч и  в о з н и к а ю т  п р и  о п и с а н и и  д в и ж е н и я  п л у н ж е р о в 12, о т ­
к а т н ы х  у с т р о й с т в  в  а р т и л л е р и и ,  а  т а к ж е  р а б о т ы  у с т р о й с т в  п р и  н а н е с е ­
н и и  н а  п р о в о л о к у  р а з л и ч н ы х  п о к р ы т и й .
Р е ш е н и е
В ы б е р е м  ц и л и н д р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы  с  о с ь ю  z , н а п р а в л е н н о й  в д о л ь  
о с и  ц и л и н д р о в  (р и с .  7 .1 2 ) .
Р и с .  7 .1 2
Н а  у ч а с т к е ,  у д а л е н н о м  о т  т о р ц о в  в н е ш н е г о  ц и л и н д р а ,  ж и д к о с т ь  д в и ­
ж е т с я  т о л ь к о  в д о л ь  о с и  z . С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  и  д а в л е н и е  
з а в и с я т  т о л ь к о  о т  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  г :
Vr =  v p  =  0  , v z =  v ( r ) ,  p  =  p ( r ) .  ( 7 .1 2 5 )
У р а в н е н и е  Н а в ь е  
м а е т  в и д
С т о к с а  в  ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х  п р и н и -
1  d  d v  
г
г  d r  d r
( 7 .1 2 6 )
З а м е т и м ,  ч т о  н е л и н е й н ы й  ч л е н  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  ( v V ) v  
т о ж д е с т в е н н о  р а в е н  н у л ю .
12П лун ж ер — это  длинны й подви ж н ы й  порш ень, и спользуем ы й в специальны х 
(п л ун ж ерн ы х) н асосах  и ги дравл и чески х прессах.
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Н а  п о в е р х н о с т я х  в н у т р е н н е г о  и  в н е ш н е г о  ц и л и н д р о в  в ы п о л н я ю т с я  
у с л о в и я  п р и л и п а н и я :
v ( r  =  R i )  =  u ,  v ( r  =  R 2 ) = 0 .  ( 7 .1 2 7 )
Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (7 .1 2 6 )  с  у с л о в и я м и  (7 .1 2 7 )  и м е е т  в и д
l n ( r / R 2)
v  =  u
l n ( R i / R 2) '
( 7 .1 2 8 )
О б ъ е м н ы й  р а с х о д  ж и д к о с т и  в  к о л ь ц е в о м  з а з о р е  м е ж д у  ц и л и н д р а м и
R2
Q v  =  2 п  J  v r  d r  =  — R 2 u
Ri
n R 2 u (1  -  R 2 /R 2 )  2  R
2 R 2  [ l n ( R 2 / R i )  R 2 j
( 7 .1 2 9 )
С и л а  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и н и ц у  п о в е р х н о с т и  д в и ж у щ е г о с я  
ц и л и н д р а ,  о п р е д е л я е т с я  к а с а т е л ь н ы м  н а п р я ж е н и е м
р  I =  и -  
P z r  |r = R i =  П d r
T)U
r= Ri R i  l n ( R i / R 2 ) ’ 
п р и  э т о м  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и н и ц у  д л и н ы  ц и л и н д р а ,  р а в н а
2 п щ
( 7 .1 3 0 )
F  =  2 n R i  P zr  |r= R i =
l n ( R i / R 2 ) '
( 7 .1 3 1 )
Т а к а я  ж е  с и л а  д е й с т в у е т  н а  е д и н и ц у  д л и н ы  в н е ш н е г о  ц и л и н д р а .
З а д а ч а  7 .5
В  о п ы т а х  п о  а б с о р б ц и и  п о т о к  в я з к о й  ж и д к о с т и  п о д н и м а е т с я  в в е р х  п о  
т р у б к е  и  з а т е м  с т е к а е т  п о  н а р у ж н о й  с т е н к е  р а д и у с а  R i в н и з  (р и с .  7 .1 3 ) .  
О п р е д е л и т е  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  п л е н к е  в д а л и  о т  к о н ц о в  
с т е н к и  и  о б ъ е м н ы й  р а с х о д  ж и д к о с т и  в  п л е н к е .
Р е ш е н и е
В о с п о л ь з у е м с я  ц и л и н д р и ч е с к о й  с и с т е м о й  к о о р д и н а т  с  о с ь ю  z ,  н а ­
п р а в л е н н о й  в д о л ь  о с и  ц и л и н д р а  (р и с .  7 .1 3 ) .  П у с т ь  р а д и у с  с в о б о д н о й  
п о в е р х н о с т и  п л е н к и  и з в е с т е н  и  р а в е н  R 2 .
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Н а  у ч а с т к е ,  у д а л е н н о м  о т  т о р ц о в  т р у б к и ,  ж и д к о с т ь  д в и ж е т с я  п а ­
р а л л е л ь н о  о с и  z . С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  р а ­
д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  г :
Vr =  Vv  =  0 , v z =  v ( r ) ( 7 .1 3 2 )
В  э т о м  с л у ч а е  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  у д о в л е т в о р я е т с я  т о ж д е ­
с т в е н н о .
П о с к о л ь к у  ж и д к а я  п л е н к а  с т е к а е т  п о д  д е й с т в и е м  
с и л ы  т я ж е с т и ,  т о  z - к о м п о н е н т а  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  
С т о к с а  в  ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х  з а п и с ы в а е т с я  
в  в и д е
1  d  d v  p g
г  d r  d r  n
0 . ( 7 .1 3 3 )
Н а  с т е н к е  т р у б к и  в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е  п р и л и п а ­
н и я  ж и д к о с т и
v ( r  =  R i )  =  0 . ( 7 .1 3 4 )
Р и с .  7 .1 3
Н а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  т р е н и е  ж и д к о й  п л е н к и  
о  в н е ш н ю ю  с р е д у  (н а п р и м е р ,  о  в о з д у х )  о т с у т с т в у е т :
P zr\r= R  =  n
d v
d r
=  0 . ( 7 .1 3 5 )
r= R ,2
С  у ч е т о м  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  (7 .1 3 4 )  и  (7 .1 3 5 )  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  
(7 .1 3 3 )  т а к о в о :
v =
p g R  1 . г 2 R  г
4 n  v -  R  + 2  R ln  R i
О б ъ е м н ы й  р а с х о д  ж и д к о с т и  в  п л е н к е
_ [ R 2  , n p g R i
Q v  =  2 п  v r d r  =  1  х
J  Ri 8 П2 4 4R  R  R  R 2
4 -  1 -  3 +  4 1ПтО
( 7 .1 3 6 )
2 -  -  4  Ri Ri R 4i R i
( 7 .1 3 7 )
Ф о р м у л а  (7 .1 3 7 )  о п и с ы в а е т  о б ъ е м н ы й  р а с х о д  ж и д к о с т и  в  п л е н к е  п р и  
о т с у т с т в и и  а б с о р б ц и и .  О т к л о н е н и е  и з м е р е н н о г о  р а с х о д а  о т  т е о р е т и ч е ­
с к о г о  о п р е д е л я е т  в е л и ч и н у  а б с о р б ц и и  ж и д к о с т и  с т е н к о й .
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З а д а ч а  7 .6
О ц е н и т е  м а к с и м а л ь н ы й  д и а м е т р  с ф е р и ч е с к и х  ч а с т и ц  к а т а л и з а т о р а ,  
к о т о р ы е  м о г у т  у н о с и т ь с я  с  т о п о ч н ы м  г а з о м .  Н а п р а в л е н н а я  в е р т и к а л ь ­
н о  в в е р х  с к о р о с т ь  г а з а  н а  о с и  д ы м о в о й  т р у б ы  р а в н а  v  =  3 0 , 5 с м / с ,  
д и н а м и ч е с к а я  в я з к о с т ь  г а з а  п  =  2 ,6  • 1 0 - 4  П у а з ,  п л о т н о с т ь  г а з а  р г =  
7 ,2  • 1 0 - 4  г / с м 3 , п л о т н о с т ь  ч а с т и ц ы  к а т а л и з а т о р а  р к =  1 ,2  г / с м 3 .
Р е ш е н и е
В  в е р т и к а л ь н о м  н а п р а в л е н и и  н а  ч а с т и ц у  к а т а л и з а т о р а  д е й с т в у ­
ю т  с и л а  т я ж е с т и  F T, в ы т а л к и в а ю щ а я  а р х и м е д о в а  с и л а  F a и  с и л а  
с о п р о т и в л е н и я  F c ( с и л а  С т о к с а ) .  Ч т о б ы  ч а с т и ц а  д в и г а л а с ь  в м е с т е  
с  г а з о м  в д о л ь  т р у б ы  р а в н о м е р н о  и  п р я м о л и н е й н о ,  
в е к т о р н а я  с у м м а  в с е х  с и л , д е й с т в у ю щ и х  н а  ч а с т и ­
ц у , д о л ж н а  б ы т ь  р а в н а  н у л ю . В  п р о е к ц и и  н а  о с ь  z  
(р и с .  7 .1 4 )  э т о  з а п и ш е т с я  в  в и д е
Ft = Fa +  Fc. (7 .1 3 8 )
З а д а н а  с к о р о с т ь  г а з а  v  н а  о с и  д ы м о в о й  т р у б ы .  
Э т о  —  м а к с и м а л ь н а я  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  в  т р у б е .  
П о э т о м у  н а  ч а с т и ц ы  б у д е т  д е й с т в о в а т ь  м а к с и м а л ь н а я  
с и л а  н а  о с и  т р у б ы .  П у с т ь  R m  —  р а д и у с  с а м ы х  к р у п ­
н ы х  ч а с т и ц .  Т о г д а  у р а в н е н и е  б а л а н с а  с и л  (7 .1 3 8 )  з а ­
п и ш е т с я  в  в и д е
4  3 4  3
3  n R m Р к 9  =  3  n R m р г 9  +  6 n n R m v .
О т с ю д а  и м е е м
я = 3R m 2rjv
1 / 2
2  9 ( р к р г)_
R m 55  м к м .
(7 .1 3 9 )
(7 .1 4 0 )
П р о в е р и м ,  м о ж н о  л и  п р и м е н я т ь  з а к о н  С т о к с а  д л я  т а к и х  ч а с т и ц .  Д л я  
э т о г о  о ц е н и м  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а :
R e  =
v R m р  г
п
0 ,4 6 . (7 .1 4 1 )
П о с к о л ь к у  R e  <  1, з а к о н  С т о к с а  п р и м е н е н  п р а в и л ь н о .
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З а д а ч а  7 .7
Д в е  п а р а л л е л ь н ы е  п л о с к и е  п л а с т и н к и  р а д и у с а  R  р а с п о л о ж е н ы  о д н а  
н а д  д р у г о й  н а  м а л о м  р а с с т о я н и и  h  д р у г  о т  д р у г а  (р и с .  7 .1 5 ) .  П р о с т р а н ­
с т в о  м е ж д у  н и м и  з а п о л н е н о  ж и д к о с т ь ю .  П л а с т и н к и  с б л и ж а ю т с я  д р у г  
с  д р у г о м  с  п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю  и ,  в ы т е с н я я  ж и д к о с т ь .  О п р е д е л и т е  
и с п ы т ы в а е м о е  п л а с т и н к а м и  с о п р о т и в л е н и е  ( з а д а ч а  Р е й н о л ь д с а ) .
Р е ш е н и е
В ы б е р е м  ц и л и н д р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы  с  н а ч а л о м  в  ц е н т р е  н и ж ­
н е й  п л а с т и н к и  и  о с ь ю  z ,  н а п р а в л е н н о й  п е р п е н д и к у л я р н о  п л а с т и н к а м  
(р и с .  7 .1 5 ) .
Р и с .  7 .1 5
Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  о с е с и м м е т ­
р и ч н о е  и  в д а л и  о т  к о н ц а  п л а с т и н  (h  <С 
R )  р а д и а л ь н о е .  П о э т о м у  v z <С v r , п р и ­
ч е м  d v r / d r  <С d v r / d z .  В  э т о м  п р и б л и ­
ж е н и и  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  и м е ­
е т  в и д
1  d  ( r v r ) d v z
r  d r  d z
(7 .1 4 2 )
У р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а :
d2Vr
n dz2
и г р а н и ч н ы е  у с л о в и я :
d p  d p  
d r , d z  ,
z  =  0 ,
o
'
z  =  h , 1
o
'
r  =  R , p  =  p o ,
г д е  p о —  в н е ш н е е  д а в л е н и е .
И з  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  (7 .1 4 3 )  н а х о д и м
vr z  d p—  ( z  — h )  — . 
2 n  7 d r
(7 .1 4 5 )
И н т е г р и р у я  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  (7 .1 4 2 )  п о  к о о р д и н а т е  z , п о ­
л у ч а е м
274
1  d fh h 3 d ( dp\u = ~~r rvr dz = — —  r —  . ( 7 .1 4 6 )
r  dr J0 12qr dr \ dr J
О т с ю д а  д а в л е н и е  ж и д к о с т и  в  з а з о р е  р а в н о :
Р = Ро +  3 т г  ( R 2 -  r 2 ) .  ( 7 .1 4 7 )h3
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  п л а с т и н к и  с о  с т о р о н ы  ж и д к о с т и :
R
F  =  2 п  J ( p  -  p o ) r  d r  =  ■ ( 7 .1 4 8 )
о
З а м е т и м ,  ч т о  п р и  с б л и ж е н и и  п л а с т и н  ( у м е н ь ш е н и е  h )  с и л а  с о п р о ­
т и в л е н и я  у в е л и ч и в а е т с я  и  F  ^  ж  в  п р е д е л е  h  ^  0 . В о з м о ж н о ,  э т о т  
« п а р а д о к с »  с в я з а н  с о  с л е д у ю щ и м .  В о - п е р в ы х ,  к а к  в и д н о  и з  у р а в н е н и я  
( 7 .1 4 6 ) ,  с к о р о с т ь  с б л и ж е н и я  п л а с т и н  з а в и с и т  о т  h , т. е  п р и  м а л ы х  з н а ч е ­
н и я х  h  н а р у ш а е т с я  с т а ц и о н а р н о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ,  з а д а н н а я  у с л о ­
в и е м  з а д а ч и .  В о - в т о р ы х ,  п р и  h  ^  0  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  н е  м о ж е т  б ы т ь  
и с п о л ь з о в а н о ,  т а к  к а к  д л я  т о н к о г о  п р и с т е н о ч н о г о  с л о я  ж и д к о с т и  д о л ж ­
н ы  в ы п о л н я т ь с я  у с л о в и я  п р и л и п а н и я ,  з а д а н н ы е  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  
( 7 .1 4 4 ) .
З а д а ч а  7 .8
Н е с ж и м а е м а я  в я з к а я  ж и д к о с т ь  з а н и м а е т  п о л у п р о с т р а н с т в о  у  >  0  и  
с о п р и к а с а е т с я  с о  с т е н к о й  у  =  0  (р и с .  7 .1 6 ) .
Д о  н е к о т о р о г о  м о м е н т а  в р е м е н и  ж и д к о с т ь  и  с т е н к а  б ы л и  н е п о д в и ж ­
н ы . С т е н к а  в н е з а п н о  н а ч и н а е т  д в и г а т ь с я  с  п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю  u  
в д о л ь  о с и  х .  О п р е д е л и т е  в о з н и к а ю щ е е  п р и  э т о м  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и .
Р е ш е н и е
Т о н к и й  п р и с т е н о ч н ы й  с л о й  ж и д к о с т и  « п р и л и п а е т »  к  с т е н к е  и  н а ­
ч и н а е т  д в и г а т ь с я  в м е с т е  с  н е й  в д о л ь  о с и  х . С и л ы  в н у т р е н н е г о  т р е н и я  
( с и л ы  в я з к о с т и )  п р и в о д я т  в  д в и ж е н и е  с л е д у ю щ и й  с л о й .  Т а к  с  т е ч е н и е м  
в р е м е н и  в  д в и ж е н и е  в о в л е к а е т с я  в с е  б о л ь ш и й  о б ъ е м  ж и д к о с т и .
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Р а с с м а т р и в а е м  л а м и н а р н о е  ( с л о и ­
с т о е )  д в и ж е н и е ,  п р и  к о т о р о м  ч а с т и ц ы  
ж и д к о с т и  д в и ж у т с я  т о л ь к о  в д о л ь  о с и  X. 
С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  и з м е н я е т ­
с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  и  з а в и с и т  о т  к о ­
о р д и н а т ы  y , т . е . и м е е м
Р и с .  7 .1 6
Vy =  vz  =  0 , vx =  v(t,y) .
К р о м е  т о г о ,  д а в л е н и е  ж и д к о с т и  н е  з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т ы  х .  
В  э т о м  с л у ч а е  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  в ы п о л н я е т с я  т о ж д е с т в е н н о ,  





( 7 .1 4 9 )
В  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  ж и д к о с т ь  н е п о д в и ж н а  в о  в с е й  о б л а ­
с т и  у  >  0 . Н а  б е с к о н е ч н о м  у д а л е н и и  о т  с т е н к и  ж и д к о с т ь  н е п о д в и ж н а  в  
л ю б о й  м о м е н т  в р е м е н и ,  а  н а  п о в е р х н о с т и  с т е н к и  е е  с к о р о с т ь  р а в н а  с к о ­
р о с т и  д в и ж е н и я  э т о й  с т е н к и .  П о э т о м у  н а ч а л ь н ы е  и  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  
з а п и с ы в а ю т с я  в  в и д е
v ( y , t  =  0 ) =  0 , v ( y  ^  ж ,  t )  =  0 , 
v ( y  =  0 , t  >  0 ) =  u .
(7 .1 5 0 )
З а м е т и м ,  ч т о  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  (7 .1 4 9 )  и  у с л о в и я  (7 .1 5 0 )  и н в а р и ­
а н т н ы  о т н о с и т е л ь н о  г р у п п ы  а ф и н н ы х  п р е о б р а з о в а н и й
y f =  a y ,  t  =  a 2 t , ( 7 .1 5 1 )
г д е  a  —  п р о и з в о л ь н а я  п о с т о я н н а я .
О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  е с л и  v ( y , t )  —  р е ш е н и е  з а д а ч и ,  т о  v ( y /, t r)  —  
т а к ж е  е е  р е ш е н и е .  В  с и л у  е д и н с т в е н н о с т и  р е ш е н и я  и м е е м
F  =  v ( y ' , t ' )  -  v ( y ,  t )  =  0  ( 7 .1 5 2 )
д л я  л ю б о г о  a .
Т о г д а  и з  у с л о в и я
d F
д а a= 1
0 ( 7 .1 5 3 )
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п о л у ч а е м
d v  п d v  
У Э у  + 2 ‘ «  = 0 -
(7.154)
П о д с т а в л я я  п р о и з в о д н у ю  п о  в р е м е н и  и з  (7 .1 5 4 )  в  у р а в н е н и е  д в и ж е ­
н и я  ( 7 .1 4 9 ) ,  и м е е м
y  d v  d 2v
2 1  d y  V B y 2 '
О б щ е е  р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  т а к о в о :
(7 .1 5 5 )
в
v  =  C i J  e x p ( - s 2) d s  +  C 2 , 9  =  — y  (7 .1 5 6 )
0
г д е  п о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я  C i  и  C 2 о п р е д е л я ю т с я  и з  у с л о в и й  






—  e x p ( - s 2) d s
0
и  (1  — e r f  9 ) , ( 7 .1 5 7 )
г д е  e r f  9  —  и н т е г р а л  в е р о я т н о с т и .
П р о ф и л и  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  в  р а з л и ч н ы е  м о м е н т ы  в р е м е н и  ( t i <  
t 2 <  t 3 ) п р е д с т а в л е н ы  н а  р и с .  7 .1 7 .
И н т е г р а л  в е р о я т н о с т и  я в л я е т с я  м о н о т о н н о  в о з р а с т а ю щ е й  ф у н к ц и ­
е й  9 . О н  и з м е н я е т с я  в  д и а п а з о н е  о т  0 д о  1 и  д о с т и г а е т  з н а ч е н и я  0 ,9 9
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п р и м е р н о  п р и  9  =  2. Е с л и  в в е с т и  п о н я т и е  т о л щ и н ы  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  
8  к а к  т а к о е  р а с с т о я н и е  у ,  н а  к о т о р о м  з н а ч е н и е  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  v  
у м е н ь ш а е т с я  д о  0 ,0 1  и ,  т о  н е т р у д н о  н а й т и ,  ч т о  8  =  4 ^ /V t . Х а р а к т е р н о ,  
ч т о  т о л щ и н а  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  у в е л и ч и в а е т с я  п р о п о р ц и о н а л ь н о  к в а д ­
р а т н о м у  к о р н ю  и з  в р е м е н и .
З а д а ч а  7 .9
Н е с ж и м а е м а я  в я з к а я  ж и д к о с т ь  с о п р и к а с а е т с я  с  т в е р д о й  п л о с к о й  
с т е н к о й ,  с о в е р ш а ю щ е й  в  с в о е й  п л о с к о с т и  г а р м о н и ч е с к о е  к о л е б а т е л ь н о е  
д в и ж е н и е  с  ч а с т о т о й  ш  и  а м п л и т у д о й  А .  О п р е д е л и т е  в о з н и к а ю щ е е  п р и  
э т о м  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  и  с и л у  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о ­
щ а д и  с т е н к и .
Р е ш е н и е
В ы б е р е м  с и с т е м у  к о о р д и н а т  т а к ,  ч т о б ы  о с ь  x  с о в п а д а л а  с  п р я м о й ,  
в д о л ь  к о т о р о й  п р о и с х о д я т  к о л е б а н и я  с т е н к и ,  а  о с ь  у  б ы л а  н а п р а в л е н а  
п е р п е н д и к у л я р н о  п л о с к о с т и  к о л е б а н и й .
П о  у с л о в и ю  з а д а ч и  с м е щ е н и е  т о ч е к  с т е н к и  о п и с ы в а е т с я  г а р м о н и ч е ­
с к и м  з а к о н о м
x  =  A  s in  u t .  ( 7 .1 5 8 )
Т о г д а  м г н о в е н н а я  с к о р о с т ь  с т е н к и  р а в н а :
и  =  Х  =  u m  c o s  u t ,  u m  =  А ш ,  ( 7 .1 5 9 )
г д е  u m —  а м п л и т у д н о е  з н а ч е н и е  с к о р о с т и  с т е н к и .
Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  т а к о в о ,  ч т о  v y =  v z =  0 , v x  =  v ( t ,  у ) .  П р и  э т о м  
с к о р о с т ь ,  к а к  и  в  п р е д ы д у щ е й  з а д а ч е ,  о п и с ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  ( 7 .1 4 9 ) .  
Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  н а  с т е н к е  и  н а  б е с к о н е ч н о м  у д а л е н и и  о т  н е е :
v ( y  =  0 , t ) =  u , v ( y  ^ - r o , t )  =  0 . ( 7 .1 6 0 )
В о с п о л ь з у е м с я  м е т о д о м  р а з д е л е н и я  п е р е м е н н ы х  и  р е ш е н и е  у р а в н е ­
н и я  д в и ж е н и я  (7 .1 4 9 )  б у д е м  и с к а т ь  в  в и д е
u
v ( y , t )  =  u m  y + e ” ‘  +  r e - ” ' )  , (7 .1 6 1 )
г д е  —  н е и з в е с т н ы е  ф у н к ц и и  к о о р д и н а т ы  у .
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П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и е  (7 .1 6 1 )  в  у р а в н е н и е  (7 .1 4 9 )  и  п р и р а в н и в а я
ч л е н ы  п р и  о д и н а к о в ы х  э к с п о н е н т а х ,  п о л у ч и м
шф+ = Vd2̂ + _ d2i4>--------- — гиф = v л 2dy2 ’ r dy
О б щ и е  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  (7 .1 6 2 )  и м е ю т  в и д
= C  е»У + С2 е- а у , ф- = С з ев + С 4 е-вУ,
а = (1 + в =  ( 1  — г )^ ,
( 7 .1 6 2 )
(7 .1 6 3 )
г д е  C j  —  п о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я .
С  у ч е т о м  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  (7 .1 6 0 )  д л я  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д ­
к о с т и  н а х о д и м
v ( y , t )  =  u m  е  V = T < > > у c o s
2 V y  —
(7.164)
П о л у ч е н н о е  р е ш е н и е  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  п о п е р е ч н у ю  в о л н у ,  р а с п р о ­
с т р а н я ю щ у ю с я  в  н а п р а в л е н и и ,  п е р п е н д и к у л я р н о м  п л о с к о с т и  к о л е б а ­
н и й . В с л е д с т в и е  р а б о т ы  с и л  в н у т р е н н е г о  т р е н и я  ( в я з к о с т и )  п р о и с х о д и т  
д и с с и п а ц и я  м е х а н и ч е с к о й  э н е р г и и  к о л е б а н и й  ж и д к о с т и ,  и  в о л н а  б ы с т р о  
з а т у х а е т  п о  м е р е  у д а л е н и я  о т  и с т о ч н и к а .  А м п л и т у д а  в о л н ы  с  у в е л и ч е ­
н и е м  р а с с т о я н и я  y  у м е н ь ш а е т с я  п о  э к с п о н е н ц и а л ь н о м у  з а к о н у .
Т а к и м  о б р а з о м ,  в  в я з к о й  ж и д к о с т и  м о г у т  с у щ е с т в о в а т ь  п о п е р е ч н ы е  
в о л н ы ,  к о т о р ы е  б ы с т р о  з а т у х а ю т  п р и  у д а л е н и и  о т  и с т о ч н и к а  к о л е б а н и й .
В ы ч и с л и м  с и л у  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  к о л е б ­
л ю щ е й с я  с т е н к и :
P  Iху |хУ |у=0 d v  
П d y У=о
U m \Jп и р  c o s
п
4  +  ut ( 7 .1 6 5 )
В и д н о ,  ч т о  м е ж д у  с к о р о с т ь ю  с т е н к и  и  с и л о й  т р е н и я  и м е е т с я  с д в и г  
ф а з  н а  п / 4 .
В ы р а ж е н и е  (7 .1 6 5 )  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н о  д л я  э к с п е р и м е н т а л ь ­
н о г о  о п р е д е л е н и я  в я з к о с т и  ж и д к о с т и .
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Глава 8
Методы подобия и размерности
8.1. Подобие гидродинамических 
движений
В механике жидкости есть несколько известных точных решений урав­
нений движения вязкой жидкости, можно было бы указать еще несколь­
ко примеров и тем самым исчерпать весь список имеющихся точных ре­
шений. Однако практика настоятельно требует решения задач, которые, 
в силу математических трудностей, не могут быть решены аналитиче­
ски точно. В этих многочисленных случаях нам необходимо обращ ать­
ся непосредственно к эксперименту. Но и экспериментальные данные 
не всегда возможно получить на тех объектах, для которых решается 
данная задача.
Например, мы хотели бы знать силу сопротивления, которую испы­
тывает новая проектируемая конструкция самолета при движении его с 
заданной скоростью на определенной высоте. Зная силу сопротивления, 
мы могли бы выбрать двигатель, обеспечивающий заданную скорость. 
Вообще говоря, можно изготовить полностью такой самолет, поставить 
на него некоторый двигатель и, поднявшись на заданную высоту, изме­
рить скорость. Но ведь данный двигатель может и не развить заданную  
скорость, а в распоряжении конструктора сегодня может и не оказаться 
подходящего двигателя. В принципе методом проб и ошибок можно бы­
ло бы каким-либо компромиссным способом проблему все же решить, 
однако такой путь связан с большими материальными и временными
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з а т р а т а м и .  Т о  ж е  с а м о е  м о ж н о  б ы л о  б ы  с к а з а т ь  о  п р о б л е м а х  п р о е к т и ­
р о в а н и я  б о л ь ш и х  т у р б и н ,  с у д о в ,  р а к е т  и  т. д .
П о э т о м у ,  к о н е ч н о ,  б ы л о  б ы  з а м а н ч и в ы м  п р о в о д и т ь  о п ы т ы  н а  н е б о л ь ­
ш и х  м о д е л я х  р е а л ь н ы х  о б ъ е к т о в  в  у с л о в и я х ,  п о л н о с т ь ю  к о н т р о л и р у е ­
м ы х  э к с п е р и м е н т а т о р о м .  О д н а к о  в о з н и к а е т  с у щ е с т в е н н ы й  в о п р о с ,  в  к а ­
к о й  м е р е ,  к о г д а  и  к а к  в о з м о ж н о  р е з у л ь т а т ы ,  п о л у ч е н н ы е  н а  м о д е л я х ,  
п р и м е н я т ь  к  н а т у р н ы м  о б ъ е к т а м .  Н а  э т о т  в о п р о с  о т в е ч а е т  т е о р и я  п о ­
д о б и я  г и д р о д и н а м и ч е с к и х  д в и ж е н и й .
8.1.1. Безразмерные уравнения движения
Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .  
В  к а ч е с т в е  в н е ш н е й  с и л ы  р а с с м о т р и м  с и л у  т я ж е с т и :
д  v  1  п
—  +  ( v V ) v  =  —  V p  +  — Д  v  +  g .  ( 8 .1 )
d t  p  p
Д л я  п р о с т о т ы  б у д е м  п о л а г а т ь  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  и з о т е р м и ч е с к и м ,  
ч т о  п о з в о л я е т  н е  р а с с м а т р и в а т ь  у р а в н е н и е  б а л а н с а  в н у т р е н н е й  э н е р г и и .
П р и в е д е м  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  к  б е з р а з м е р н о м у  в и д у .  Д л я  э т о г о  в ы ­
б е р е м  н е к о т о р ы е  х а р а к т е р н ы е  р а з м е р н ы е  в е л и ч и н ы . П у с т ь  L  —  н е к о т о ­
р ы й  х а р а к т е р н ы й  л и н е й н ы й  р а з м е р  о б т е к а е м о г о  т е л а  ( д и а м е т р  ш а р а ,  
т р у б ы ,  б о л ь ш а я  о с ь  э л л и п с а ,  х о р д а  п р о ф и л я  к р ы л а  и  т. д . ) .  Т о г д а  р а з ­
м е р н ы е  д е к а р т о в ы  к о о р д и н а т ы  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е
x  =  x * L ,  у  =  y * L ,  z  =  z * L .  ( 8 .2 )
З д е с ь  x * ,  у * , z* —  н е к о т о р ы е  б е з р а з м е р н ы е  к о о р д и н а т ы .  Н е т р у д н о  в и ­
д е т ь ,  ч т о  п р и  п е р е х о д е  к  б е з р а з м е р н ы м  к о о р д и н а т а м  с  и с п о л ь з о в а н и е м  
в ы ш е п р и в е д е н н ы х  с о о т н о ш е н и й  м ы  п р о с т о  в ы б и р а е м  д р у г о й  м а с ш т а б  
и з м е р е н и й  р а с с т о я н и й  —  в с е  р а с с т о я н и я  и з м е р я ю т с я  в  д о л я х  в е л и ч и н ы  
L ,  к о т о р а я  п р и н я т а  з а  е д и н и ц у  и з м е р е н и я .
П у с т ь  д а л е е  v —  н е к о т о р а я  х а р а к т е р н а я  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д ­
к о с т и ,  н а п р и м е р ,  с к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  и л и  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  
ж и д к о с т и  в  ц е н т р е  т р у б ы  и  т. д .  Р а з м е р н у ю  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  п р е д ­
с т а в и м  в  в и д е
v  =  v * v ^ ,  (8 .3 )
г д е  v *  —  б е з р а з м е р н а я  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и .
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Д л я  н е с т а ц и о н а р н ы х  з а д а ч  в ы б е р е м  т а к ж е  н е к о т о р о е  х а р а к т е р н о е  
в р е м я  т , к о т о р о е  м о ж е т  б ы т ь  и л и  п е р и о д о м  д в и ж е н и я  д л я  п е р и о д и ч е ­
с к и х  д в и ж е н и й ,  и л и  в р е м е н е м  р е л а к с а ц и и  п о т о к а  к  с т а ц и о н а р н о м у  с о ­
с т о я н и ю ,  и л и  п р о с т о  в р е м е н е м  п р о х о ж д е н и я  х а р а к т е р н о г о  р а с с т о я н и я  
L  с  х а р а к т е р н о й  с к о р о с т ь ю  v ^ .  В р е м я  з а п и ш е м  в  в и д е
t  =  t* T ,  ( 8 .4 )
г д е  t * —  б е з р а з м е р н о е  в р е м я .
П р и н и м а я  з а  х а р а к т е р н о е  д а в л е н и е  р ж , н а п р и м е р ,  д а в л е н и е  в  н а б е ­
г а ю щ е м  п о т о к е ,  п о л о ж и м
Р  =  Р * Р ж .  ( 8 .5 )
Н а к о н е ц ,  у с к о р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я  б у д е м  и з м е р я т ь  в  д о л я х  
у с к о р е н и я  с в о б о д н о г о  п а д е н и я  н а  п о в е р х н о с т и  з е м л и  в  с р е д н и х  ш и р о ­
т а х  —  g o:
g  =  g *g o. ( 8 .6 )
Т о г д а  к а ж д ы й  ч л е н  у р а в н е н и я  ( 8 .1 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с л е д у ю щ е м  
б е з р а з м е р н о м  в и д е :
д  v
~8 t  =
П A v
P
v ^  д v* 
т d t *  ’
( v V ) v
Уж п_
pжL P*A * v * ,
2v
L
( v * V * ) v * ,
V p  Р ж V *p *
P  P L  P
( 8 .7 )
М ы  н е  в в е л и  б е з р а з м е р н у ю  п л о т н о с т ь ,  т а к  к а к  р а с с м а т р и в а е м  
н е с ж и м а е м у ю  ж и д к о с т ь .
П о д с т а в и в  п о л у ч е н н ы е  с о о т н о ш е н и я  в  у р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  
(8 .1 )  и  р а з д е л и в  н а  к о э ф ф и ц и е н т  п р и  и н е р ц и о н н о м  ч л е н е  ( v V ) v ,  п о л у ­
ч и м
L  d v * . / „  8 Р ж _  . П Л . g 0 L  f a a ,
+  ( v * V * ) v *  = -------- ^  V *p * +------------ -- A * v * +  — ^  g * . ( 8 .8 )
P v L  P v  ж L  v 2Т У Ж  d t *
А н а л о г и ч н о  м о ж н о  з а п и с а т ь  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  д л я  н е с ж и ­
м а е м о й  ж и д к о с т и  в  б е з р а з м е р н о м  в и д е :




О б о з н а ч и м  б е з р а з м е р н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  у р а в н е н и я  ( 8 .8 ) с л е д у ю ­
щ и м  о б р а з о м :







V2 (8 . 1 0 )
=  F r.
П g o L
Э т и  б е з р а з м е р н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  н а з ы в а ю т с я  к р и т е р и я м и  и л и  ч и с ­
л а м и  д и н а м и ч е с к о г о  п о д о б и я  п о т о к о в :
S t  —  ч и с л о  С т р у х а л а ;  M  —  ч и с л о  М а и е в с к о г о ;
R e  —  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а ;  F r  —  ч и с л о  Ф р у д а .
У р а в н е н и е  ( 8 .8 ) з а п и ш е т с я  т а к и м  о б р а з о м  ( з в е з д о ч к и  о п у щ е н ы ) :
1  d v
S t d t





A v  +
1
F r g '
(8 . 1 1 )
Ч и с л о  С т р у х а л а  х а р а к т е р и з у е т  о т н о ш е н и е  х а р а к т е р н о г о  в р е м е н и  
н е с т а ц и о н а р н о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  к  в р е м е н и  п р о х о ж д е н и я  е ю  р а с ­
с т о я н и я  L  с о  с к о р о с т ь ю  . Е с л и  S t ^  1, т о  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  м о ж н о  
с ч и т а т ь  с т а ц и о н а р н ы м .  Ч и с л о  М а и е в с к о г о  с  т о ч н о с т ь ю  д о  п о с т о я н н о г о  
к о э ф ф и ц и е н т а  х а р а к т е р и з у е т  о т н о ш е н и е  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  к  с к о ­
р о с т и  з в у к а  в  г а з е  ( 6 .5 4 ) .  П р и  с в е р х з в у к о в о м  д в и ж е н и и  ( М  >  1 ) у м е н ь ­
ш а е т с я  в к л а д  п р о с т р а н с т в е н н о й  н е о д н о р о д н о с т и  д а в л е н и я  г а з а .  Ч и с л о  
Р е й н о л ь д с а  б ы л о  в в е д е н о  р а н е е  ( 7 .7 8 ) .  Н а п о м н и м ,  о н о  х а р а к т е р и з у е т  
о т н о ш е н и е  и н е р ц и о н н ы х  с и л  к  с и л а м  в н у т р е н н е г о  т р е н и я  в  д в и ж у щ е й ­
с я  ж и д к о с т и .  Е с л и  R e  ^  1, т о  в н у т р е н н и м  т р е н и е м  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  
и  и с п о л ь з о в а т ь  м о д е л ь  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и .  Ч и с л о  Ф р у д а  о п р е д е л я е т  
р о л ь  с и л ы  т я ж е с т и  в  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и .  П р и  F r  ^  1 с и л о й  т я ж е с т и  
м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .
Л ю б о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  ( 8 .9 )  и  ( 8 .1 1 )  н е з а в и с и м о  о т  т о п о л о г и и  
д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  б у д е т  и м е т ь  в и д
V ■
v*i =  —  =  f  ( S t , M , R e , F r , x * , y * , z * , t * ) .  (8 .1 2 )V̂
А н а л о г и ч н о е  в ы р а ж е н и е  м о ж н о  з а п и с а т ь  д л я  б е з р а з м е р н о г о  д а в л е ­
н и я .
Б е з р а з м е р н о е  у р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  ( 8 .1 1 )  н е  и з м е н и т с я ,  е с л и  
ж и д к о с т ь  о б т е к а е т  г е о м е т р и ч е с к и  п о д о б н ы е  т е л а ,  о д и н а к о в о  о р и е н т и ­
р о в а н н ы е  к  н а б е г а ю щ е м у  п о т о к у .  Г е о м е т р и ч е с к и  п о д о б н ы е  т е л а  —  э т о
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т а к и е  т е л а ,  д л я  л ю б ы х  с х о д с т в е н н ы х  т о ч е к  п о в е р х н о с т и  к о т о р ы х  и х  
б е з р а з м е р н ы е  к о о р д и н а т ы  о д и н а к о в ы ,  е с л и  з а  х а р а к т е р н ы й  р а з м е р  L  
п р и н я т  о д и н  и  т о т  ж е  с х о д с т в е н н ы й  р а з м е р  (н а п р и м е р ,  б о л ь ш а я  о с ь  э л ­
л и п с о и д а ) .  И л и  и н а ч е : д л я  г е о м е т р и ч е с к и  п о д о б н ы х  т е л  у р а в н е н и я  и х  
п о в е р х н о с т е й  в  б е з р а з м е р н ы х  к о о р д и н а т а х  п о л н о с т ь ю  с о в п а д а ю т ,  е с л и  
з а  х а р а к т е р н ы й  р а з м е р  п р и н я т  о д и н  и  т о т  ж е  с х о д с т в е н н ы й  р а з м е р .  Е с ­
л и  о д и н а к о в ы  б е з р а з м е р н ы е  г р а н и ч н ы е  и  н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я ,  т о  б у д у т  
о д и н а к о в ы  и  р е ш е н и я  ( 8 . 1 2 ).
Т а к и м  о б р а з о м ,  в  д в у х  п о т о к а х  ж и д к о с т и ,  д л я  к о т о р ы х  о д и н а к о ­
в ы  ч и с л а  S t , М , R e ,  F r , в  с х о д с т в е н н ы х  т о ч к а х  ( о д и н а к о в ы е  x * ,  y * , z * )  в  
с х о д с т в е н н ы е  м о м е н т ы  в р е м е н и  ( о д и н а к о в ы е  t* )  б е з р а з м е р н ы е  с к о р о с т и  
и  д а в л е н и я  б у д у т  о д и н а к о в ы .  Т а к и е  п о т о к и  н а з ы в а ю т с я  д и н а м и ч е с к и  
п о д о б н ы м и .
Д в а  и з о т е р м и ч е с к и х  п о т о к а  ж и д к о с т и  б у д у т  д и н а м и ч е с к и  п о д о б н ы ,  
е с л и  в  с х о д с т в е н н ы х  т о ч к а х  ( x * \  =  x * 2 , y* 1 =  y * 2 , z * 1 =  z * 2) в  с х о д с т в е н ­
н ы е  м о м е н т ы  в р е м е н и  ( t * 1 =  t*2 ) в ы п о л н я ю т с я  с л е д у ю щ и е  р а в е н с т в а :
S t 1 =  S t 2 , M 1 =  M 2 , R e 1 =  R e 2 , F r 1 =  F r 2 . (8 .1 3 )
Е щ е  р а з  о т м е т и м ,  ч т о  д и н а м и ч е с к и  п о д о б н ы м и  м о г у т  б ы т ь  л и ш ь  
п о т о к и ,  о б т е к а ю щ и е  г е о м е т р и ч е с к и  п о д о б н ы е  т е л а ,  о д и н а к о в о  р а с п о л о ­
ж е н н ы е  к  н а п р а в л е н и ю  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а .
Д л я  п р о с т о т ы  р а с с м о т р е н о  д и н а м и ч е с к о е  п о д о б и е  л и ш ь  и з о т е р м и ч е ­
с к и х  п о т о к о в .  В  б о л е е  о б щ е м  с л у ч а е  н а м  н е о б х о д и м о  б ы л о  б ы  р а с с м о т ­
р е т ь  т а к ж е  у р а в н е н и е  б а л а н с а  в н у т р е н н е й  э н е р г и и ,  ч т о  п р и в е л о  б ы  к  
в в е д е н и ю  е щ е  н е к о т о р ы х  к р и т е р и е в  п о д о б и я ,  к о т о р ы е  н е о б х о д и м о  б ы л о  
б ы  у ч и т ы в а т ь  п р и  о п р е д е л е н и и  д и н а м и ч е с к о г о  п о д о б и я  п о т о к о в .
8.1.2. Сила сопротивления.
Коэффициенты сопротивления
Р а с с м о т р и м  о б т е к а н и е  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т ь ю  н е к о т о р о г о  
н е п о д в и ж н о г о  т е л а .  В ы ч и с л и м  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  с о  с т о р о н ы  ж и д к о ­
с т и  н а  э т о  т е л о .  С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  в  н а п р а в л е н и и  к о о р д и н а т н о й  о с и  i 
н а  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д к у  п о в е р х н о с т и  т е л а  с  н о р м а л ь ю  n ,  н а п р а в л е н н о й  
в н е  т е л а ,  р а в н а :
P (n) =  Р гк n k ( P̂ik + &ik )n k 'РжР*Щк + P l  *̂ik nk , (8.14)
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г д е  L ,  р ж , v ж  —  х а р а к т е р н ы й  р а з м е р ,  д а в л е н и е  и  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  
ж и д к о с т и  с о о т в е т с т в е н н о ;  a * ik  —  б е з р а з м е р н ы й  т е н з о р  в я з к и х  н а п р я ­
ж е н и й :
-  _  d v * i + 3v*k&*ik гч I гч *dx*k dx*i
С и л у ,  д е й с т в у ю щ у ю  в  i - м  н а п р а в л е н и и  н а  в с ю  п о в е р х н о с т ь  т е л а ,  п о ­
л у ч и м  и н т е г р и р о в а н и е м  п о  п л о щ а д и  э т о й  п о в е р х н о с т и :
F i / ^ р ж р * ^ к  +  П L  — *i^^ Пк d S * (8.15)
П у с т ь  S  —  н е к о т о р а я  х а р а к т е р н а я  п л о щ а д ь  о б т е к а е м о г о  т е л а  ( п л о ­
щ а д ь  п о в е р х н о с т и  т е л а ,  н а и б о л ь ш а я  п л о щ а д ь  с е ч е н и я  т е л а  п л о с к о с т ь ю ,  
п е р п е н д и к у л я р н о й  н а б е г а ю щ е м у  п о т о к у  ( м и д е л е в о  с е ч е н и е )  и  т. д . ) .  
У м н о ж и в  и  р а з д е л и в  п о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  н а  н е к о т о р у ю  п о с т о я н н у ю  
в е л и ч и н у  p v ‘̂ DS / 2 , п о л у ч и м
Fii _ 1  Pv L S 2p*$ik i 2 - \ dSk~ m ^  +  R e &,ik) if* (8.16)
И з  (8 .1 2 )  с л е д у е т ,  ч т о  и  р * , и  a * ik я в л я ю т с я  ф у н к ц и я м и  л и ш ь  б е з ­
р а з м е р н ы х  к р и т е р и е в  п о д о б и я ,  б е з р а з м е р н ы х  к о о р д и н а т  и  б е з р а з м е р ­
н о г о  в р е м е н и .  П р и  в ы ч и с л е н и и  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ е й  н а  о б т е к а е м о е  т е л о ,  
в  ф о р м у л е  ( 8 .1 6 )  н у ж н о  п о д с т а в и т ь  з н а ч е н и я  р *  и  <г*^ н а  п о в е р х н о ­
с т и  т е л а ,  д л я  к о т о р о й  б е з р а з м е р н ы е  к о о р д и н а т ы  е с т ь  п р о с т о  н е к о т о ­
р ы е  ч и с л а .  П о э т о м у  р е з у л ь т а т  и н т е г р и р о в а н и я  б у д е т  з а в и с е т ь  т о л ь к о  
о т  б е з р а з м е р н ы х  к р и т е р и е в  п о д о б и я  и  б е з р а з м е р н о г о  в р е м е н и .
П у с т ь  с к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  н а п р а в л е н а  в д о л ь  о с и  x , а  о с ь  
y  —  в е р т и к а л ь н о  в в е р х .  Т о г д а  н а  т е л о  д е й с т в у ю т  с и л а  л о б о в о г о  с о п р о ­
т и в л е н и я  F x , п о д ъ е м н а я  с и л а  F y и  б о к о в а я  с и л а  F z , к о т о р ы е  в  с о о т в е т ­
с т в и и  с  в ы р а ж е н и е м  ( 8 .1 6 )  о п р е д е л я ю т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
F x =  2  p v L S C x(S t , R e , M , F r ) ,
F y =  1  p v L  S C y  (St ,  R e ,  M ,  F r ) , (8 .1 7 )
F z =  2  p v ЖS C z(S t , R e ,  M , F r ) .
Б е з р а з м е р н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  C x , C y, C z н а з ы в а ю т с я  к о э ф ф и ц и е н ­




Т е п е р ь  м о ж н о  п е р е й т и  к  р е ш е н и ю  з а д а ч и ,  п о с т а в л е н н о й  в  н а ч а л е  г л а в ы : 
к а к и м  о б р а з о м  о п ы т ы  н а  м о д е л я х  м о г у т  п о м о ч ь  в  р е ш е н и и  з а д а ч и  о б  
о б т е к а н и и  р е а л ь н ы х  ( н а т у р н ы х )  о б ъ е к т о в ?
О ч е в и д н о ,  ч т о ,  в о - п е р в ы х ,  м о д е л ь  р е а л ь н о г о  т е л а  и  с а м о  т е л о  (н а ­
т у р а )  д о л ж н ы  б ы т ь  г е о м е т р и ч е с к и  п о д о б н ы .  В о - в т о р ы х ,  к р и т е р и и  п о ­
д о б и я  в  с х о д с т в е н н ы х  т о ч к а х  п о т о к о в ,  о б т е к а ю щ и х  м о д е л ь  и  н а т у р у ,  
д о л ж н ы  б ы т ь  о д и н а к о в ы .
Т о г д а ,  и з м е р я я  с к о р о с т и  и  д а в л е н и я  ж и д к о с т и ,  д в и ж у щ е й с я  о к о л о  
м о д е л и ,  а  т а к ж е  с и л у  с о п р о т и в л е н и я  (а  с л е д о в а т е л ь н о ,  к о э ф ф и ц и е н ­
т ы  с о п р о т и в л е н и я )  м о д е л и ,  п о л у ч и м  п р о с т ы м  п е р е с ч е т о м  с к о р о с т и  и  
д а в л е н и я  в  с х о д с т в е н н ы х  т о ч к а х  о к о л о  н а т у р ы  и  с и л у  с о п р о т и в л е н и я  
н а т у р ы .
Н а  п р а к т и к е  в  б о л ь ш и н с т в е  с л у ч а е в  н е т  н у ж д ы  у д о в л е т в о р я т ь  р а ­
в е н с т в у  в с е х  к р и т е р и е в  п о д о б и я .  Т а к ,  о ч е в и д н о ,  п р и  с т а ц и о н а р н ы х  д в и ­
ж е н и я х  н а м  н е т  н е о б х о д и м о с т и  р а с с м а т р и в а т ь  ч и с л о  С т р у х а л а .  В о  м н о ­
г и х  с л у ч а я х  д в и ж е н и я  г а з о в  в л и я н и е  с и л ы  т я ж е с т и  н е с у щ е с т в е н н о  и  
м о ж н о  и г н о р и р о в а т ь  ч и с л о  Ф р у д а .  О д н а к о  е с л и  э т и  о г р а н и ч е н и я  к о ­
л и ч е с т в а  н е о б х о д и м ы х  к р и т е р и е в  в ы т е к а ю т  и з  с а м о й  п о с т а н о в к и  з а д а ­
ч и  и л и  у с л о в и й  д в и ж е н и я ,  т о  и м е е т с я  б о л е е  с у щ е с т в е н н о е  о г р а н и ч е н и е ,  
з а к л ю ч а ю щ е е с я  в  т о м ,  ч т о  т р е б о в а н и е  у д о в л е т в о р и т ь  р а в е н с т в а  с р а з у  
н е с к о л ь к и х  к р и т е р и е в  ч а с т о  б ы в а е т  п р о т и в о р е ч и в ы м .
Д л я  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  т р е б о в а н и я ,  к о т о р ы е  в ы т е к а ю т  и з  н е о б х о ­
д и м о с т и  у д о в л е т в о р и т ь  р а в е н с т в а м  ч и с е л  М а и е в с к о г о  и  Р е й н о л ь д с а  в  
н а т у р н ы х  и  м о д е л ь н ы х  д в и ж е н и я х .




_ рте _ м _ Рте _
(8.18)
Е с л и  р е ч ь  и д е т  о  д в и ж е н и и  о д н о г о  и  т о г о  ж е  г а з а  д л я  м о д е л и  и  
н а т у р ы ,  т о ,  р а з д е л и в  п р е д ы д у щ е е  с о о т н о ш е н и е  н а  п о к а з а т е л ь  а д и а б а т ы  





где см, сн — скорости звука в набегающем потоке в модельном и натур­
ном движении газа соответственно.
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Таким образом, необходимо удовлетворить равенствам
pV^ML M pV^HL H
Пм Пн
(8 .2 0 )
2 2V V
Если модель в десять раз меньше натуры, т. е. Lh/Lm =  10, то при 
скорости обтекания натуры воздухом, равной 100 м /с (воздух еще мож­
но считать несжимаемым при одинаковых плотностях рм и рн и вязко­
стях, согласно второму равенству (8.20)), необходимо обдувать модель 
со скоростью 1000 м/с. Но при такой скорости воздух нельзя считать 
несжимаемым, и движение его около тела имеет весьма специфический 
характер (ударные волны, скачки, уплотнения). Но самое главное, что 
это противоречит и первому равенству (8.20), из которого следует, что 
скорости набегающих потоков у натуры и модели должны быть одина­
ковыми, так как скорость звука в одном и том же газе зависит лишь от 
его температуры, и если газ в модельном опыте не подогревать специ­
ально, то скорости звука в модельном и натурном потоках газа будут 
равны.
В таком случае имеется лишь два выхода. Или осуществить лишь 
частичное подобие по одному какому-либо критерию, а влияние другого 
учитывать приближенно при помощи каких-то дополнительных опытов 
или расчетов. Или менять в модельном эксперименте параметры газа 
(давление, плотность, температуру), или даже сменить сам газ на газ, 
обладающий другой вязкостью или скоростью звука. Правда, вязкости 
наиболее часто используемых газов отличаются менее чем в 4 раза и 
зависят от температуры как корень квадратный от абсолютной тем­
пературы. Поэтому более перспективным в этом отношении является 
изменение давления или плотности газа в модельном эксперименте.
П р и м е р
Пусть необходимо знать силу лобового сопротивления некоторой новой 
конструкции самолета при скорости его полета в нижних слоях атмо­
сферы 720 км/ч ( «  200 м /с). Предположим, что изготовлена точная 
копия этого самолета — модель, в десять раз меньшая. Если модель 
обдувается также воздухом при той же самой температуре, то скорость 
набегающего на модель потока должна быть равна:
ReM R e H j V^M Vm LHpHJ V̂ H
Vh LMpM
1 n рн10 v ^ h *
рм
(8 .2 1 )
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Е с л и  п л о т н о с т и  г а з а  в  н а б е г а ю щ и х  п о т о к а х  о с т а в и т ь  о д и н а к о в ы м и ,  
т о ,  к а к  п о к а з а н о  в ы ш е ,  м о д е л и р о в а н и е  н е в о з м о ж н о ,  т а к  к а к  б у д у т  р а з ­
н ы м и  ч и с л а  М а и е в с к о г о .  Д л я  о б е с п е ч е н и я  р а в е н с т в а  ч и с е л  М а и е в с к о г о  
н е о б х о д и м о  п р и  о д и н а к о в ы х  т е м п е р а т у р а х  у в е л и ч и т ь  п л о т н о с т ь  в о з д у ­
х а  в  м о д е л ь н о м  э к с п е р и м е н т е  т а к ж е  в  10 р а з .  В  э т о м  с л у ч а е  м ы  д о б и л и с ь  
б ы  п о л н о г о  д и н а м и ч е с к о г о  п о д о б и я  м о д е л ь н о г о  и  н а т у р н о г о  п о т о к о в  и  
р е з у л ь т а т ы  и з м е р е н и й  н а  м о д е л и  м о г л и  б ы  б е з  к а к и х - л и б о  п о п р а в о к  
п е р е н е с т и  н а  н а т у р у ,  в о с п о л ь з о в а в ш и с ь  п р о с т ы м  п е р е с ч е т о м .
П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  м о ж н о  у в е л и ч и т ь  п л о т н о с т ь  м о д е л ь н о г о  п о т о к а  
п о  с р а в н е н и ю  с  н а т у р н о й  п л о т н о с т ь ю  т о л ь к о  в  в о с е м ь  р а з .  Т о г д а  с к о ­
р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  н а  м о д е л ь  п о т о к а  д о л ж н а  б ы т ь  р а в н о й  «  2 5 0  м / с  и  
м о ж н о  п р и б л и ж е н н о  с ч и т а т ь ,  ч т о  м о д е л ь н ы й  и  н а т у р н ы й  п о т о к и  д и н а ­
м и ч е с к и  п о д о б н ы ,  т а к  к а к  ч и с л а  М а и е в с к о г о  б у д у т  о т л и ч а т ь с я  н е з н а ч и ­
т е л ь н о ,  а  с к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  н а  м о д е л ь  п о т о к а  о с т а е т с я  д о з в у к о в о й .
Е с л и  к а к и м - л и б о  с п о с о б о м  и з м е р и т ь  с и л у  л о б о в о г о  с о п р о т и в л е н и я  
м о д е л и ,  т о  п о  ф о р м у л е  (8 .1 7 )  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  к о э ф ф и ц и е н т  л о б о в о ­
г о  с о п р о т и в л е н и я ,  к о т о р ы й  б у д е т  о д и н а к о в ы м  к а к  у  м о д е л и ,  т а к  и  у  
н а т у р ы ,  т а к  к а к  в  д а н н о м  с л у ч а е  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  о н  з а в и с и т  т о л ь ­
к о  о т  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а ,  а  о н о  д л я  м о д е л ь н о г о  и  н а т у р н о г о  д в и ж е н и я  
п о  у с л о в и ю  ( 8 .2 1 )  о д и н а к о в о .  Т о г д а  н е т р у д н о  р а с с ч и т а т ь  с и л у  л о б о в о г о  
с о п р о т и в л е н и я  н а т у р ы :
С м  =  с н  =
F-L X F-L Xу '-ун 2 с 2 Q ’
Рюм^о MS M Р тен^ оон^н






З н а я  э к с п е р и м е н т а л ь н о е  з н а ч е н и е  с и л ы  л о б о в о г о  с о п р о т и в л е н и я  м о ­
д е л и ,  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  л о б о в о е  с о п р о т и в л е н и е  н а т у р ы ,  а  с л е д о в а т е л ь ­
н о ,  и  в ы б р а т ь  д в и г а т е л ь  д л я  о б е с п е ч е н и я  з а д а н н о й  с к о р о с т и  п о л е т а  с о ­
з д а в а е м о й  к о н с т р у к ц и и  с а м о л е т а .
В  д е й с т в и т е л ь н о с т и  в  а э р о д и н а м и ч е с к и х  л а б о р а т о р и я х  с н и м а ю т  с е ­
р и и  з а в и с и м о с т е й  С  =  f  ( R e ,  M ) ,  к о т о р ы е  п о з в о л я ю т  к о н с т р у к т о р а м  
о п т и м и з и р о в а т ь  д а н н у ю  к о н с т р у к ц и ю  с а м о л е т а  и  с д е л а т ь  в ы б о р  д в и г а ­
т е л я .
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Е с л и  н е о б х о д и м о  о п р е д е л и т ь  с к о р о с т ь  в о з д у х а ,  н а п р и м е р ,  н а д  к а б и ­
н о й  л е т ч и к а  н а  р а с с т о я н и и  п о л о в и н ы  р а з м а х а  к р ы л а  ( L  —  х а р а к т е р н ы й  
р а з м е р ,  р а з м а х  к р ы л а ) ,  т о  д о с т а т о ч н о  и з м е р и т ь  е е  н а  м о д е л и  в  т о й  ж е  











(8 .2 3 )
И з м е р я я  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  о к о л о  м о д е л и  в  р а з л и ч н ы х  т о ч к а х ,  
м о ж н о  о п р е д е л и т ь  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  в о  в с е х  с х о д с т в е н н ы х  т о ч к а х  
н а т у р ы .
8.1.4. Аэродинамические трубы. Бассейны
О п ы т ы  н а  м о д е л я х  д л я  л е т а т е л ь н ы х  а п п а р а т о в  п р о в о д я т  в  а э р о д и н а ­
м и ч е с к и х  т р у б а х ,  а  д л я  с у д о в ,  т у р б и н  и  д р у г и х  п о д о б н ы х  у с т р о й с т в  —  
в  б а с с е й н а х .  С о в р е м е н н ы е  а э р о д и н а м и ч е с к и е  т р у б ы  —  э т о  г и г а н т с к и е  
с о о р у ж е н и я ,  п о т р е б л я ю щ и е  м о щ н о с т и  в  д е с я т к и  т ы с я ч  к и л о в а т т .  У в е ­
л и ч е н и е  р а з м е р о в  с о в р е м е н н ы х  а э р о д и н а м и ч е с к и х  т р у б  д и к т у е т с я  с л е ­
д у ю щ и м и  о б с т о я т е л ь с т в а м и .
В о - п е р в ы х ,  е с л и  б ы  б ы л о  в о з м о ж н о  с о з д а н и е  а э р о д и н а м и ч е с к и х  
т р у б ,  п о з в о л я ю щ и х  и с п ы т ы в а т ь  н а т у р н ы е  о б ъ е к т ы ,  т о ,  к о н е ч н о ,  т о ч ­
н о с т ь  н а у ч н ы х  п р о г н о з о в  з н а ч и т е л ь н о  б ы  у в е л и ч и л а с ь ,  п о с к о л ь к у  м о ­
д е л и р о в а н и е  в о  м н о г и х  с л у ч а я х  м о г л о  б ы т ь  п о л н ы м .
В о - в т о р ы х ,  т р у д н о  с о з д а т ь  о ч е н ь  м а л е н ь к у ю  м о д е л ь ,  я в л я ю щ у ю с я  
в  т о ч н о с т и  г е о м е т р и ч е с к и  п о д о б н о й  н а т у р е  в п л о т ь  д о  ш е р о х о в а т о с т е й  
п о в е р х н о с т и  м о д е л и ,  з а к л е п о к  и  д р у г и х  т о н к и х ,  н о  н е м а л о в а ж н ы х  д е ­
т а л е й .
В - т р е т ь и х ,  к а к  в и д н о  и з  п р и м е р а ,  д а ж е  д л я  ч а с т и ч н о г о  п р и б л и ж е н ­
н о г о  п о д о б и я  п р и ш л о с ь  п л о т н о с т ь ,  а  с л е д о в а т е л ь н о ,  и  д а в л е н и е  м о д е л ь ­
н о г о  п о т о к а  г а з а  у в е л и ч и т ь  в  в о с е м ь  р а з .  В  э т о м  с л у ч а е  т р у д н о  о б е с ­
п е ч и т ь  м е х а н и ч е с к у ю  п р о ч н о с т ь  т р у б ы .  Е с л и  ж е  у в е л и ч и т ь  м о д е л ь ,  т о  
у ж е  н е  н у ж н о  т а к  с и л ь н о  у в е л и ч и в а т ь  д а в л е н и е  в  а э р о д и н а м и ч е с к о й  
т р у б е  и л и  в м е с т о  в о з д у х а  и с п о л ь з о в а т ь  д р у г о й  д о р о г о с т о я щ и й  г а з .
Э т и  т р и  о б с т о я т е л ь с т в а  и  з а с т а в л я ю т  и д т и  п о  п у т и  у в е л и ч е н и я  г а б а ­
р и т о в  с о в р е м е н н ы х  а э р о д и н а м и ч е с к и х  т р у б ,  к о т о р ы е  в  н а с т о я щ е е  в р е ­
м я  н а р я д у  с  к р у п н ы м и  у с к о р и т е л я м и  э л е м е н т а р н ы х  ч а с т и ц  я в л я ю т с я  
у н и к а л ь н ы м и  с о о р у ж е н и я м и ,  и м е ю щ и м и с я  л и ш ь  у  н а и б о л е е  к р у п н ы х ,  
т е х н и ч е с к и  р а з в и т ы х  с т р а н .
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В  з а к л ю ч е н и е  о т м е т и м ,  ч т о  в ы ш е у к а з а н н ы е  с о о б р а ж е н и я  о  д и н а ­
м и ч е с к о м  п о д о б и и  с п р а в е д л и в ы  и  д л я  т у р б у л е н т н ы х  п о т о к о в ,  с т р о г о г о  
м а т е м а т и ч е с к о г о  а н а л и з а  к о т о р ы х  н е  с у щ е с т в у е т  в  н а с т о я щ е е  в р е м я ,  и  в  
э т о м  с л у ч а е  и х  м о д е л и р о в а н и е  я в л я е т с я  е д и н с т в е н н ы м  с п о с о б о м  р е ш е ­
н и я  п р а к т и ч е с к и х  з а д а ч .  О д н а к о  в  с и л у  т о г о ,  ч т о  м о д е л и р о в а н и е  н о с и т  
п о ч т и  в с е г д а  ч а с т и ч н ы й  х а р а к т е р ,  д а л ь н е й ш е е  р а з в и т и е  а н а л и т и ч е с к и х  
м е т о д о в  р е ш е н и я  о с т а е т с я  в а ж н о й  п р о б л е м о й  с о в р е м е н н о й  г и д р о а э р о ­
д и н а м и к и .
8.1.5. Аналитические коэффициенты 
сопротивления
В о  в с е х  с л у ч а я х ,  к о г д а  с и л а  с о п р о т и в л е н и я  м о ж е т  б ы т ь  в ы ч и с л е н а  а н а ­
л и т и ч е с к и ,  е с т ь  в о з м о ж н о с т ь  а н а л и т и ч е с к и  в ы ч и с л и т ь  и  к о э ф ф и ц и е н ­
т ы  с о п р о т и в л е н и я .
Р а с с м о т р и м  д в и ж е н и е  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в  к р у г л о й  ц и ­
л и н д р и ч е с к о й  т р у б е .  В о с п о л ь з у е м с я  о б щ е й  ф о р м у л о й  ( 8 .1 7 )  д л я  в ы ч и с ­
л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  с о п р о т и в л е н и я :
F x = 2 p v 2̂ S C x(R e ). (8 .2 4 )
В  к а ч е с т в е  х а р а к т е р н о й  с к о р о с т и  v ^  м о ж н о  в ы б р а т ь  с р е д н ю ю  п о  п о ­
п е р е ч н о м у  с е ч е н и ю  т р у б ы  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  V. З а  х а р а к т е р ­
н у ю  п л о щ а д ь  S  м о ж н о  п р и н я т ь  п л о щ а д ь  « т р у щ е й с я »  б о к о в о й  п о в е р х ­
н о с т и  т р у б ы  р а д и у с о м  r 0 и  д л и н о й  l. К р о м е  т о г о ,  у ч т е м ,  ч т о  с и л а ,  д е й ­
с т в у ю щ а я  н а  р а с с м а т р и в а е м ы й  у ч а с т о к  т р у б ы  с о  с т о р о н ы  ж и д к о с т и ,  
к а к  м ы  в и д е л и ,  р а в н а  р а з н о с т и  с и л  д а в л е н и я  н а  в ы д е л е н н о м  у ч а с т к е  
т р у б ы :
F x =  n r ^ A p  =  1  p v 2 2 n r 0 l C x( R e ) ,
r 0 d p  r 0 A p
8 n d x  8 n l
(8 .2 5 )
В  в ы р а ж е н и и  д л я  с р е д н е й  с к о р о с т и  г р а д и е н т  д а в л е н и я  з а м е н е н  п е р е ­
п а д о м  д а в л е н и я  н а  у ч а с т к е  т р у б ы  д л и н о й  l :
d p  A p
d x  l
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R e  ’
Re =
n
(8 .2 6 )
И з  п о с л е д н е г о  с о о т н о ш е н и я  в и д н о ,  ч т о  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е ­
н и я  я в л я е т с я  д е й с т в и т е л ь н о  ф у н к ц и е й  т о л ь к о  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а .  Т о г д а  
ф о р м у л у  д л я  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  и л и  д л я  р а з н о с т и  д а в л е н и й  н а  у ч а с т ­
к е  т р у б ы  д л и н о й  l м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
A p  =  i t  R  А =  4 C x  =  R e -  ( 8 2 7 )
П р и н я т о  н а з ы в а т ь  к о э ф ф и ц и е н т о м  с о п р о т и в л е н и я  т р у б ы  н е  C x , а  
А . Ф о р м у л а  ( 8 .2 7 )  я в л я е т с я  у н и в е р с а л ь н о й  и  п о з в о л я е т  в ы ч и с л я т ь  с о ­
п р о т и в л е н и е  т р у б ы  ( A p ) ,  е с л и  и з в е с т е н  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  
А п р и  л ю б о м  х а р а к т е р е  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  т р у б е .  К о э ф ф и ц и е н т ы  
с о п р о т и в л е н и я  у ч а с т к о в  т р у б ы ,  и м е ю щ и х  н е к о т о р ы е  о с о б е н н о с т и  ( р а с ­
ш и р е н и е ,  с у ж е н и е ,  к р а н ,  з а д в и ж к а ,  п о в о р о т  и  т. д . ) ,  и з у ч е н ы  э к с п е р и ­
м е н т а л ь н о  и  в ы ч и с л я ю т с я  к а к  ф у н к ц и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  п о  г р а ф и к а м  
и л и  э м п и р и ч е с к и м  ф о р м у л а м .
Н е т р у д н о  в ы ч и с л и т ь  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  ш а р а  п р и  м е д л е н ­
н о м  е г о  о б т е к а н и и  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т ь ю .  П о  ф о р м у л е  С т о к с а  
и м е е м
F x  =  6 n n r o u ,  F x  =  s C x . (8 .2 8 )
В о з ь м е м  в  к а ч е с т в е  х а р а к т е р н о й  п л о щ а д и  п л о щ а д ь  м а к с и м а л ь н о г о  
п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  ш а р а  п л о с к о с т ь ю ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  к  н а б е г а ю ­
щ е м у  п о т о к у  ( п л о щ а д ь  м и д е л е в а  с е ч е н и я ) .  Т о г д а  и з  (8 .2 8 )  н а х о д и м
C x  =  , R e  =  P u d . (8 .2 9 )
x R e ’ n  v 7
А н а л о г и ч н о  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  п р и  
д в и ж е н и и  ц и л и н д р а  и  т. д .  С л е д у е т  е щ е  р а з  п о д ч е р к н у т ь ,  ч т о  у д о б ­
с т в о  в в е д е н и я  н е к о т о р ы х  б е з р а з м е р н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в  с о п р о т и в л е н и я  
з а к л ю ч а е т с я  в  т о м ,  ч т о  о н и  я в л я ю т с я  ф у н к ц и я м и  т о л ь к о  б е з р а з м е р ­
н ы х  к р и т е р и е в  п о д о б и я  в  л ю б о м  р е ж и м е  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ,  к а к  в  
л а м и н а р н о м ,  т а к  и  в  т у р б у л е н т н о м .  О н и  м о г у т  б ы т ь  в ы ч и с л е н ы  а н а л и ­
т и ч е с к и  т о л ь к о  д л я  н е к о т о р ы х  п р о с т е й ш и х  л а м и н а р н ы х  д в и ж е н и й .  В о
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в с е х  ж е  д р у г и х  с л у ч а я х  д л я  и х  о п р е д е л е н и я  н е о б х о д и м о  о б р а щ а т ь с я  к  
о п ы т у ,  и  ф у н к ц и о н а л ь н а я  з а в и с и м о с т ь  и х  о т  б е з р а з м е р н ы х  к р и т е р и е в  
п о д о б и я  у с т а н а в л и в а е т с я  н а  о с н о в а н и и  о п ы т н ы х  д а н н ы х ,  п р е д с т а в л я е ­
м ы х  в  в и д е  т а б л и ц ,  г р а ф и к о в  и л и  э м п и р и ч е с к и х  ф о р м у л .
8.2. Метод размерностей 
физических величин
М н о г и е  ф и з и ч е с к и е  я в л е н и я  в  с и л у  с в о е й  с л о ж н о с т и  н е  м о г у т  б ы т ь  
и с с л е д о в а н ы  т е о р е т и ч е с к и  н а  о с н о в е  р е ш е н и я  с о о т в е т с т в у ю щ и х  у р а в ­
н е н и й . П о э т о м у  п р и  и з у ч е н и и  т а к и х  я в л е н и й  б ы л о  б ы  в е с ь м а  п о л е з н о  
к а к и м - л и б о  с п о с о б о м  п о с т р о и т ь  я в н у ю  з а в и с и м о с т ь  и с с л е д у е м о й  ф и з и ­
ч е с к о й  в е л и ч и н ы  х о т я  б ы  о т  н е к о т о р ы х  о п р е д е л я ю щ и х  е е  п а р а м е т р о в .  
Ц е л е с о о б р а з н о с т ь  т а к и х  п о с т р о е н и й  д и к т у е т с я  п р е ж д е  в с е г о  т е м ,  ч т о ,  
в о - п е р в ы х ,  э т о  з а м е т н о  с у ж а е т  к л а с с  в о з м о ж н ы х  и с с л е д у е м ы х  ф у н к ц и й  
и , в о - в т о р ы х ,  п о з в о л я е т  в ы я в и т ь  у н и в е р с а л ь н ы е  ф у н к ц и и  г е о м е т р и и  и  
п а р а м е т р о в  с о с т о я н и я ,  к о т о р ы е  х а р а к т е р и з у ю т  д а н н о е  я в л е н и е . П о с л е д ­
н е е  о б с т о я т е л ь с т в о  о с о б е н н о  в а ж н о .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  о д н а ж д ы  о п р е д е ­
л и в  т а к у ю  у н и в е р с а л ь н у ю  ф у н к ц и ю  и з  н е к о т о р о г о  о т д е л ь н о г о  э к с п е р и ­
м е н т а ,  м о ж н о  д а т ь  к а ч е с т в е н н у ю  и  к о л и ч е с т в е н н у ю  о ц е н к у  и н т е р е с у ю ­
щ е г о  н а с  я в л е н и я  д л я  б о л ь ш о г о  с п е к т р а  п а р а м е т р о в  с о с т о я н и я  и  и с х о д ­
н ы х  г е о м е т р и ч е с к и х  у с л о в и й .  З н а н и е  я в н о й  ф у н к ц и о н а л ь н о й  з а в и с и м о ­
с т и  и с с л е д у е м о й  ф и з и ч е с к о й  в е л и ч и н ы  о т  н е к о т о р ы х  о п р е д е л я ю щ и х  е е  
п а р а м е т р о в  м о ж е т  б ы т ь  п о л у ч е н о  н а  о с н о в е  т е о р и и  р а з м е р н о с т е й .  Т е м  
с а м ы м  а н а л и з  р а з м е р н о с т е й  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н  с п о с о б с т в у е т  р а ц и о ­
н а л ь н о й  п о с т а н о в к е  э к с п е р и м е н т а .
8.2.1. Основные и производные величины
М е ж д у  в с е м и  ф и з и ч е с к и м и  в е л и ч и н а м и  ( с и л а ,  с к о р о с т ь ,  д л и н а  и  т. д . )  
с у щ е с т в у е т  к а ч е с т в е н н о е  и  к о л и ч е с т в е н н о е  р а з л и ч и е  ( р а з л и ч н ы е  д л и н ы ,  
р а з л и ч н ы е  с к о р о с т и ,  р а з л и ч н ы е  т е м п е р а т у р ы  и  т. д . ) .  П о д р а з у м е в а е т с я ,  
ч т о  к а ж д а я  ф и з и ч е с к а я  в е л и ч и н а  м о ж е т  б ы т ь  и з м е р е н а .  М е р о й  ф и з и ­
ч е с к о й  в е л и ч и н ы  я в л я е т с я  н е к о т о р о е  ч и с л о ,  к о т о р о е  х а р а к т е р и з у е т  е е  в  
к о л и ч е с т в е н н о м  о т н о ш е н и и  в  с р а в н е н и и  с  а н а л о г и ч н о й  в е л и ч и н о й ,  п р и ­
н я т о й  з а  е д и н и ц у  и з м е р е н и я .  М а с ш т а б  м е р ы  м о ж е т  б ы т ь  л ю б ы м  в  з а в и ­
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с и м о с т и  о т  и с п о л ь з у е м о й  с и с т е м ы  е д и н и ц  и з м е р е н и я .  Н а п р и м е р ,  д л и н а  
м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ж е н а  в  м е т р а х ,  с а н т и м е т р а х ,  м и л л и м е т р а х  и  т. д .
В с е  ф и з и ч е с к и е  в е л и ч и н ы  м о ж н о  р а з д е л и т ь  н а  д в е  к а т е г о р и и  —  о с ­
н о в н ы е  и  п р о и з в о д н ы е .  Ф и з и ч е с к а я  в е л и ч и н а ,  м е р а  к о т о р о й  н е  з а в и с и т  
о т  м а с ш т а б а  и з м е р е н и я  д р у г и х  в е л и ч и н ,  н а з ы в а е т с я  о с н о в н о й .  Е д и н и ц ы  
и з м е р е н и я  о с н о в н ы х  в е л и ч и н  в в о д я т с я  п р и  п о м о щ и  э т а л о н о в  и л и  с п е ­
ц и а л ь н ы х  о п ы т о в .  В е л и ч и н ы ,  е д и н и ц ы  и з м е р е н и я  к о т о р ы х  з а в и с я т  о т  
е д и н и ц  и з м е р е н и я  о с н о в н ы х  в е л и ч и н ,  н а з ы в а ю т с я  п р о и з в о д н ы м и .  Т а к ,  
в  к л а с с и ч е с к о й  м е х а н и к е  з а  о с н о в н ы е  в е л и ч и н ы  п р и н и м а ю т с я  м а с с а ,  
д л и н а ,  в р е м я .  И х  е д и н и ц ы  и з м е р е н и я  в  С И  —  к и л о г р а м м ,  м е т р ,  с е к у н ­
д а .  В с е  о с т а л ь н ы е  п р о и з в о д н ы е  е д и н и ц ы  м о г у т  б ы т ь  в ы р а ж е н ы  ч е р е з  
н и х .  Ч и с л о  о с н о в н ы х  е д и н и ц  м о ж е т  б ы т ь  и  б о л ь ш е  т р е х .  Т а к ,  в  з а д а ­
ч а х  г и д р о д и н а м и к и ,  с в я з а н н ы х  с  т е п л о о б м е н о м ,  и с п о л ь з у ю т с я  г р а д у с  
и  д ж о у л ь  ( и н о г д а  к а л о р и я ) .  В  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  в в о д я т с я  е щ е  
н е к о т о р ы е  о с н о в н ы е  е д и н и ц ы .
Д л я  п р о с т о т ы  р а с с м о т р и м  л и ш ь  т р и  о с н о в н ы е  в е л и ч и н ы :  м а с с у ,  д л и ­
н у  и  в р е м я .  О б о з н а ч и м  и х  р а з м е р н о с т и  с о о т в е т с т в е н н о :  M ,  L ,  T .
Р а с с м о т р и м  р а з м е р н о с т ь  н е к о т о р о й  п р о и з в о д н о й  ф и з и ч е с к о й  в е л и ­
ч и н ы  P , к о т о р а я  м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ж е н а  ч е р е з  р а з м е р н о с т и  о с н о в н ы х  
в е л и ч и н .  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  п р и  и з м е н е н и и  м а с ш т а б о в ,  в  к о т о р ы х  и з ­
м е р я ю т с я  о с н о в н ы е  в е л и ч и н ы  M ,  L ,  T , и х  ч и с л о в ы е  з н а ч е н и я  и з м е н я ­
ю т с я  в  а ,  в  и  у  р а з  с о о т в е т с т в е н н о .  П у с т ь  м е р а  и с с л е д у е м о й  в е л и ч и н ы  
P  и з м е н и л а с ь  п р и  э т о м  в  п  р а з .  Т о г д а  е с л и
п  =  а т в У ,  (8 .3 0 )
г д е  m ,  l ,  t  —  п о к а з а т е л и  р а з м е р н о с т е й  —  н е к о т о р ы е  ц е л ы е  и л и  д р о б н ы е  
в е щ е с т в е н н ы е  ч и с л а ,  т о  г о в о р я т ,  ч т о  в е л и ч и н а  P  и м е е т  р а з м е р н о с т ь  
M m L lT * о т н о с и т е л ь н о  в е л и ч и н  M ,  L ,  T . Э т о  з а п и с ы в а ю т  в  в и д е  с т е ­
п е н н о г о  о д н о ч л е н а
[ P  ] =  M  m L l T * ,  (8 .3 1 )
г д е  с и м в о л о м  [ P ] о б о з н а ч е н а  р а з м е р н о с т ь  в е л и ч и н ы  P .
Ф о р м у л а  (8 .3 1 )  п о к а з ы в а е т ,  к а к  м е р а  в е л и ч и н ы  P  з а в и с и т  о т  м е р  
о с н о в н ы х  в е л и ч и н  M ,  L ,  T , и  н а з ы в а е т с я  ф о р м у л о й  р а з м е р н о с т и и .  Ф и ­
з и ч е с к а я  в е л и ч и н а  н у л е в о й  р а з м е р н о с т и  н а з ы в а е т с я  б е з р а з м е р н о й  в е ­
л и ч и н о й .  Б е з р а з м е р н а я  в е л и ч и н а  и н в а р и а н т н а  п о  о т н о ш е н и ю  к  и з м е н е ­
н и я м  м а с ш т а б а  и з м е р е н и я  о с н о в н ы х  в е л и ч и н .
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8.2.2. Определяющие параметры
П у с т ь  н е к о т о р а я  ф и з и ч е с к а я  в е л и ч и н а  A, и м е ю щ а я  р а з м е р н о с т ь  [ A ] , 
я в л я е т с я  ф у н к ц и е й  р я д а  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в :
A  =  f (ai,a2,...an). (8 .3 2 )
О п р е д е л я ю щ и е  п а р а м е т р ы  a i , a 2 , . . .  an —  э т о  н е к о т о р ы е  р а з м е р н ы е  
ф и з и ч е с к и е  в е л и ч и н ы ,  о т  к о т о р ы х  м о ж е т  з а в и с е т ь  р а с с м а т р и в а е м а я  в е ­
л и ч и н а  A ,  в  т о м  ч и с л е  и  о с н о в н ы е  в е л и ч и н ы . С р е д и  о п р е д е л я ю щ и х  п а ­
р а м е т р о в  м о г у т  б ы т ь  п а р а м е т р ы  с  н е з а в и с и м ы м и  и  з а в и с и м ы м и  р а з ­
м е р н о с т я м и .  Р а з м е р н о с т ь  о п р е д е л я ю щ е г о  п а р а м е т р а  я в л я е т с я  н е з а в и ­
с и м о й  в  д а н н о м  н а б о р е ,  е с л и  о н а  н е  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н а  в  в и ­
д е  с т е п е н н о г о  о д н о ч л е н а  р а з м е р н о с т е й  о с т а л ь н ы х  о п р е д е л я ю щ и х  п а ­
р а м е т р о в .  Н а п р и м е р ,  р а з м е р н о с т и  L, LT- 1 , M L 2 T - 2 н е з а в и с и м ы ,  р а з ­
м е р н о с т и  L, LT-1, LT- 2 —  з а в и с и м ы .  О ч е в и д н о ,  ч т о  ч и с л о  п а р а м е т р о в  
с  н е з а в и с и м ы м и  р а з м е р н о с т я м и  н е  м о ж е т  б ы т ь  б о л ь ш е  ч и с л а  о с н о в н ы х  
в е л и ч и н  (в  р а с с м а т р и в а е м о м  с л у ч а е  н е  м о ж е т  б ы т ь  б о л ь ш е  т р е х ) .
Р а в е н с т в о  ( 8 .3 2 ) ,  в ы р а ж а ю щ е е  н е к о т о р ы й  ф и з и ч е с к и й  з а к о н ,  д о л ж ­
н о  б ы т ь  с п р а в е д л и в о  д л я  л ю б ы х  м а с ш т а б о в  и л и  е д и н и ц  и з м е р е н и я  о с ­
н о в н ы х  в е л и ч и н .  С л е д о в а т е л ь н о ,  р а з м е р н о с т ь  в е л и ч и н ы  A д о л ж н а  б ы т ь  
р а в н а  р а з м е р н о с т и  ф у н к ц и и  f :
[ A  ] =  [ f  (a i , a 2 , . . . a n )] . (8 .3 3 )
Р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  п р о с т е й ш и й  п р и м е р .  П у с т ь  о п р е д е л я ю щ и м и  п а ­
р а м е т р а м и  б у д у т  о с н о в н ы е  в е л и ч и н ы , п р и ч е м  и х  ч и с л о  р а в н о  ч и с л у  о с ­
н о в н ы х  в е л и ч и н :
[ a i  ] =  M ,  [ a 2 ] =  L ,  [ a 3 ] =  T .  (8 .3 4 )
Т о г д а  р а з м е р н о с т ь  п р о и з в о д н о й  в е л и ч и н ы  A  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  
с л е д у ю щ и м  е д и н с т в е н н ы м  о б р а з о м :
[ A  ] =  M  m L l T * .  (8 .3 5 )
П р и р а в н и в а я  п о к а з а т е л и  с т е п е н е й  о с н о в н ы х  в е л и ч и н  в  п р а в о й  и  л е ­
в о й  ч а с т я х  у р а в н е н и я  р а з м е р н о с т и  ( 8 .3 5 ) ,  п о л у ч и м  т р и  у р а в н е н и я  д л я  
н а х о ж д е н и я  т р е х  н е и з в е с т н ы х  п о к а з а т е л е й  m ,  l и  t . Т о г д а  ф у н к ц и о н а л ь ­
н а я  з а в и с и м о с т ь  (8 .3 2 )  б у д е т  и м е т ь  е д и н с т в е н н ы й  в и д
A  =  k a rm,a l2 a t3 . (8 .3 6 )
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Здесь k — некоторый постоянный безразмерный коэффициент. Оче­
видно, что мы можем поступить аналогично и в том случае, когда в ка­
честве определяющих параметров выступают три параметра, имеющие 
произвольные, но независимые размерности. В этом случае уравнение 
размерностей должно иметь вид
[ A ] =  [a  ]а [«2 ]e [аз ]Y. (8.37)
Снова, приравнивая показатели трех основных величин в правой 
и левой части уравнения (8.37), можно из трех уравнений определить 
неизвестные показатели а, в, Y. Тогда функциональная зависимость ве­
личины A от определяющих параметров a i, а2, и а3 будет такой:
A =  a? af a j . (8.38)
Для иллюстрации теории размерностей рассмотрим простой пример.
П е р и о д  к о л е б а н и й  м а я т н и к а
Определим функциональную зависимость периода колебаний мате­
матического маятника т от определяющих параметров. Предполагаем, 
что определяющими параметрами в данном случае будут l — длина 
маятника, m — масса маятника и g — ускорение свободного падения. 
Имеем три определяющих параметра с независимыми размерностями:
[m ] =  M, [ 1 ] =  L, [g ] =  LT-2, т =  / (l ,m ,g). (8.39)
Следуя формуле (8.37), запишем
[ т ] =  T, T = M aLe (LT-2)y . (8.40)
Приравнивая показатели степени при одинаковых основных величи­
нах, имеем
а =  0, в +  Y =  0, 1 =  - 2 y . (8.41)
Из полученных уравнений следует:
а =  0, в =  2 , Y =  -  2. (8.42)
Тогда искомая функциональная зависимость периода колебаний ма­
ятника от определяющих параметров согласно уравнению (8.38) имеет 
вид
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Б е з р а з м е р н а я  п о с т о я н н а я  к, к о н е ч н о ,  н е  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  
э т и м  м е т о д о м ,  н о  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  э к с п е р и м е н т а л ь н о .  Н а п о м ­
н и м , ч т о  в  с о о т в е т с т в и и  с  ф о р м у л о й  Г ю й г е н с а  к =  2 п .
Е с л и  ч и с л о  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в  б о л ь ш е  т р е х ,  т о  м о ж н о  в ы ­
б р а т ь  и з  н и х  т р и  с  н е з а в и с и м ы м и  р а з м е р н о с т я м и ,  т о г д а  р а з м е р н о ­
с т и  о с т а л ь н ы х  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в  м о г у т  б ы т ь  в ы р а ж е н ы  ч е р е з  
н е з а в и с и м ы е  р а з м е р н о с т и  в ы б р а н н ы х  т р е х  п а р а м е т р о в  в  в и д е  с т е п е н ­
н ы х  о д н о ч л е н о в .  Я с н о ,  ч т о  в  э т о м  с л у ч а е  с и с т е м а  р а з м е р н ы х  у р а в н е ­
н и й  в и д а  ( 8 .3 8 )  с т а н о в и т с я  н е о п р е д е л е н н о й ,  а  с л е д о в а т е л ь н о ,  и с к л ю ч е н а  
в о з м о ж н о с т ь  у с т а н о в л е н и я  о д н о з н а ч н о й  ф у н к ц и о н а л ь н о й  з а в и с и м о с т и  
в и д а  (8 .3 8 ) .
Р а з у м е е т с я ,  ч т о  в  с л у ч а е  т р е х  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в  с  н е з а ­
в и с и м ы м и  р а з м е р н о с т я м и  и з  н и х  н е в о з м о ж н о  о р г а н и з о в а т ь  н и  о д н о й  
б е з р а з м е р н о й  к о м б и н а ц и и .
Е с л и  ч и с л о  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в  р а в н о  ч е т ы р е м ,  п р и ч е м  и з  
н и х  т о л ь к о  т р и  и м е ю т  н е з а в и с и м ы е  р а з м е р н о с т и ,  т о  н е т р у д н о  в и д е т ь ,  
ч т о  и з  и м е ю щ и х с я  ч е т ы р е х  п а р а м е т р о в  м о ж н о  с о с т а в и т ь  л и ш ь  о д н у  
о д н о ч л е н н у ю  с т е п е н н у ю  к о м б и н а ц и ю ,  н е  и м е ю щ у ю  р а з м е р н о с т и .  Е с л и  
и м е е т с я  п я т ь  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в ,  т о  т а к и х  б е з р а з м е р н ы х  к о м ­
б и н а ц и й  м о ж н о  с о с т а в и т ь  т о л ь к о  д в е ,  е с л и  п р е д ы д у щ а я  б е з р а з м е р н а я  
к о м б и н а ц и я  р а с с м а т р и в а е т с я  к а к  н е к о т о р ы й  ч е т в е р т ы й  о п р е д е л я ю щ и й  
п а р а м е т р  и  т. д .  Е с л и  в е л и ч и н а  A  и м е е т  n  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в ,  т о  
и з  н и х  м о ж н о  с о с т а в и т ь  n  — 3 б е з р а з м е р н ы х  к о м б и н а ц и й .  В  э т о м  с л у ч а е  
ф у н к ц и о н а л ь н а я  з а в и с и м о с т ь  (8 .3 6 )  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  в  с л е д у ю щ е м  
в и д е :
A  =  a ^a f  . . .  a£nkf (S i ,62... Sn-з) . (8 .4 4 )
З д е с ь  п р о и з в о л ь н а я  ф у н к ц и я  f  о т  н е з а в и с и м ы х  б е з р а з м е р н ы х  к о м ­
б и н а ц и й  Si , S2 . . .  Sn- 3 о с т а е т с я  н е о п р е д е л е н н о й .  П о к а з а т е л и  с т е п е н е й  
д о л ж н ы  в ы б и р а т ь с я  п р и  п о м о щ и  к а к и х - т о  д о п о л н и т е л ь н ы х  с о о б р а ж е ­
н и й . С к а з а н н о е  в ы ш е  л у ч ш е  в с е г о  и л л ю с т р и р о в а т ь  п р и м е р о м .
С и л а  с о п р о т и в л е н и я  ш а р а
Н а й т и  ф у н к ц и о н а л ь н у ю  з а в и с и м о с т ь  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  F  ш а р а ,  
о б т е к а е м о г о  п о т о к о м  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и ,  о т  о п р е д е л я ю щ и х  
п а р а м е т р о в .  О ч е в и д н о ,  о п р е д е л я ю щ и м и  п а р а м е т р а м и  б у д у т :  р  —  п л о т ­
н о с т ь  ж и д к о с т и ;  v  —  с к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а ;  r0 —  р а д и у с  ш а р а ;  
v —  к и н е м а т и ч е с к а я  в я з к о с т ь .
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З а п и ш е м  р а з м е р н о с т и  о п р е д е л я е м о й  в е л и ч и н ы  и  п а р а м е т р о в :
[ F  ] =  M L T - 2 , [ р ] =  M L - - , [ v  ] =  L T - 1 , 
[ ro  ] =  L ,  [ v  ] =  L 2 T - 1 .
(8 .4 5 )
В  д а н н о й  з а д а ч е  ч и с л о  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в  р а в н о  ч е т ы р е м .  
И з  н и х  п е р в ы е  т р и  м о г у т  б ы т ь  п р и н я т ы  з а  о с н о в н ы е ,  т а к  к а к  о н и  и м е ю т  
н е з а в и с и м ы е  р а з м е р н о с т и .  Н а й д е м  б е з р а з м е р н у ю  к о м б и н а ц и ю  п а р а м е т ­
р о в .  О ч е в и д н о ,  д л я  э т о г о  д о с т а т о ч н о  с о с т а в и т ь  с л е д у ю щ е е  у р а в н е н и е  
р а з м е р н о с т и :
A 0 =  ( M L - 3 ) a ( L T - 1 ) e  L Y ( L 2 T - 1 ) £ . (8 .4 6 )
П р и р а в н и в а я  с т е п е н и  о д и н а к о в ы х  о с н о в н ы х  в е л и ч и н ,  п о л у ч и м  у р а в ­
н е н и я  д л я  п о к а з а т е л е й  с т е п е н и :
0  =  а ,  0  =  — 3 а  +  в  +  у  +  2 е , 0  =  — в  — е .  (8 .4 7 )
Р е ш е н и е  э т о й  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  и м е е т  в и д
а  =  0 , в  =  Y  =  —е . (8 .4 8 )
С л е д о в а т е л ь н о ,  п о к а з а т е л и  в ,  Y ,  е  м о г у т  б ы т ь  л ю б ы м и  о д и н а к о в ы м и  
ц е л ы м и  и л и  д р о б н ы м и  в е щ е с т в е н н ы м и  ч и с л а м и .  Б е з р а з м е р н а я  к о м б и ­
н а ц и я  п а р а м е т р о в  т а к а я :
S =  ( V T ° У  =  ( R e ) e =  f  ( R e ) .  ( 8 .4 9 )
В  п о с л е д н е й  ф о р м у л е  п о к а з а т е л ь  с т е п е н и  в  о с т а е т с я  н е о п р е д е л е н ­
н ы м ,  п о э т о м у  з а м е н и м  с т е п е н н у ю  ф о р м у л у  н е к о т о р о й  ф у н к ц и е й  о т  ч и с ­
л а  Р е й н о л ь д с а .  Т о г д а  о б щ и й  в и д  ф о р м у л ы  д л я  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  б у ­
д е т  и м е т ь  в и д
F  =  p a v e  rY v £k f  ( R e ) .  (8 .5 0 )
П о с к о л ь к у ,  п р и р а в н и в а я  п о к а з а т е л и  с т е п е н е й  п р а в о й  и  л е в о й  ч а с т и  
у р а в н е н и я  р а з м е р н о с т и  ( 8 .4 4 ) ,  м ы  п о л у ч и м  л и ш ь  т р и  у р а в н е н и я  д л я  
ч е т ы р е х  н е и з в е с т н ы х ,  т о  з а д а ч а  с т а н о в и т с я  н е о п р е д е л е н н о й .  М ы  м о ж е м  
и х  о п р е д е л и т ь  л и ш ь  в  д в у х  п р е д е л ь н ы х  с л у ч а я х  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и .
Р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  с л у ч а й  д в и ж е н и я  п р и  м а л ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д ­
с а .  Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  п р и  м а л ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  м о ж н о  р а с ­
с м а т р и в а т ь  к а к  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и ,  о б л а д а ю щ е й  б о л ь ш о й  в я з к о с т ь ю .
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В  э т о м  с л у ч а е ,  о ч е в и д н о ,  п л о т н о с т ь  ж и д к о с т и  н е  д о л ж н а  и г р а т ь  с у щ е ­
с т в е н н о й  р о л и  и  е е  м о ж н о  и с к л ю ч и т ь  и з  ч и с л а  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т ­
р о в .  О п р е д е л я ю щ и м и  п а р а м е т р а м и  б у д у т  v ,  r 0 , п ,  и м е ю щ и е  н е з а в и с и ­
м ы е  р а з м е р н о с т и :
[ F  ] =  M L T - 2 , [ v  ] =  L T - 1 ,
ro ] =  L ,  [ п  ] =  M L - 1 T - 1 .
У р а в н е н и е  р а з м е р н о с т е й  и м е е т  в и д
M L T - 2  =  ( L T - 1 ) a L e  ( M L - 1 T - 1 ) Y . (8 .5 2 )
Е с т е с т в е н н о ,  ч т о  н и к а к и х  б е з р а з м е р н ы х  к о м б и н а ц и й  и з  э т и х  т р е х  
п а р а м е т р о в  с о с т а в и т ь  н е л ь з я .  Д л я  н а х о ж д е н и я  п о к а з а т е л е й  с т е п е н е й  
и м е е м  у р а в н е н и я :
1 =  у  , 1 =  а  +  в  — Y ,  — 2 =  — а  — Y . (8 .5 3 )
О т с ю д а  н а х о д и м
Y = 1 ,  а  =  1, в  =  1
С л е д о в а т е л ь н о ,  с и л а  с о п р о т и в л е н и я  з а п и ш е т с я  в  в и д е
F  =  n r 0v k .  (8 .5 5 )
М ы  п о л у ч и л и  ф о р м у л у  С т о к с а  с  н е о п р е д е л е н н ы м  б е з р а з м е р н ы м  ч и с ­
л е н н ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м  к .  К а к  м ы  в и д е л и ,  а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  д а е т  
к  =  6 п .
Р а с с м о т р и м  д р у г о й  п р е д е л ь н ы й  с л у ч а й  —  о б т е к а н и е  ш а р а  п р и  о ч е н ь  
б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  ( R e  ^  1 ) . В  э т о м  с л у ч а е  д в и ж е н и е  ж и д ­
к о с т и  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  д в и ж е н и е  м а л о в я з к о й  ж и д к о с т и .  Т о ­
г д а  и з  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в  м о ж н о  и с к л ю ч и т ь  в я з к о с т ь .  Р а з м е р ­
н о с т и  о с т а л ь н ы х  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в  р , v ,  r 0 н е з а в и с и м ы ,  и  и з  
н и х  н е л ь з я  о б р а з о в а т ь  н е к о т о р у ю  б е з р а з м е р н у ю  к о м б и н а ц и ю .  У р а в н е ­
н и е  р а з м е р н о с т е й  т а к о в о :
M L T - 2  =  ( M L - 3 ) a ( L T - 1 ) e  L Y. (8 .5 6 )
Д л я  п о к а з а т е л е й  с т е п е н и  и м е е м  у р а в н е н и я
1 =  а ,  1 =  — 3 а  +  в  +  Y , — 2 =  — в .  (8 .5 7 )
(8 .5 4 )
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Отсюда
а =  1, в =  2, Y =  2. (8.58)
Тогда сила сопротивления должна зависеть от определяющих пара­
метров следующим образом:
F = pv2r0k. (8.59)
Мы получили, что сила сопротивления шара при больших числах 
Рейнольдса (в том числе и при турбулентном движении) должна быть 
пропорциональна квадрату скорости, а не первой степени, как в преды­
дущем случае при Re ^  1. Единственный неизвестный безразмерный 
коэффициент k может быть определен из опыта.
При промежуточных числах Рейнольдса метод размерностей не мо­
жет однозначно определить функциональную зависимость силы сопро­
тивления от всех определяющих параметров. Однако и в этом случае 
метод размерностей может быть весьма полезен. Действительно, при 
любых числах Рейнольдса уравнение размерности имеет вид
MLT -2 =  (ML-3)a(LT-1 )в LY (L2T-1)e. (8.60)
Система уравнений для нахождения показателей степеней содержит 
три уравнения для нахождения четырех неизвестных:
1 =  а, 1 =  —3а +  в +  Y +  2е, - 2  = —в — е. (8.61)
Решение этой системы уравнений неоднозначно. Если положить в =  
1 , то получим
а = 1, в = 1, Y =  1, е =1 .  (8.62)
Тогда функциональная зависимость силы сопротивления от опреде­
ляющих параметров должна иметь вид
F = pvr0 vkf  (Re). (8.63)
Если положить в =  2, то y =  2, е =  0 ,и  выражение для силы нужно 
записать так:
F = pv2r^kf (Re). (8.64)
К сожалению, теория размерностей не может нам указать, какая 
из этих формул является правильной. Но, во всяком случае, теперь мы
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имеем дело лишь с двумя функциональными зависимостями, и экспери­
ментатору достаточно определить неизвестные коэффициенты, ф унк­
циональную зависимость от безразмерных комбинаций определяющих  
параметров, а также пределы применимости той или иной формулы. 
Э то  обстоятельство значительно сокращает объем необходимой экспе­
риментальной работы и является направляющей идеей для рациональ­
ного планирования эксперимента.
8.2.3. Выбор определяющих параметров 
и основных величин
Если известна математическая постановка задачи, то выбор определяю­
щих параметров следует из уравнений движения и граничных условий. 
В этом случае определяющие параметры — это все данные, которые 
необходимо задать для вычисления искомых физических величин. Если 
же уравнения, управляющие данным явлением, неизвестны, то остает­
ся, опираясь на физическую интуицию и предварительные эксперимен­
тальные данные, испытать несколько гипотез о предполагаемой системе 
определяющих параметров.
Здесь рассмотрены лишь три основные величины — масса, длина и 
время. Поэтому для нахождения показателей степеней имелось всегда 
только три уравнения, и если число определяющих параметров было 
больше трех, это ставило нас в затруднительное, хотя и не всегда без­
выходное положение. Введение дополнительных основных единиц изме­
рения могло бы помочь в некоторых случаях реш ить задачу однозначно, 
хотя вряд ли это было бы полезно в методологическом отношении.
В заключение отметим, что полезность теории размерности состо­
ит в том, что она без решения уравнений движения определяет точный  
вид функциональной зависимости (если число независимых определяю­
щих параметров меньше или равно числу основных величин) или предо­
ставляет некоторые альтернативные функциональные зависимости (ес­
ли число определяющих параметров больше, чем число основных ве­
личин) и тем самым помогает целенаправленно поставить эксперимент, 
значительно сокращая объем экспериментальной работы.
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Контрольные вопросы
1. Что представляет собой моделирование? Каковы его цели?
2. Каково назначение аэродинамической трубы? Какие основные требова­
ния предъявляются к аэродинамическим трубам?
3. В чем состоит предназначение метода подобия в гидроаэродинамике?
4. Как вводятся критерии подобия течений вязкой жидкости?
5. Поясните физический смысл чисел Маха, Рейнольдса, Фруда и Стру- 
хала.
6. При каких условиях потоки жидкости будут динамически подобными?
7. Что такое геометрическое подобие двух потоков жидкости?
8. Какие тела называются геометрически подобными?
9. Обязательно ли динамически подобные потоки должны быть геомет­
рически подобными, и наоборот?
10. Что дает анализ размерностей физических явлений?
11. Что такое мера физической величины? Чем определяется масштаб ме­
ры?
12. Какие физические величины называют основными, а какие — произ­
водными?
13. Что называют размерностью физической величины?
14. Какие величины являются основными в гидродинамике?
15. Что такое определяющие параметры?
16. Сколько безразмерных комбинаций можно составить из N определяю­
щих параметров, если n из них являются основными?
17. Как построить уравнение размерности?
18. Как получить уравнения для показателей размерностей?
19. Как выбрать определяющие параметры и основные величины?
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Примеры решения задач
З а д а ч а  8 .1
О п р е д е л и т е  б у к с и р о в о ч н о е  у с и л и е ,  т р е б у е м о е  д л я  б у к с и р о в к и  т е л а ,  
и м е ю щ е г о  ф о р м у  э л л и п с о и д а  в р а щ е н и я .  Д л и н а  т е л а  1, 5  м , и  е г о  п р е д ­
п о л а г а е т с я  б у к с и р о в а т ь  г л у б о к о  п о г р у ж е н н ы м  в  в о д у  п р и  т е м п е р а т у р е  
15  ° С  с о  с к о р о с т ь ю  3 м / с .  Г е о м е т р и ч е с к и  п о д о б н а я  м о д е л ь  и с п ы т ы в а е т с я  
в  а э р о д и н а м и ч е с к о й  т р у б е  с  р е г у л я р н ы м  д а в л е н и е м  и  с к о р о с т ь ю  д в и ж е ­
н и я  в о з д у х а  3 0  м / с  п р и  т е м п е р а т у р е  15 ° С .  П л о т н о с т ь  в о д ы  1 0 0 0  к г / м 3 . 
О т н о ш е н и е  к о э ф ф и ц и е н т о в  в я з к о с т и  д л я  в о з д у х а  и  в о д ы  п р и  з а д а н н о й  
т е м п е р а т у р е  р а в н о  0 ,0 1 6 .
Р е ш е н и е
П о с к о л ь к у  ч и с л о  М а и е в с к о г о  м а л о  ( M  ^  1 ) ,  с ж и м а е м о с т ь ю  с р е д ы  
м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .  В л и я н и е м  с и л ы  т я ж е с т и  т а к ж е  п р е н е б р е г а е м .  П о ­
с к о л ь к у  д в и ж е н и е  с т а ц и о н а р н о е ,  т о  е д и н с т в е н н ы м  к р и т е р и е м  п о д о б и я  
я в л я е т с я  ч и с л о  R e .
И з  р а в е н с т в а  ч и с е л  Р е й н о л ь д с а  д л я  н а т у р ы  и  м о д е л и  и м е е м
О т с ю д а
р  м 
рн









0 ,0 1 6
3 ■ 1 ,5  
3 0  ■ 0 ,3
0 ,0 0 8 .
(8 .6 5 )
(8 .6 6 )
Ч т о б ы  э т о  с о о т н о ш е н и е  в ы п о л н я л о с ь ,  п л о т н о с т ь  в о з д у х а  д о л ж н а  
б ы т ь  р а в н а :
р м =  р н ■ 0 ,0 0 8  к г / м 3 =  8  к г / м 3 .
П о с к о л ь к у  п л о т н о с т ь  а т м о с ф е р н о г о  в о з д у х а  п р и  т е м п е р а т у р е  15 ° С  
р а в н а  1 ,3 3  к г / м 3 , т о  д л я  о б е с п е ч е н и я  т р е б у е м о й  п л о т н о с т и  д а в л е н и е  
в о з д у х а  в  а э р о д и н а м и ч е с к о й  т р у б е  д о л ж н о  б ы т ь  о к о л о  6  а т м  «  6  ■ 1 0 5 П а .
П у с т ь  в  э т и х  у с л о в и я х  и з м е р е н н а я  с и л а  с о п р о т и в л е н и я  м о д е л и  F M 
о к а з а л а с ь  р а в н о й  2 ,9 5  Н . Т о г д а  и з  р а в е н с т в а  к о э ф ф и ц и е н т о в  с о п р о т и в ­
л е н и я  и м е е м
F Fм н
р мФМ S M р н"^Н^Н (8 .6 7 )
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где SM и Sh — площади поверхности модели и натуры. Условие геомет­




(8 .6 8 )
Тогда сила, которую следует приложить для буксировки тела, равна:
F _  F Рн (  VhL, 
F н -- F м Рм VMLM _  92,2 Н.
2
(8.69)
З а д а ч а  8 . 2
В химических технологических процессах часто используют боль­
шие резервуары, в которых осуществляется гидродинамическое пере­
мешивание вещества (см. рисунок).
Необходимо найти глубину центральной 
воронки при стационарном движении жид­
кости в резервуаре как функцию угловой 
скорости мешалки Q. Диаметры резервуара 
и мешалки велики и равны D и d соответ­
ственно. Предполагается поставить модель­
ные опыты в геометрически подобном сосу­
де меньших размеров. Необходимо опреде­
лить условия, при которых следует прово­
дить модельные испытания, чтобы правиль­
но предсказать результаты для натуры.
Решение
Скорость движения жидкости мала по сравнению со скоростью зву­
ка, т. е. M ^  1. Поэтому жидкость можно считать несжимаемой и число 
Маха не принимать во внимание. Поскольку по условию задачи дви­
жение жидкости стационарно, то и число Струхала также можно не 
рассматривать.
В качестве характерного размера выберем диаметр турбинной ме­
шалки d, а в качестве характерной скорости — линейную скорость ме­
шалки Ш . Тогда числа Рейнольдса и Фруда определятся следующими
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в ы р а ж е н и я м и :
(8 .7 0 )R e
d2Qp
------- - ,  F r
П
Q2d,g
г д е  g  —  у с к о р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я .
И з  у с л о в и я  р а в е н с т в а  ч и с е л  F r д л я  м о д е л и  и  н а т у р ы  н а х о д и м
Й м
й Н
У с л о в и е  р а в е н с т в а  ч и с е л  R e :
d M Й мр м d H^Hp H
Пм Пн
С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  ( 8 .7 1 )  и м е е м
Пм _ Пн f du\3/2
рм рН \ dH /
(8 .7 1 )
(8 .7 2 )
(8 .7 3 )
П о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  с в и д е т е л ь с т в у е т  о  т о м ,  ч т о  д и н а м и ч е с к о е  п о ­
д о б и е  (в  д а н н о м  с л у ч а е  п о д о б и е  ц е н т р а л ь н ы х  в о р о н о к )  н е  м о ж е т  б ы т ь  
д о с т и г н у т о ,  е с л и  в  н а т у р н о м  и  м о д е л ь н о м  с о с у д а х  и с п о л ь з у е т с я  о д н а  
и  т а  ж е  ж и д к о с т ь .  В  м о д е л ь н о м  с о с у д е  д о л ж н а  и с п о л ь з о в а т ь с я  м е н е е  
в я з к а я  ж и д к о с т ь .  Е с л и  р а з м е р  м о д е л ь н о й  м е ш а л к и  в  д в а  р а з а  м е н ь ш е  
р а з м е р а  н а т у р н о й  м е ш а л к и  ( d M/ d H _  1 / 2 ) ,  т о  к и н е м а т и ч е с к а я  в я з к о с т ь  
ж и д к о с т и  в  м о д е л ь н о м  а п п а р а т е  д о л ж н а  б ы т ь  р а в н а  к и н е м а т и ч е с к о й  
в я з к о с т и  ж и д к о с т и  в  н а т у р н о м  а п п а р а т е ,  д е л е н н о й  н а  л /8 .
З а д а ч а  8 .3
П о т о к  и д е а л ь н о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  о б т е к а е т  ш а р  р а д и у с о м  
R  с о  с к о р о с т ь ю  v . Д а в л е н и е  ж и д к о с т и  в д а л и  о т  ш а р а  р а в н о  н у л ю ,  а  
д а в л е н и е  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  р а в н о  р .  И с п о л ь з у я  а н а л и з  р а з м е р н о с т е й ,  
и с с л е д о в а т ь  з а в и с и м о с т ь  д а в л е н и я  р  о т  с к о р о с т и  v  и  о п р е д е л и т ь  с и л у  
л о б о в о г о  с о п р о т и в л е н и я  F .
Р е ш е н и е
П о с к о л ь к у  ж и д к о с т ь  и д е а л ь н а ,  т о  о п р е д е л я ю щ и м и  п а р а м е т р а м и  б у ­
д у т  п л о т н о с т ь  р , с к о р о с т ь  v  и , в о з м о ж н о ,  р а д и у с  ш а р а  R .  Т а к и м  о б р а ­
з о м ,  п р е д с т а в л я е т  и н т е р е с  ф у н к ц и о н а л ь н а я  з а в и с и м о с т ь
Р  _  / (P , V , R ) .  ( 8 .7 4 )
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З а п и ш е м  у р а в н е н и е  р а з м е р н о с т е й :
[ Р  ] =  [ р ] а [ v  ]e  [ R  Р ,
L - I M T - 2 =  ( M L - 3 ) a ( L T - 1 ) e L 1 .
О т с ю д а  д л я  п о к а з а т е л е й  р а з м е р н о с т е й  н а х о д и м
— 1 =  — 3 а  +  в  +  Y ,  1 =  а ,  — 2 =  — в ,
а  =  1 , в  =  2 , Y  =  0 .
Д л я  д а в л е н и я  п о л у ч а е м  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е :
p  =  k p v 2 , (8 .7 7 )
г д е  k  —  н е к о т о р ы й  б е з р а з м е р н ы й  к о э ф ф и ц и е н т .
Е с л и  у ч е с т ь  с т а т и ч е с к о е  д а в л е н и е  ж и д к о с т и  р 0 в д а л и  о т  ш а р а ,  т о  
м о ж н о  з а п и с а т ь
p  =  Р о +  k p v 2 . (8 .7 8 )
З а м е т и м ,  ч т о  д а в л е н и е  ж и д к о с т и  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  н е  з а в и с и т  о т  
р а д и у с а  ш а р а .
О п р е д е л и м  с и л у  л о б о в о г о  с о п р о т и в л е н и я  к а к  ф у н к ц и ю  о п р е д е л я ю ­
щ и х  п а р а м е т р о в :
F  =  f  ( p , v , R ) . ( 8 .7 9 )
З а п и ш е м  у р а в н е н и е  р а з м е р н о с т е й :
[ F  ] =  [ p  ]x [ v  ]y [ R  ]z , L M T - 2 =  ( M L - 3 ) x ( L T - 1 ) L z . (8 .8 0 )
О т с ю д а  н а х о д и м  п о к а з а т е л и  р а з м е р н о с т е й :
x  =  1 , y  =  2 , z  =  2 . (8 .8 1 )
Д л я  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  и м е е м
F  =  A p v 2 R 2 , (8 .8 2 )
г д е  A  —  б е з р а з м е р н а я  п о с т о я н н а я .
П о с к о л ь к у  с и л а  з а в и с и т  о т  к в а д р а т а  с к о р о с т и ,  т о  F ( —v )  =  F ( v ) .  
С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  я с н о ,  ч т о  п р и  и з м е н е н и и  н а п р а в л е н и я  д в и ж е н и я  
ж и д к о с т и  д о л ж е н  и з м е н и т ь с я  и  з н а к  с и л ы  F ( —v )  =  — F ( v ) .  Э т о  п р о ­
т и в о р е ч и е  и с ч е з а е т  л и ш ь  п р и  F  =  0 и л и , ч т о  т о  ж е  с а м о е ,  п р и  A  =  0.
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Напомним, что отсутствие лобового сопротивления при движении тел 
в идеальной жидкости называют парадоксом Даламбера.
З а д а ч а  8 .4
В теориях кипения жидкости и кавитации представляет интерес вре­
мя схлопывания образовавшегося воздушного пузырька в объеме жид­
кости. Пусть начальный радиус пузырька равен R 0 . Давление жидкости 
на бесконечности равно р 0 . Определите время т , в течение которого об­
разовавшаяся сферическая полость заполняется жидкостью. Никаких 
других сил к жидкости не приложено. Жидкость считать несжимаемой. 
Давлением газа в пузырьке пренебречь.
Решение
Поскольку жидкость идеальная, определяющими параметрами вре­
мени схлопывания полости т  являются начальный радиус полости R 0 , 
плотность жидкости р и давление р 0 , т. е.
т  =  /  (р , Ро , R c ) . (8.83)
Уравнение размерностей:
[т  ] =  [ R o  ]x [р ]y [ро ]z , T = LX(ML- 3 )y (L-1M T-2)z. (8.84)
Отсюда находим
0 =  x — 3 y — z, 0 =  y +  z, 1 =  —2 z; (8.85)
1 1
’ y 2 2
Тогда время захлопывания пузырька таково:
т  =  kR0 * Г- .̂ (8.86)ро
Из точного решения этой задачи для безразмерного коэффициента 
было получено значение k  =  0 ,915.
З а д а ч а  8 .5
Методом анализа размерностей определить скорость звука в упругой 
среде как функцию плотности р  и модуля Юнга E.
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Решение
П о с к о л ь к у  с к о р о с т ь  з в у к а  я в л я е т с я  ф у н к ц и е й  п л о т н о с т и  у п р у г о й  
с р е д ы  и  м о д у л я  Ю н г а ,  т о  у р а в н е н и е  р а з м е р н о с т е й  з а п и ш е т с я  в  в и д е
[ v  ] =  [ Р  ]а [ E  ]в . (8 .8 7 )
Н а п о м н и м ,  ч т о  м о д у л ь  Ю н г а  и м е е т  р а з м е р н о с т ь  д а в л е н и я .  П о э т о м у  
и з  ( 8 .8 7 )  и м е е м
L T - 1  =  ( M L - 3 ) a  ( L - 1 M T - 2 ) e , ( 8 .8 8 )
1 =  - З а  -  в ,  0  =  а  +  в ,  - 1  =  - 2 в .
О т с ю д а  п о к а з а т е л и  р а з м е р н о с т е й  т а к о в ы :
а  =  -  1 ,  в  =  1 .  (8 .8 9 )
Д л я  с к о р о с т и  з в у к а  п о л у ч и м
v Ч ‘Е (8 .9 0 )
Б е з р а з м е р н а я  п о с т о я н н а я  к  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  и з  э к с п е р и м е н т а  
и л и  р а с с ч и т а н а  и з  р е ш е н и я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я .
З а д а ч а  8 . 6
Г а з о в ы й  п у з ы р ь ,  о б р а з о в а в ш и й с я  в  р е з у л ь т а т е  г л у б и н н о г о  п о д в о д ­
н о г о  в з р ы в а ,  о с ц и л и р у е т  с  п е р и о д о м  т . М е т о д о м  а н а л и з а  р а з м е р н о с т е й  
о п р е д е л и т ь  з а в и с и м о с т ь  п е р и о д а  о с ц и л я ц и и  о т  с т а т и ч е с к о г о  д а в л е н и я  
р ,  п л о т н о с т и  в о д ы  р  и  п о л н о й  э н е р г и и  в з р ы в а  е .
Р е ш е н и е
Ф и з и ч е с к и е  в е л и ч и н ы ,  с о с т а в л я ю щ и е  з а д а ч у ,  и м е ю т  с л е д у ю щ и е  р а з ­
м е р н о с т и :
[ т  ] =  T ,  [ р  ] =  L - 1 M T - 2 ,
[ р  ] =  M L - 3 , [ е  ] =  M L 2 T - 2 . 
И з  у р а в н е н и я  р а з м е р н о с т е й
[ т  ] =  [р ] а  [ Р ] в [ е  ]Y
(8 .9 1 )
(8 .9 2 )
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о п р е д е л я е м  п о к а з а т е л и
0
а







а  +  3 в  — 2 y ,
1
7  =  3  •
1  =  2 а  +  2 7 ,
С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  п е р и о д а  о с ц и л я ц и и  п о л у ч и м
т  =  к
р 3 е 2
р 5
1 / 6
(8 .9 3 )
(8 .9 4 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  ч е м  б о л ь ш е  м о щ н о с т ь  в з р ы в а ,  т е м  б о л ь ш е  п е р и о д  
о с ц и л я ц и й .
З а д а ч а  8 .7
У с т а н о в и в ш е е с я  д в и ж е н и е  н е с ж и м а е м о й  в я з к о й  ж и д к о с т и  в  т р у б е  
р а д и у с а  R  и  д л и н ы  l о б у с л о в л е н о  п о с т о я н н ы м  п е р е п а д о м  д а в л е н и я  
в д о л ь  т р у б ы :  А р  =  р 1 — р 2 . И с п о л ь з у я  а н а л и з  р а з м е р н о с т е й ,  о п р е д е л и т ь  
о б ъ е м н ы й  р а с х о д  Q  и  с р е д н ю ю  п о  с е ч е н и ю  т р у б ы  с к о р о с т ь  v  ж и д к о с т и .  
Р а с с м о т р е т ь  с л у ч а й  л а м и н а р н о г о  м е д л е н н о г о  т е ч е н и я .
Р е ш е н и е
О ч е в и д н о ,  и м е е м  ч е т ы р е  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р а :  п л о т н о с т ь  ж и д ­
к о с т и  р , к о э ф ф и ц и е н т  в я з к о с т и  п , р а д и у с  т р у б ы  R  и  п е р е п а д  д а в л е н и й  
н а  е д и н и ц у  д л и н ы  ц и л и н д р а  А p / l .
Р а з м е р н о с т и  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н :
[ А p / l  ] =  L - 2 M T - 2 , [ р  ] =  M L - 3 , [ п  ] =  M L - 1 T - 1 , 
[ R  ] =  L ,  [ v  ] =  L T - 1 , [ Q  ] =  L 3 T - 1  •
(8 .9 5 )
Поскольку из четырех определяющих параметров три имеют неза­
висимые размерности, можно составить только одну безразмерную ком­
бинацию 5 :
[А р / 1 ]“  [ р ]в [ п ]Y [R p =  1.
о о о а 1 1  (8.96)(L-2MT-2)a(ML-3)e (ML-1T-1)Y L£ =  1. v ’
Отсю да определим показатели размерностей:
2 а  — 3 в  — Y +  £  =  0 , а  +  в  +  Y  =  0 ,
£  2
— 2 а  — y  =  0 , а  =  в  =  3 , Y  =  — 3  £ .
(8 .9 7 )
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Б е з р а з м е р н ы й  п а р а м е т р  и м е е т  в и д
5
p R 3 A p  
П2 l
(8 .9 8 )
В ы р а ж е н и я  д л я  р а с х о д а  и  с р е д н е й  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  в  о б щ е м  с л у ­
ч а е  т а к о в ы :
Q =  F 1 ( 5 ) ( A p / l ) ni p ” 2 n ” 3 R ” 4 , ( 8  9 9 )
v =  F 2 ( 5 ) ( A p / l ) m 1  p m 2  n m 3  R m 4, ( . )
г д е  F 1 (5 )  и  F 2 (5 )  —  н е и з в е с т н ы е  ф у н к ц и и  б е з р а з м е р н о г о  п а р а м е т р а  5 ; 
Hi, Шг —  п о к а з а т е л и  р а з м е р н о с т е й .
П р и  м е д л е н н о м  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  р а с х о д  и  с к о р о с т ь  д о л ж н ы  л и ­
н е й н о  з а в и с е т ь  о т  п е р е п а д а  д а в л е н и й .  П о э т о м у
Fi = Ci5, F2 =  C 2 5 , Hi =  Ш 1 =  0 .
З д е с ь  C i  и  C 2 —  н е к о т о р ы е  б е з р а з м е р н ы е  п о с т о я н н ы е .  
Т о г д а  ф о р м у л ы  р а з м е р н о с т е й  з а п и ш у т с я  в  в и д е
[ Q  ] =  [р ]” 2 [ n ]” 3 [R ]”4 , [ v  ] =  [p ]m2 [ n ]m3 [ R ]m4 .
О т с ю д а  о п р е д е л я е м  п о к а з а т е л и  р а з м е р н о с т е й :
H2 =  - 1 , Пз =  H4 =  1 ,
ш 2 =  - 1 , ш 3 =  1 , ш 4 =  - 1 .
(8 . 1 0 0 )
(8 . 1 0 1 )
(8 . 1 0 2 )
С л е д о в а т е л ь н о ,  в ы р а ж е н и я  ( 8 .9 9 )  з а п и ш у т с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
Q
R  A p  
n l
v
R 2 A p  
n l
(8 .1 0 3 )
О ч е в и д н о ,  ч т о  р а с х о д  и  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  с в я з а н ы  м е ж д у  с о б о й :  
Q  =  n R 2 v . О т с ю д а  C 1 =  n C 2.
И з  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  Н а в ь е  —  С т о к с а  и з в е с т н о ,  ч т о  C 1 =  п / 8 .
З а д а ч а  8 . 8
Р а с с м о т р и м  с т р у й н о е  д в и ж е н и е  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  ч е р е з  в о д о ­
с л и в ,  к о т о р ы й  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  в е р т и к а л ь н у ю  с т е н к у  с  о т в е р с т и е м :  
а )  т р е у г о л ь н о й  ф о р м ы  с  у г л о м  а ;  б )  п р я м о у г о л ь н о й  ф о р м ы  с  ш и р и ­
н о й  к а н а л а  b. В ы с о т а  у р о в н я  ж и д к о с т и  н а д  о с н о в а н и е м  к а н а л а  р а в н а  h . 
Т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  м а с с о в ы й  р а с х о д  ж и д к о с т и  Q m ч е р е з  о т в е р с т и е  
в о д о с л и в а .  Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  с ч и т а т ь  у с т а н о в и в ш и м с я .
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Решение
а )  С е ч е н и е  к а н а л а  и м е е т  т р е у г о л ь н у ю  ф о р м у  с  у г л о м  п р и  о с н о в а н и и  
а .
О п р е д е л я ю щ и м и  п а р а м е т р а м и  б у д у т  п л о т н о с т ь  ж и д к о с т и  р , у с к о р е ­
н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я  g  и  в ы с о т а  у р о в н я  ж и д к о с т и  в  к а н а л е  h . Р а з ­
м е р н о с т и  э т и х  в е л и ч и н ,  а  т а к ж е  м а с с о в о г о  р а с х о д а :
[ р  ] =  M L - - , [ g  ] =  L T - 2 ,
[ h  ] =  L ,  [ Q m  ] =  M T - 1 .
(8 .1 0 4 )
У р а в н е н и е  р а з м е р н о с т е й  и м е е т  в и д
Q m  =  C p x g y h z , M T - 1  =  ( M L - 3 ) x  ( L T - 2 ) y L z . ( 8 .1 0 5 )
О т с ю д а  п о л у ч и м  п о к а з а т е л и  р а з м е р н о с т е й
1 5
x  =  1 , y =  - ,  z  =  - .  ( 8 .1 0 6 )
’ y 2  2  v 7
Д л я  м а с с о в о г о  р а с х о д а  и м е е м
Q m  =  C ( a ) p g 1 /2  h 5 /2 . ( 8 .1 0 7 )
З н а ч е н и е  п о с т о я н н о й  C  з а в и с и т  о т  у г л а  а .
б )  С е ч е н и е  к а н а л а  и м е е т  ф о р м у  п р я м о у г о л ь н и к а  с  ш и р и н о й  о с н о в а ­
н и я  b.
В  э т о м  с л у ч а е  б у д е т  ч е т ы р е  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р а :  р , g ,  b, h . И з  
н и х  м о ж н о  с о с т а в и т ь  о д н у  б е з р а з м е р н у ю  к о м б и н а ц и ю  —  h/b. Т о г д а  р е ­
ш е н и е  б у д е т  и м е т ь  в и д
Qm =  f (h/b)pg1/2 h 5 /2 . ( 8 .1 0 8 )
Ф у н к ц и ю  f  ( h / b )  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  о п ы т н ы м  п у т е м ,  н а б л ю д а я  т е ­
ч е н и е  ч е р е з  в о д о с л и в  р а з л и ч н о й  ш и р и н ы  b, н о  с  п о с т о я н н ы м  у р о в н е м  
ж и д к о с т и  h . О п р е д е л и в  ф у н к ц и ю  f  ( h / b ) ,  п о л у ч е н н у ю  ф о р м у л у  м о ж н о  
п р и м е н я т ь  д л я  л ю б ы х  з н а ч е н и й  б е з р а з м е р н о г о  п а р а м е т р а  h /b .
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Глава 9
Турбулентность
9.1. Ламинарное и турбулентное 
течение
Известно, что медленные течения жидкостей или течения сильно вяз­
ких жидкостей являются упорядоченными, плавными, слоистыми. Та­
кие течения называют ламинарными (от лат. lamina — пластинка, по­
лоска). Например, ламинарным является течение воды в спокойных ре­
ках, газа в капиллярах.
При увеличении скорости движения жидкости упорядоченный сло­
истый характер этого движения нарушается. Оно становится беспоря­
дочным, сопровождается перемешиванием различных слоев жидкости  
и образованием завихрений. Такие течения называют турбулентными 
(от лат. turbulentus — бурный, беспорядочный). Примерами турбулент­
ного течения является движение воздуш ных масс в атмосфере, воды в 
бурных реках, ды ма из труб и т. д.
Все сценарии зарождения турбулентности основаны на факте воз­
никновения первичных возмущений ламинарного течения. В природе 
и технике возмущения появляются при обтекании различных препят­
ствий. Турбулентность атмосферы связана с возмущениями воздушно­
го потока при движении вблизи неоднородностей земной поверхности  
(овраги, лес, горы, строения и т. д .) или при взаимодействии с другими  
потоками. Турбулизация воды в реках обусловлена неровностями реч­
ного дна, порогами, выступами и т. п. При течении в трубопроводах
313
возмущения возникают на входном участке трубы, в местах резкого 
изменения площади сечения трубопровода. При обтекании тел смена 
режимов течения может происходить непосредственно вблизи поверх­
ности этих тел или турбулентный след образуется уже за телом.
Иногда говорят, что турбулентное движение жидкости в отличие 
от ламинарного является вихревым. Турбулентное движение ж идко­
сти, действительно, всегда является вихревым. Но и большинство ла­
минарных течений вязкой жидкости также являются вихревыми, т. е. 
движениями, для которых ротор скорости в каждой точке движущейся  
жидкости не равен нулю.
Отметим следующие особенности турбулентных течений:
1. Турбулентное движение можно представить суперпозицией вих­
рей различных размеров и завихренностей. Верхний предел размера 
вихрей определяется масштабом течения, т. е. размером устройства, 
в котором движется жидкость. Нижний предел зависит от вязкости  
жидкости и уменьшается с увеличением скорости осредненного потока. 
Внутри наименьших вихрей движение жидкости перестает быть турбу­
лентным и определяющую роль играет вязкость. В связи с этим следует 
иметь в виду, что минимальный масштаб вихрей должен быть макроско­
пическим. Э то  означает, что минимальный размер вихрей должен быть  
много больше средней длины свободного пробега молекул. Известно, на­
пример, что при скорости воздушного потока до 1 0 0  м /с  минимальный  
размер атмосферного вихря составляет около 10 - 3  м. Средняя длина  
свободного пробега молекул в воздухе при нормальных условиях со­
ставляет 1 0 - 7  м, что на четыре порядка меньше размера минимального 
вихря.
2. Физические величины, характеризующие турбулентное движение 
(скорость, давление, плотность, температура и т. д .), изменяются хао­
тически как во времени, так и в пространстве. Действительно, инди­
видуальная частица жидкости может двигаться неупорядочено относи­
тельно неподвижного наблюдателя и упорядочено по отношению к на­
блюдателю, движущемуся вместе с частицей. В любой фиксированной  
точке пространства физические величины претерпевают хаотические 
изменения с течением времени.
3. Если ламинарное движение может быть как установившимся, так 
и неустановившимся, то турбулентное движение всегда неустановившее­
ся, так как мгновенные скорости частиц жидкости в данной точке про­
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с т р а н с т в а  в с е  в р е м я  и з м е н я ю т с я  к а к  п о  н а п р а в л е н и ю ,  т а к  и  п о  в е л и ­
ч и н е .
4 . Т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  м о ж н о  н а з в а т ь  к в а з и п е р и о д и ч е с к и м ,  п о ­
с к о л ь к у  в  д а н н о й  т о ч к е  ч е р е з  н е к о т о р ы й  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  с к о р о с т ь  
с н о в а  м о ж е т  п р и н я т ь  п р е ж н е е  м г н о в е н н о е  з н а ч е н и е .  В  н е к о т о р ы й  ф и к ­
с и р о в а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  в е с ь м а  с х о ж и е  к а р т и н ы  т е ч е н и я  п о в т о р я ­
ю т с я  б о л е е  и л и  м е н е е  р е г у л я р н о  в  п р о с т р а н с т в е .
Е с л и  в о  в с е х  о б л а с т я х  п о л я  т е ч е н и я  т у р б у л е н т н о с т ь  и м е е т  к а ч е ­
с т в е н н о  о д н у  и  т у  ж е  с т р у к т у р у ,  т о  т а к у ю  т у р б у л е н т н о с т ь  н а з ы в а ю т  о д ­
н о р о д н о й .  П у л ь с а ц и о н н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  о д н о р о д н о й  т у р б у л е н т н о с т и  
в  с р е д н е м  н е  з а в и с я т  о т  к о о р д и н а т .  Е с л и  ж е  п у л ь с а ц и о н н ы е  в е л и ч и н ы  в  
с р е д н е м  н е  з а в и с я т  о т  н а п р а в л е н и я ,  т о  т а к у ю  т у р б у л е н т н о с т ь  н а з ы в а ­
ю т  и з о т р о п н о й .  П р и  и з о т р о п н о й  т у р б у л е н т н о с т и  п у л ь с а ц и и  в  р а з л и ч ­
н ы х  т о ч к а х  т е ч е н и я  в  о б щ е м  с л у ч а е  р а з н ы е .  Р а з у м е е т с я ,  и з о т р о п н а я  
т у р б у л е н т н о с т ь  м о ж е т  б ы т ь  и  о д н о р о д н о й ,  а  о д н о р о д н а я  —  и з о т р о п н о й .
9.2. Опыты Рейнольдса
П е р в ы е  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  и с с л е д о в а н и я  п е р е х о д а  л а м и н а р н о г о  д в и ­
ж е н и я  ж и д к о с т и  в  т у р б у л е н т н о е  п р о в е л  а н г л и й с к и й  ф и з и к  О с б о р н  Р е й ­
н о л ь д с  (1 8 8 3 ) .  О п ы т ы  з а к л ю ч а л и с ь  в  с л е д у ю щ е м .  В  т р у б у  с  д в и ж у ­
щ е й с я  ж и д к о с т ь ю  в в о д и л а с ь  т о н к а я  т р у б о ч к а ,  и з  к о т о р о й  в  ж и д к о с т ь  
п о с т у п а л о  к р а с я щ е е  в е щ е с т в о  (р и с .  9 .1 ) .
П р и  м а л ы х  с к о р о с т я х  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  
к р а с к а  р а с п р о с т р а н я л а с ь  в д о л ь  т р у б ы  в  в и д е  
т о н е н ь к о й  п р я м о л и н е й н о й  н и т о ч к и ,  п р о с т и р а ­
ю щ е й с я  о т  н о с и к а  т р у б к и  с  к р а с я щ и м  в е щ е ­
с т в о м  д о  к о н ц а  о с н о в н о й  т р у б ы  (р и с .  9 .1 ,  в е р х ­
н я я  ч а с т ь ) .  П р и  п о с т е п е н н о м  у в е л и ч е н и и  с к о ­
р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  н а с т у п а е т  м о м е н т ,  
к о г д а  с т р у й к а  к р а с я щ е г о  в е щ е с т в а  н а ч и н а е т  
п р о и з в о л ь н о  и з г и б а т ь с я  и  з а т е м  р а з м ы в а т ь с я ,  о к р а ш и в а я  р а в н о м е р н о  
в с ю  ж и д к о с т ь  в  т р у б е  (р и с .  9 .1 ,  н и ж н я я  ч а с т ь ) .  О ч е в и д н о ,  ч т о  д о  э т о ­
г о  м о м е н т а  и н д и в и д у а л ь н ы е  ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и  д в и г а л и с ь  п а р а л л е л ь н о  
о с и  т р у б ы ,  т. е . д в и ж е н и е  и м е л о  с л о и с т ы й  ( л а м и н а р н ы й )  х а р а к т е р .  П р и  
н е к о т о р о м  з н а ч е н и и  с к о р о с т и ,  к о т о р а я  н а з ы в а е т с я  к р и т и ч е с к о й ,  л а м и -
J
Р и с .  9 .1
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н а р н о е  т е ч е н и е  ж и д к о с т и  п е р е х о д и т  в  т у р б у л е н т н о е .
Р е й н о л ь д с ,  п р о в о д я  о п ы т ы  с  р а з л и ч н ы м и  ж и д к о с т я м и  в  т р у б а х  р а з ­
л и ч н ы х  д и а м е т р о в ,  у с т а н о в и л ,  ч т о  п е р е х о д  о т  л а м и н а р н о г о  д в и ж е н и я  
к  т у р б у л е н т н о м у  н а с т у п а е т  в с е г д а ,  к о г д а  б е з р а з м е р н а я  в е л и ч и н а  R e  
( 8 .1 0 ) ,  н а з ы в а е м а я  ч и с л о м  Р е й н о л ь д с а ,  д о с т и г а е т  н е к о т о р о г о  о п р е д е ­
л е н н о г о  з н а ч е н и я .  С л е д о в а т е л ь н о ,  п е р е х о д  л а м и н а р н о г о  д в и ж е н и я  ж и д ­
к о с т и  в  т р у б е  в  т у р б у л е н т н о е  п р о и с х о д и т  в с е г д а  п р и  о д н о м  и  т о м  ж е  
ч и с л е  Р е й н о л ь д с а ,  к о т о р о е  н а з ы в а е т с я  к р и т и ч е с к и м  ч и с л о м  Р е й н о л ь д ­
с а  —  R e Kp. П о э т о м у  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  н е  т о л ь к о  и г р а е т  в а ж н у ю  р о л ь  
в  д и н а м и ч е с к о м  п о д о б и и  п о т о к о в  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и ,  н о  и  
я в л я е т с я  у п р а в л я ю щ и м  п а р а м е т р о м  и х  д в и ж е н и я .
Е с л и  н е  п р и н и м а т ь  с п е ц и а л ь н ы х  м е р  к  с г л а ж и в а н и ю  у с л о в и й  в х о д а  
ж и д к о с т и  в  т р у б у ,  а  т а к ж е  с п е ц и а л ь н о м у  у с т р а н е н и ю  ш е р о х о в а т о с т е й  
с т е н о к  т р у б ы ,  т о  R e Kp ~  2 3 0 0 . В  э т о м  с л у ч а е  е с л и  R e  <  2 3 0 0 , т о  с л у ч а й ­
н ы е  в о з м у щ е н и я ,  в о з н и к а ю щ и е  в  п о т о к е ,  б у д у т  з а т у х а т ь  в н и з  п о  т е ч е ­
н и ю  и  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  с о х р а н я е т  с в о й  л а м и н а р н ы й  х а р а к т е р .  Е с л и  
ж е  R e  >  2 3 0 0 , т о  в о з м у щ е н и я ,  н е  п е р е д а в а я с ь  в в е р х  п о  п о т о к у ,  р а з р а с т а ­
ю т с я  в н и з  п о  т е ч е н и ю  ж и д к о с т и .  В о о б щ е  с г л а ж и в а н и е м  у с л о в и й  в х о д а  в  
т р у б у  и  у с т р а н е н и е м  ш е р о х о в а т о с т е й  с т е н о к  т р у б ы  м о ж н о  с у щ е с т в е н н о  
с д в и н у т ь  п е р е х о д  л а м и н а р н о г о  т е ч е н и я  в  т у р б у л е н т н о е .  В  т а к и х  с л у ч а ­
я х  м о ж н о  н а б л ю д а т ь  л а м и н а р н о е  д в и ж е н и е  п р и  R e  =  6 0  0 0 0  и  б о л е е .
О п ы т  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  R e Kp =  2 3 0 0  н е  я в л я е т с я  у н и в е р с а л ь н ы м  з н а ­
ч е н и е м  и  х а р а к т е р н о  т о л ь к о  д л я  ц и л и н д р и ч е с к о й  т р у б ы  к р у г л о г о  п о п е ­
р е ч н о г о  с е ч е н и я .  Т а к ,  в  р а с ш и р я ю щ е й с я  т р у б е  R e Kp <  2 3 0 0 , в  с у ж а ю ­
щ е й с я  т р у б е  R e Kp >  2 3 0 0 .
П р и  в н е ш н е м  о б т е к а н и и  т е л  з н а ч е н и я  к р и т и ч е с к о г о  ч и с л а  Р е й н о л ь д ­
с а  с у щ е с т в е н н о  м е н ь ш е ,  ч е м  п р и  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  в  т р у б а х .  Н а п р и ­
м е р ,  п р и  о б т е к а н и и  ц и л и н д р а  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  п о т о к о м  ж и д к о с т и ,  
п е р п е н д и к у л я р н ы м  о с и  ц и л и н д р а ,  R e Kp =  3 4 . Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  к а ж ­
д о й  г е о м е т р и и  т е ч е н и я  и м е е т с я  с в о е  к р и т и ч е с к о е  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а .
И з  о п ы т о в  Р е й н о л ь д с а  с л е д у е т  в ы в о д  о  т о м ,  ч т о  п е р е х о д  к  т у р б у ­
л е н т н о с т и  с в я з а н  с  п о т е р е й  у с т о й ч и в о с т и  т е ч е н и я  ж и д к о с т и .  П о э т о м у  
д л я  в ы я в л е н и я  к р и т е р и е в ,  о п р е д е л я ю щ и х  х а р а к т е р  т е ч е н и я ,  н е о б х о д и ­
м о  и с с л е д о в а т ь  п р о б л е м у  у с т о й ч и в о с т и  л а м и н а р н о г о  т е ч е н и я .
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9.3. Устойчивость стационарного 
движения жидкости
В  э л е м е н т а р н о й  ф и з и к е  п о н я т и е  у с т о й ч и в о с т и  о б ы ч н о  о б ъ я с н я ю т  н а  
п р и м е р е  ш а р и к а ,  н а х о д я щ е г о с я  н а  п о в е р х н о с т я х  р а з л и ч н о й  ф о р м ы  
(р и с .  9 .2 ) .
П у с т ь  ш а р и к  п о к о и т с я  н а  д н е  в о г н у т о й  п о л о с т и  (р и с .  9 .2 ,  а ) .  Е с л и  
ш а р и к  н е м н о г о  с м е с т и т ь ,  а  з а т е м  о т п у с т и т ь ,  т о  о н  о б я з а т е л ь н о  в о з в р а ­
т и т с я  в  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я .  Э т о  п р о и с х о д и т  п о т о м у ,  ч т о  с и л а  т я ж е ­
с т и  и  р е а к ц и я  с т е н к и  н е  у р а в н о в е ш и в а ю т с я ,  а  р в н о д е й с т в у ю щ а я  э т и х  
с и л  в с е г д а  н а п р а в л е н а  п р о т и в о п о л о ж н о  с м е щ е н и ю .  В  э т о м  с л у ч а е  п о ­
л о ж е н и е  ш а р и к а  а б с о л ю т н о  у с т о й ч и в о .
Т е п е р ь  п у с т ь  ш а р и к  н а х о д и т с я  в  п о л о ж е н и и  р а в н о в е с и я  н а  в ы п у к л о й  
п о в е р х н о с т и .  С к о л ь  у г о д н о  м а л о е  о т к л о н е н и е  п р и в о д и т  к  в о з н и к н о в е ­
н и ю  р е з у л ь т и р у ю щ е й  с и л ы ,  п е р е м е щ а ю щ е й  ш а р и к  е щ е  д а л ь ш е  о т  п о ­
л о ж е н и я  р а в н о в е с и я .  Т а к о е  р а в н о в е с и е  н а з ы в а ю т  а б с о л ю т н о  н е у с т о й ­
ч и в ы м  ( р и с .  9 .2 ,  б ) .
В  т р е т ь е м  с л у ч а е  с о с т о я н и е  ш а р и к а  у с т о й ч и в о  п р и  м а л ы х  о т к л о ­
н е н и я х  о т  р а в н о в е с и я  и  н е у с т о й ч и в о  п р и  б о л ь ш и х  о т к л о н е н и я х .  Т а к и е  
с о с т о я н и я  н а з ы в а ю т  а с и м п т о т и ч е с к и  у с т о й ч и в ы м и  ( р и с .  9 .2 ,  в ) .
Е с л и  с м е щ а т ь  ш а р и к  н а  г л а д к о й  г о р и з о н т а л ь н о й  п о в е р х н о с т и ,  т о  
о н  о с т а н е т с я  в  р а в н о в е с и и .  Т а к о е  р а в н о в е с и е ,  с о х р а н я ю щ е е с я  п р и  в с е х  
с м е щ е н и я х ,  н а з ы в а ю т  б е з р а з л и ч н ы м  ( р и с .  9 .2 ,  г ) .
Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  
м о ж н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  м е т о д о м  м а л ы х  в о з м у щ е н и й .  Д л я  п р о с т о т ы  р а с ­
с м о т р и м  л и ш ь  п р и н ц и п и а л ь н у ю  с х е м у  э т о г о  м е т о д а  в  с л у ч а е  с т а ц и о н а р ­
н о г о  д в и ж е н и я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  п р и  о т с у т с т в и и  в н е ш н и х  с и л .
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П у с т ь  v o ,  p o е с т ь  с к о р о с т ь  и  д а в л е н и е  ж и д к о с т и ,  з а в и с я щ и е  о т  к о о р ­
д и н а т  и  у д о в л е т в о р я ю щ и е  с т а ц и о н а р н о м у  у р а в н е н и ю  Н а в ь е  —  С т о к с а  
и  у р а в н е н и ю  н е р а з р ы в н о с т и :
(voV )vo -  V p o +  v  A v 0 , d iv  v 0 =  0 .
P
(9 .1 )
З а п и ш е м  э т и  у р а в н е н и я  в  б е з р а з м е р н о м  в и д е .  Д л я  э т о г о  в в е д е м  б е з ­
р а з м е р н ы е  в е л и ч и н ы  и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  о п е р а т о р ы ,  о б о з н а ч е н н ы е  
с и м в о л а м и  с о  з в е з д о ч к о й :
v*
P
v  x *  =  Xi t*  =  t V  
V '  '  L '  t L '
P
pV2 v* L V ,  A *  =  L 2 A ,
г д е  V  и  L  —  х а р а к т е р н ы е  с к о р о с т ь  и  л и н е й н ы й  р а з м е р  т е ч е н и я  с о о т в е т ­
с т в е н н о .  П о д с т а в л я я  э т и  в е л и ч и н ы  в  у р а в н е н и я  ( 9 .1 )  и  д л я  п р о с т о т ы  
о п у с к а я  з в е з д о ч к и ,  п о л у ч и м
( v o V ) v o  =  
d iv  v o =  0 ,
V p o  +  





A v o ,
( 9 .2 )
К а к  м ы  в ы я с н и м  н и ж е ,  и м е н н о  з н а ч е н и е  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  о п р е д е ­
л я е т  п е р е х о д  о т  л а м и н а р н о г о  р е ж и м а  т е ч е н и я  к  т у р б у л е н т н о м у .
П у с т ь  п о  к а к и м - т о  п р и ч и н а м  п р о и з о ш л о  в о з м у щ е н и е  т е ч е н и я .  П о л я  
с к о р о с т и  и  д а в л е н и я  п р е д с т а в и м  в  в и д е  с у м м  с т а ц и о н а р н ы х  р е ш е н и й  и  
в о з м у щ е н и й :
v (x,y,z,t) = v o (x,y,z) + v ' (x,y,z,t), ( 9  3 )
P(x,y,z,t) = Po (x,y,z) +  p / ( x , y , z , t ) .
З а м е т и м ,  ч т о  в о з м у щ е н и я  с к о р о с т и  и  д а в л е н и я  з а в и с я т  н е  т о л ь к о  о т  
к о о р д и н а т ,  н о  и з м е н я ю т с я  т а к ж е  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и .
В  р а м к а х  л и н е й н о й  т е о р и и  у с т о й ч и в о с т и  р а с с м а т р и в а ю т с я  т о л ь к о  
м а л ы е  в о з м у щ е н и я ,  т .  е .
| v / |<| vo |, Р / <  P o.
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Дальнейшая задача состоит в анализе эволюции малых возмуще­
ний. Необходимо вы явить условия, при которых возмущения будут с 
течением времени либо исчезать, либо увеличиваться. В первом случае 
течение будет устойчивым, а во втором — неустойчивым. Важ но опреде­
лить критические значения параметров (в частности, критическое чис­
ло ReKp), при которых стационарное течение начинает разрушаться и 
становится нестационарным и хаотичным.
Очевидно, возмущенное течение жидкости описывается нестацио­
нарным уравнением Навье — Стокса
д v  1
—  +  (v V )v  =  —V p  +  —  A v , div v  =  0 . (9.4)dt Re
Подставляя выражения (9.3) в уравнения (9.4), пренебрегая членами  
второго порядка малости ( ~  v ' 2 ) и учитывая стационарное уравнение 
движения (9.2), получим
д  v ' 1
ж  + (v o V )v ' +  (v 'V )v o  =  —V p ' +  l i e A v ' (9.5)
div v ' =  0 .
Полученные уравнения необходимо дополнить граничными услови­
ями. Предположим, что для возмущений также выполняются условия 
непротекания и прилипания, т. е. на неподвижных границах они равны  
нулю:
v '( x 0 , y o, z 0 , t ) =  0 , (x0,y0,z0) E S, (9.6)
где S  — граничная поверхность.
Таким образом, эволюция возмущения скорости течения описывает­
ся дифференциальным уравнением (9.5) с коэффициентами, зависящи­
ми только от координат. Общее решение такого уравнения можно пред­
ставить в виде суперпозиции гармонических колебаний с различными  
частотами Шk, зависящими от числа Re, и амплитудами fk, зависящими  
только от координат:
v i(x,y,z,t) = 2̂ fik(x,y,z)exp(—̂kt). (9 .7)
k
Частоты Шk в общем случае являются комплексными величинами:
Шk ak + ibk.
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П оэтому можем записать
V (x , y , z , t ) =  ^ e x p ( bkt ) /гк(x,y,z) e x p ( - iwfct) . (9.8)
к
Очевидно, что если в спектре частот шк мнимые части отрицатель­
ны, то возмущение будет с течением времени затухать и движение ж ид­
кости вновь будет стационарным (рис. 9.3, а). Если окажется хотя бы 
одна частота, мнимая часть которой положительна (bk =  Im шк > 0 ), то 
возмущение скорости v[ с течением времени будет неограниченно расти 
(рис. 9.3, б), т. е. первоначальное стационарное течение будет абсолют­
но неустойчиво. Таким образом, для того чтобы стационарное течение 
было устойчивым к малым возмущениям, необходимо, чтобы мнимые 
части всех частот были отрицательны. Тогда возникающие малые воз­
мущения с течением времени будут затухать.
Рис. 9.3
К ак показывают исследования, стационарные течения с невысокими 
скоростями (при малых числах Re) являются устойчивыми. С увеличе­
нием скорости (числа Re) потока в спектре частот появляется такая 
частота, мнимая часть которой оказывается равной нулю. Соответству­
ющее число Рейнольдса определяет границу устойчивости стационарно­
го течения и называется критическим числом Рейнольдса — ReKp. При 
дальнейшем увеличении числа Re появляется все больше частот с по­
ложительной мнимой частью, движение становится абсолютно неустой­
чивым.
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9.4. Устойчивость движения жидкости 
между вращающимися цилиндрами
Р а с с м о т р и м  к а ч е с т в е н н о  п р о б л е м у  у с т о й ч и в о с т и  д в и ж е н и я  в я з к о й  
н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  м е ж д у  д в у м я  в р а щ а ю щ и м и с я  к о а к с и а л ь н ы м и  
ц и л и н д р а м и  ( Р э л е й ,  1 9 1 6 ) .  У г л о в ы е  с к о р о с т и  в н у т р е н н е г о  и  в н е ш н е г о  
ц и л и н д р о в  р а в н ы  с о о т в е т с т в е н н о  и  w 2 .
И д е я  и с с л е д о в а н и я  з а к л ю ч а е т с я  в  с л е д у ю щ е м .  М ы с л е н н о  с м е с т и м  
к а к у ю - л и б о  и н д и в и д у а л ь н у ю  ч а с т и ц у  ж и д к о с т и  с  е е  с т а ц и о н а р н о й  т р а ­
е к т о р и и  в  н е к о т о р о е  с о с е д н е е  п о л о ж е н и е .  Е с л и  п р и  э т о м  в о з н и к а ю т  с и ­
л ы , с т р е м я щ и е с я  в о з в р а т и т ь  е е  в  и с х о д н о е  п о л о ж е н и е ,  т о  т а к о е  д в и ­
ж е н и е  я в л я е т с я  у с т о й ч и в ы м .  В  п р о т и в о п о л о ж н о м  с л у ч а е ,  е с л и  в о з н и ­
к а ю щ и е  с и л ы  с т р е м я т с я  с м е с т и т ь  ч а с т и ц у  е щ е  д а л ь ш е  о т  н а ч а л ь н о й  
т р а е к т о р и и ,  д в и ж е н и е  б у д е т  н е у с т о й ч и в ы м .
П р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  о  ц и л и н д р и ч е с к о м  т е ч е н и и  
К у э т т а  б ы л о  п о к а з а н о ,  ч т о  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о ­
с т е й  ч а с т и ц  ж и д к о с т и  м е ж д у  ц и л и н д р а м и  н е  з а в и ­
с и т  о т  в я з к о с т и  ж и д к о с т и ,  п о э т о м у  м ы  м о ж е м  р а с ­
с м а т р и в а т ь  т а к о е  д в и ж е н и е  к а к  д в и ж е н и е  и д е а л ь ­
н о й  ж и д к о с т и .  П у с т ь  д л я  о п р е д е л е н н о с т и  R 2 >  R i  
(р и с .  9 .4 ) .
Р а с с м о т р и м  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  н е к о т о р у ю  
и н д и в и д у а л ь н у ю  ч а с т и ц у  ж и д к о с т и  м а с с ы  m ,  д в и ­
ж у щ у ю с я  п о  о к р у ж н о с т и  р а д и у с о м  r 0 с  у г л о в о й  
с к о р о с т ь ю  w 0 . В  с т а ц и о н а р н о м  с о с т о я н и и  н а  ч а с т и ц у  д е й с т в у е т  ц е н т р о ­
б е ж н а я  с и л а  m w 0} r 0 , с т р е м я щ а я с я  с д в и н у т ь  ч а с т и ц у  о т  о с и  в р а щ е н и я  
в д о л ь  р а д и у с а ,  и  р а в н а я  е й , н о  п р о т и в о п о л о ж н о  н а п р а в л е н н а я  с и л а ,  
о б у с л о в л е н н а я  р а д и а л ь н ы м  г р а д и е н т о м  д а в л е н и я  ж и д к о с т и  в  з а з о р е  
м е ж д у  ц и л и н д р а м и .  П р и  с т а ц и о н а р н о м  д в и ж е н и и  о б е  с и л ы  в з а и м н о  
к о м п е н с и р у ю т  д р у г  д р у г а ,  п о э т о м у  ч а с т и ц а  д в и ж е т с я  п о  н е к о т о р о й  с т а ­
ц и о н а р н о й  т р а е к т о р и и .
Ц е н т р о б е ж н а я  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  ч а с т и ц у ,  м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ж е ­
н а  ч е р е з  м о м е н т  и м п у л ь с а  ц  р а с с м а т р и в а е м о й  ч а с т и ц ы :
v 0 2 m —  =  m w 0 r 0
r  o
ц 0
з ,m r g
Цо m v 0r 0 m w or ° , ( 9 .9 )
г д е  v 0 —  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ч а с т и ц ы  п о  о к р у ж н о с т и  р а д и у с о м  r 0 .
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Т е п е р ь  м ы с л е н н о  с д в и н е м  ч а с т и ц у  в д о л ь  р а д и у с а  в  н е к о т о р о е  н о в о е  
п о л о ж е н и е  н а  р а с с т о я н и е  r  о т  о с и  в р а щ е н и я  (р и с .  9 .4 ) .  Т а к  к а к  р а с ­
с м а т р и в а е т с я  д в и ж е н и е  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  т о  п р и  т а к о м  п е р е м е щ е ­
н и и  ч а с т и ц ы  д о л ж е н  с о х р а н и т ь с я  е е  м о м е н т  и м п у л ь с а .  С л е д о в а т е л ь н о ,  
н а  ч а с т и ц у  в  н о в о м  п о л о ж е н и и  б у д е т  д е й с т в о в а т ь  ц е н т р о б е ж н а я  с и л а ,  
р а в н а я  ц о / m r 3. Д л я  т о г о  ч т о б ы  ч а с т и ц а  с т р е м и л а с ь  в о з в р а т и т ь с я  в  и с ­
х о д н о е  п о л о ж е н и е ,  э т а  ц е н т р о б е ж н а я  с и л а  д о л ж н а  б ы т ь  м е н ь ш е  е е  р а в ­
н о в е с н о г о  з н а ч е н и я  ц / m r 3 , к о т о р о е  н а  р а с с т о я н и и  r  у р а в н о в е ш и в а е т с я  
с и л о й ,  в ы з в а н н о й  г р а д и е н т о м  д а в л е н и я .  Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  у с т о й ч и ­
в о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  д о л ж н о  б ы т ь  в ы п о л н е н о  с л е д у ю щ е е  у с л о в и е :
ц 2 -  ц 0 >  0 .
С ч и т а я  с м е щ е н и е  м а л ы м ,  м о м е н т  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  м о ж н о  р а з л о ­
ж и т ь  в  р я д  Т е й л о р а  п о  A r  =  r  — r 0. О г р а н и ч и в а я с ь  ч л е н а м и  п е р в о г о  




Ar +  . . .  .
У ч и т ы в а я ,  ч т о  A r  >  0 , у с л о в и е  у с т о й ч и в о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  з а ­
п и с ы в а е т с я  в  в и д е
д ц
Ц ^  >  0 . 
d r
(9 .1 0 )
П р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  о  ц и л и н д р и ч е с к о м  т е ч е н и и  К у э т т а  б ы л а  п о л у ­
ч е н а  д л я  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  с л е д у ю щ а я  ф о р м у л а :
b
v  =  a r  +— , 
r
г д е  п о с т о я н н ы е  а  и  b д а н ы  в ы р а ж е н и я м и  ( 7 .6 5 ) .
Т о г д а  м о м е н т  и м п у л ь с а  р а с с м а т р и в а е м о й  ч а с т и ц ы  о т н о с и т е л ь н о  о с и  
в р а щ е н и я  н а  р а с с т о я н и и  r  о т  н е е  т а к о в :
ц  =  m v r  =  m ( a r 2 +  b ). (9 .1 1 )
И с п о л ь з у я  э т о  в ы р а ж е н и е  в  у с л о в и и  у с т о й ч и в о с т и  ( 9 .1 0 ) ,  н а х о д и м  
m ( a r 2 +  b ) 2 a m r  >  0 , 2 m 2 a r 3u  >  0 . (9 .1 2 )
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П о л у ч е н н о е  с о о т н о ш е н и е ,  о б е с п е ч и в а ю щ е е  у с т о й ч и в о с т ь  д в и ж е н и я ,  
б у д е т  в ы п о л н я т ь с я ,  е с л и  а ш  >  0 . П о д с т а в л я я  п о с т о я н н у ю  а  и з  ( 7 .6 5 ) ,  
и м е е м ш2Й% — ш\К\п 2 п2
R 2 R1 ш >  0 .
П р и  R 2 >  R 1 д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  м е ж д у  д в у м я  в р а щ а ю щ и м и с я  к о а к ­
с и а л ь н ы м и  ц и л и н д р а м и  б у д е т  у с т о й ч и в ы м ,  е с л и  в  л ю б о й  т о ч к е  з а з о р а  
в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о
(W2 R 2 — W1 R 2) ш >  0 . (9.13)
П р о а н а л и з и р у е м  п о л у ч е н н о е  н е р а в е н с т в о .  Д л я  э т о г о  р а с с м о т р и м  
н е с к о л ь к о  ч а с т н ы х  с л у ч а е в .
1. Ц и л и н д р ы  в р а щ а ю т с я  в  п р о т и в о п о л о ж н ы х  н а п р а в л е н и я х ,  т. е . ш 1 
и  ш2 и м е ю т  р а з н ы е  з н а к и .  Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  д в и ж е н и е  в  э т о м  с л у ­
ч а е  б у д е т  н е у с т о й ч и в ы м  п р и  л ю б ы х  з н а ч е н и я х  ш 1 и  ш 2 , т а к  к а к  в н у т р и  
з а з о р а  у г л о в а я  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  ш  и з м е н я е т  з н а к  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  
н е р а в е н с т в о  ( 9 .1 3 )  н е  м о ж е т  б ы т ь  в ы п о л н е н о  в о  в с е м  о б ъ е м е  ж и д к о с т и .
2. Ц и л и н д р ы  в р а щ а ю т с я  в  о д н у  с т о р о н у .  Е с л и  э т о  н а п р а в л е н и е  в р а ­
щ е н и я  ц и л и н д р о в  с ч и т а т ь  п о л о ж и т е л ь н ы м ,  т о  у г л о в а я  с к о р о с т ь  ж и д к о ­
с т и  т а к ж е  п о л о ж и т е л ь н а  в  л ю б о й  т о ч к е  з а з о р а ,  ш >  0 . П о э т о м у  у с л о в и е  
у с т о й ч и в о с т и  в  э т о м  с л у ч а е  б у д е т  и м е т ь  в и д
ш 2$ 2  >  ш 1 R 2 . (9 .1 4 )
3 . В р а щ а е т с я  т о л ь к о  в н е ш н и й  ц и л и н д р .  Т о г д а  ш 1 =  0 , ш 2 >  0 , ш >  0 
и , с л е д о в а т е л ь н о ,  д в и ж е н и е  у с т о й ч и в о  п р и  л ю б ы х  с к о р о с т я х  в р а щ е н и я  
в н е ш н е г о  ц и л и н д р а .
4 . Т е п е р ь  п у с т ь  в р а щ а е т с я  т о л ь к о  в н у т р е н н и й  ц и л и н д р .  В  э т о м  с л у ­
ч а е  ш 1 >  0 , ш 2 =  0 , ш >  0  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  
н е у с т о й ч и в о  п р и  л ю б ы х  с к о р о с т я х  в р а щ е н и я  в н у т р е н н е г о  ц и л и н д р а .
В с е  с к а з а н н о е  в ы ш е  н а г л я д н о  п р е д с т а в л е н о  н а  р и с .  9 .5 .
П р я м а я  1 с о о т в е т с т в у е т  у р а в н е н и ю  ш 2^ ^  =  ш ^ 2 , т. е . я в л я е т с я  г р а ­
н и ц е й  м е ж д у  о б л а с т я м и  у с т о й ч и в о г о  и  н е у с т о й ч и в о г о  д в и ж е н и я  ж и д ­
к о с т и .
Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  р и с у н о к  о т р а ж а е т  в с е  р а с с м о т р е н н ы е  в ы ш е  
с л у ч а и .  О д н а к о  н е к о т о р ы е  у т в е р ж д е н и я  с  ф и з и ч е с к о й  т о ч к и  з р е н и я  
к а ж у т с я  с о м н и т е л ь н ы м и .  Н а п р и м е р ,  у т в е р ж д е н и е ,  ч т о  д в и ж е н и е  б у ­
д е т  в с е г д а  н е у с т о й ч и в ы м ,  е с л и  в р а щ а е т с я  т о л ь к о  в н у т р е н н и й  ц и л и н д р ,
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Р и с .  9 .5
в р я д  л и  с п р а в е д л и в о  п р и  д о с т а т о ч н о  м е д л е н н о м  в р а щ е н и и  в н у т р е н н е ­
г о  ц и л и н д р а .  Э т о т  р е з у л ь т а т  я в л я е т с я  с л е д с т в и е м  и г н о р и р о в а н и я  с и л  
в я з к о г о  т р е н и я  в  д в и ж у щ е й с я  ж и д к о с т и .
А н а л и з  у с т о й ч и в о с т и  с  у ч е т о м  в я з к о с т и  ж и д к о с т и ,  с д е л а н н ы й  Т е й ­
л о р о м  (1 9 2 4 )  с  и с п о л ь з о в а н и е м  о п и с а н н о г о  в ы ш е  м е т о д а  с п е к т р а  ч а с т о т ,  
п р и в о д и т  к  р е з у л ь т а т а м ,  п р е д с т а в л е н н ы м  н а  р и с .  9 .6 .
Р и с .  9 .6
И с с л е д о в а н и е  у д а л о с ь  п р о в е с т и  д о  к о н ц а  т о л ь к о  в  с л у ч а е  м а л ы х  з а ­
з о р о в ,  т. е . п р и  в ы п о л н е н и и  с л е д у ю щ е г о  у с л о в и я :
h  R , h  =  R2 — Ri, R =  (R i  +  R2) / 2 .
И з  р и с .  9 .6  д е й с т в и т е л ь н о  в и д н о ,  ч т о  е с л и  в р а щ а е т с я  т о л ь к о  в н у т ­
р е н н и й  ц и л и н д р  (и2 =  0 ) ,  т о  с у щ е с т в у е т  н е к о т о р а я  к р и т и ч е с к а я  у г л о в а я
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с к о р о с т ь  ш 1кр. Е с л и  с к о р о с т ь  в р а щ е н и я  в н у т р е н н е г о  ц и л и н д р а  м е н ь ш е  
к р и т и ч е с к о й  ш 1кр, т о  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в  з а з о р е  о с т а е т с я  у с т о й ч и в ы м .  
Т о ч н о е  р е ш е н и е  д а е т  д л я  к р и т и ч е с к о й  у г л о в о й  с к о р о с т и  в н у т р е н н е г о  
ц и л и н д р а  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е :
^ 1кр
4 1 , 3 v
hVhR
К а к  в и д н о  и з  п р е д ы д у щ е г о  р а с с м о т р е н и я ,  о р и г и н а л ь н ы й  и  п р о с т о й  
м е т о д  Р э л е я  д а е т  п р а в и л ь н у ю  о ц е н к у  у с т о й ч и в о с т и  н е к о т о р ы х  с л у ч а е в  
д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  з а з о р е .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  о н  п р а в и л ь н о  о п р е д е л и л  
а с и м п т о т у  т о ч н о г о  р е ш е н и я  ш 1 К \  =  u 2 R 2 и  в е р н о  п р е д с к а з а л  у с т о й ч и ­
в о с т ь  д в и ж е н и я  в  т о м  с л у ч а е ,  е с л и  в р а щ а е т с я  т о л ь к о  в н е ш н и й  ц и л и н д р .
Т е о р и я  Т е й л о р а  о б н а р у ж и в а е т  п о р а з и т е л ь н о е  с о в п а д е н и е  с  о п ы т о м  
и  я в л я е т с я  к л а с с и ч е с к и м  п р и м е р о м  и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и  д в и ж е ­
н и я  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .
П о с л е  п о т е р и  у с т о й ч и в о с т и  в  з а з о р е  о б р а з у ю т с я  л о к а л ь н ы е  я ч е и ­
с т ы е  в и х р е в ы е  д в и ж е н и я ,  к о т о р ы е  з а т е м  п о  м е р е  у г л у б л е н и я  в  о б л а с т ь  
н е у с т о й ч и в о г о  д в и ж е н и я  п е р е х о д я т  в  б е с п о р я д о ч н о е  т у р б у л е н т н о е  д в и ­
ж е н и е .
9.5. Устойчивость движения 
жидкости в канале
Р а с с м о т р и м  у с т о й ч и в о с т ь  с т а ц и о н а р н о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  к а н а л е  
н а  п р и м е р е  п л о с к о г о  т е ч е н и я  П у а з е й л я .  Н а п о м н и м ,  ч т о  с к о р о с т ь  с т а ­
ц и о н а р н о г о  т е ч е н и я  v 0 з а в и с и т  т о л ь к о  о т  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т ы  у  и  
н а п р а в л е н а  в д о л ь  о с и  к а н а л а  х ,  т. е . v 0 =  ( v 0 x , 0 , 0 ) ,  |v0x | =  v 0 .
Д л я  у п р о щ е н и я  п р е д п о л о ж и м ,  ч т о  с у щ е с т в у ю т  т о л ь к о  п л о с к и е  в о з ­
м у щ е н и я :  v '  =  (v'x  ,v 'y , 0 ) .
М г н о в е н н у ю  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  и  д а в л е н и е  п р е д с т а в и м  
в  в и д е  ( 9 .3 ) .  Т о г д а  п у л ь с а ц и о н н а я  с о с т а в л я ю щ а я  в е к т о р а  с к о р о с т и  в  
л и н е й н о м  п р и б л и ж е н и и  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  ( 9 .5 ) .  С  у ч е т о м  т о п о ­
л о г и и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  п р е о б р а з у е м  ч л е н ы  э т о г о  у р а в н е н и я :
, —  , d v '  . . d v 0
( v o V ) v = v 0 a X '  ( v V ) v 0  =  v y a y •
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Т о г д а  у р а в н е н и е  ( 9 .5 )  в  п р о е к ц и я х  н а  к о о р д и н а т н ы е  о с и  и  у р а в н е н и е  








dt + Vo dx
-  £  +  R e  » v x - 
- 1 *  R  » v ; -
d v X dv'
dx + dy 0 .
(9 .1 5 )
Д л я  п л о с к о г о  в о з м у щ е н и я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  м о ж н о  в в е с т и  
ф у н к ц и ю  т о к а  ф :
v ' =  -  А
x dy'-
И з  у р а в н е н и й  ( 9 .1 5 )  п о л у ч а е м
vv =
дф




дхду дх ду 
д дф д2ф
дt дх + V° дх2
др' I дф
дх R ;  ду ’
др' l Л дф■— *-------А — .ду R ;  дх
(9 .1 7 )
З а м е т и м ,  ч т о  у р а в н е н и е  н е п р е р ы в н о с т и  в ы п о л н я е т с я  т о ж д е с т в е н н о  
и  п о т о м у  в  (9 .1 7 )  н е  п р и в е д е н о .
И с к л ю ч и м  и з  у р а в н е н и й  (9 .1 7 )  в о з м у щ е н и е  д а в л е н и я .  Д л я  э т о г о  и з  
в т о р о г о  у р а в н е н и я  в  ( 9 .1 7 ) ,  п р о д и ф ф е р е н ц и р о в а н н о г о  п о  к о о р д и н а т е  х ,  
в ы ч т е м  п е р в о е  у р а в н е н и е ,  п р о д и ф ф е р е н ц и р о в а н н о е  п о  к о о р д и н а т е  у . 
У ч и т ы в а я ,  ч т о  с к о р о с т ь  с т а ц и о н а р н о г о  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  v0 з а в и с и т  
т о л ь к о  о т  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т ы  у ,  п о л у ч и м
3_
8tА ф  +  v o£ Аф д2v0 дф ду2 дх i  а а ф . (9 .1 8 )
Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 9 .6 )  п р е д п о л а г а ю т ,  ч т о  н а  п л а с т и н а х ,  р а с п о л о ­
ж е н н ы х  в  у  =  0  и  у  =  1  (н а п о м н и м ,  ч т о  у  —  б е з р а з м е р н а я  к о о р д и н а т а ) ,  
ф у н к ц и я  т о к а  у д о в л е т в о р я е т  с л е д у ю щ и м  у с л о в и я м :
дф дф 
ду дх у  =  0 , I . (9 .1 9 )
О с н о в н а я  т р у д н о с т ь  р е ш е н и я  з а д а ч и  ( 9 .1 8 ) —( 9 .1 9 )  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  
н е и з в е с т е н  в и д  н а ч а л ь н о г о  в о з м у щ е н и я .  Е с л и  б ы  о н о  б ы л о  и з в е с т н о ,  т о
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д а л ь н е й ш а я  э в о л ю ц и я  в о з м у щ е н и я  с т а ц и о н а р н о г о  т е ч е н и я  о д н о з н а ч н о  
о п и с ы в а л а с ь  б ы  у р а в н е н и я м и  ( 9 .1 8 ) —(9 .1 9 ) .
О б ы ч н о  в  т е о р и и  у с т о й ч и в о с т и  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  в  т р у б а х  р а с с м а т ­
р и в а ю т  н о р м а л ь н ы е  в о з м у щ е н и я  в  в и д е  б е г у щ е й  в д о л ь  т р у б ы  в о л н ы :
ф ( х ,  у ,  t )  =  Ф ( у )  e x p [ i ( u t  — к х ) ] ,  (9 .2 0 )
г д е  k  —  в о л н о в о е  ч и с л о ;  Ф ( у )  —  а м п л и т у д а  в о з м у щ е н и я ,  з а в и с я щ а я  
т о л ь к о  о т  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т ы  у .  Ф о р м а л ь н о  э т о  о п р а в д а н о  т е м ,  
ч т о  в  у р а в н е н и и  (9 .1 8 )  к о э ф ф и ц и е н т ы  п р и  п р о и з в о д н ы х  о т  н е и з в е с т н о й  
ф у н к ц и и  ф  с в я з а н ы  с о  с к о р о с т ь ю  с т а ц и о н а р н о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  
v 0 , к о т о р а я  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т ы  у . С л е д о в а т е л ь ­
н о ,  и  а м п л и т у д а  в о з м у щ е н и я  т а к ж е  д о л ж н а  з а в и с е т ь  т о л ь к о  о т  y .
В ы р а ж е н и е  ( 9 .2 0 )  с о о т в е т с т в у е т  в о з м у щ е н и я м ,  к о т о р ы е  и з м е н я ю т с я  
с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  и  п е р и о д и ч е с к и  з а в и с я т  о т  п р о д о л ь н о й  к о о р д и н а т ы  
х .  Т а к и м  о б р а з о м ,  в  т е о р и и  п о я в и л с я  д о п о л н и т е л ь н ы й  п а р а м е т р  —  в о л ­
н о в о е  ч и с л о  k  и л и  с в я з а н н а я  с  н и м  д л и н а  в о л н ы  в о з м у щ е н и я  Л =  2 п / к .  
П о э т о м у  г р а н и ц а  п е р е х о д а  о т  у с т о й ч и в о г о  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  к  н е у с т о й ­
ч и в о м у  б у д е т  о п р е д е л я т ь с я  д в у м я  п а р а м е т р а м и  —  ч и с л о м  Р е й н о л ь д с а  
R e  и  в о л н о в ы м  ч и с л о м  к .
П о д с т а в и м  в ы р а ж е н и е  (9 .2 0 )  в  у р а в н е н и е  ( 9 .1 8 )  и  у ч т е м  з н а ч е н и я  







ф '  ф
Ф
1
. . д 2ф  д 2ф
ф  =  д х 2 +  д / 2
Ф" к 2 Ф t
Ф ,
ААф  = ( ф / у  — 2 к 2 ф "  +  к 4 ф  ф .
З д е с ь  ш т р и х а м и  о б о з н а ч е н ы  п р о и з в о д н ы е  п о  к о о р д и н а т е  у .  П о с л е  п о д ­
с т а н о в к и  в  ( 9 .1 8 )  и  д е л е н и я  н а  ik  п о л у ч а е м
( v 0 — 0  ( ф "  — к 20  — v 0 Ф  =  - ^  ( ф /У  — 2 к 2 ф "  +  к 40  . (9 .2 1 )
Э т о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  ч е т в е р т о г о  п о р я д к а  н а з ы в а ю т  
у р а в н е н и е м  О р р а  —  З о м е р ф е л ь д а  (1 9 3 7 ) .
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Граничные условия (9.19) принимают следующий вид:
Ф(у  =  0 , 1 ) =  0 , Ф\у =  0 , 1 ) =  0 . (9 .2 2 )
Поскольку разрушение стационарного течения наблюдается при 
больших числах Рейнольдса, то в первом приближении было бы целе­
сообразно исследовать эволюцию невязких возмущений. Действитель­
но, отсутствие вязкости эквивалентно бесконечно большому числу Рей­
нольдса (Re ^  то). При этом правая часть уравнения (9.21) становит­
ся пренебрежимо малой, математические преобразования существенно 
упрощаются. Такая модель исследования устойчивости течения впер­
вые была использована Джоном Уильямом Рэлеем. Важнейшим ре­
зультатом этого исследования является установление связи меж ду фор­
мой профиля скорости стационарного движения жидкости и устойчи­
востью этого движения. В частности, Рэлей показал, что необходимым  
условием потери устойчивости течения в канале является наличие точ­
ки перегиба профиля скорости, т. е. такой точки, в которой обраща­
ется в нуль вторая производная скорости по поперечной координате. 
Например, плоское течение Пуазейля характеризуется параболическим  
профилем скорости, на котором отсутствую т точки перегиба, и пото­
му в приближении идеальной жидкости является устойчивым. Если по 
каким-то причинам, например, под действием силы тяжести, профиль 
Пуазейля деформируется, то течение в канале оказывается неустойчи­
вым.
Теория Рэлея породила так называемый парадокс гидродинамиче­
ской устойчивости, суть которого в следующем. Так как малые воз­
мущения течения Пуазейля исчезают со временем без учета вязкости, 
то с учетом вязкости, казалось бы, они тем более долж ны  исчезать. 
Ведь вязкость определяет диссипативные свойства жидкости, играет 
стабилизирующую роль. Напрашивается следующий вывод: если уда­
ется доказать устойчивость стационарного течения без учета вязкости, 
то дальнейший анализ с учетом вязкости может изменить только коли­
чественные значения критериев устойчивости, но не повлияет на каче­
ственный вывод об устойчивости движения жидкости. Однако экспери­
мент и теория показывают, что учет вязкости приводит к качественно 
новым результатам, позволяет определить границу перехода от устой­
чивого течения к неустойчивому.
После Рэлея исследование устойчивости течения жидкости в канале
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п р о д о л ж и л  В . Г е й з е н б е р г  (1 9 2 4 ) .  О н  р а с с м о т р е л  т е ч е н и е  п р и  б о л ь ш и х ,  
н о  к о н е ч н ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а .  Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 9 .2 1 )  о т ы с к и в а ­
л о с ь  в  в и д е  р а з л о ж е н и я  а м п л и т у д ы  в о з м у щ е н и я  Ф  в  с т е п е н н о й  р я д  п о  
м а л о м у  п а р а м е т р у  е  =  1 / R e .  П о з д н е е ,  в  1 9 4 5  г ., р е з у л ь т а т ы  Г е й з е н б е р г а  
б ы л и  у т о ч н е н ы  и  о б о б щ е н ы  а м е р и к а н с к и м  м а т е м а т и к о м  Л и н ь  Ц з я - ц з я о ,  
и  т е о р и я  б ы л а  н а з в а н а  в  ч е с т ь  Г е й з е н б е р г а  и  Л и н я .
О с н о в н о й  р е з у л ь т а т  т е о р и и  Г е й з е н б е р г а  —  Л и н я  с о с т о и т  в  о б н а р у ж е ­
н и и  с у щ е с т в о в а н и я  т а к  н а з ы в а е м о й  н е й т р а л ь н о й  к р и в о й  н а  п л о с к о с т и  
к  — R e  д л я  т е ч е н и я  П у а з е й л я  (р и с .  9 .7 ) .
К а ж д а я  т о ч к а  э т о й  к р и в о й  с о о т в е т ­
с т в у е т  к р и т и ч е с к о м у  з н а ч е н и ю  ч и с л а  Р е й ­
н о л ь д с а  д л я  в о з м у щ е н и я  с  д а н н ы м  в о л н о ­
в ы м  ч и с л о м .  О б л а с т ь  н е у с т о й ч и в о с т и  в н у т ­
р и  п е т л и  з а ш т р и х о в а н а ,  з а  п р е д е л а м и  п е т ­
л и  —  о б л а с т ь  у с т о й ч и в о г о  д в и ж е н и я  ж и д ­
к о с т и .
Т а к и м  о б р а з о м ,  т о ч к и  к р и в о й  р а з д е л я ­
ю т  д в е  о б л а с т и ,  о п р е д е л я ю т  г р а н и ц у  у с т о й ­
ч и в о с т и  и  п о т о м у  я в л я ю т с я  н е й т р а л ь н ы м и .
Т о ч к а  м и н и м у м а  к р и в о й  с о о т в е т с т в у е т  к р и т и ч е с к и м  з н а ч е н и я м  ч и с л а  
Р е й н о л ь д с а  ( R e Kp) и  в о л н о в о г о  ч и с л а  ( к кр). З д е с ь  R e Kp —  э т о  н а и м е н ь ­
ш е е  з н а ч е н и е  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а ,  п р и  к о т о р о м  н а ч и н а е т с я  р о с т  в о з м у ­
щ е н и й . К а к  п о к а з ы в а ю т  р а с ч е т  и  э к с п е р и м е н т  д л я  п л о с к о г о  т е ч е н и я  
П у а з е й л я ,
ReKp =  5 7 7 2 , ккр =  1 ,0 2 .
В  т е о р и и  k  —  б е з р а з м е р н о е  в о л н о в о е  ч и с л о ,  с в я з а н н о е  с  д л и н о й  в о л н ы ,  
о б е з р а з м е р е н н о й  п о  о т н о ш е н и ю  к  р а с с т о я н и ю  м е ж д у  п л а с т и н а м и  h .  Е с ­
л и  А —  р а з м е р н а я  д л и н а  в о л н ы ,  т о  к  =  2 n h /A .  П о с к о л ь к у  к кр 1 , т о  э т о
о з н а ч а е т ,  ч т о  н а и б о л е е  о п а с н ы м и  д л я  у с т о й ч и в о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  
я в л я ю т с я  в о з м у щ е н и я  с  д л и н о й  в о л н ы ,  п р е в ы ш а ю щ е й  в ы с о т у  к а н а л а  
п р и б л и з и т е л ь н о  в  2 п  р а з .
П р и  R e  <  R e Kp в о з м у щ е н и я  с  л ю б ы м и  в о л н о в ы м и  ч и с л а м и  я в л я ю т с я  
з а т у х а ю щ и м и ,  т. е . д в и ж е н и е  у с т о й ч и в о .  Е с л и  R e  >  R e Kp, т о  д в и ж е н и е  
ж и д к о с т и  б у д е т  у с т о й ч и в ы м  т о л ь к о  д л я  т о ч е к  п л о с к о с т и  k  — R e ,  л е ж а ­
щ и х  с л е в а  и  с п р а в а  о т  п е т л и ,  а  д л я  т о ч е к  в н у т р и  п е т л и  —  н е у с т о й ч и ­
в ы м .  С п р а в а  о т  н е й т р а л ь н о й  к р и в о й  п р и  н е к о т о р ы х  з н а ч е н и я х  в о л н о в о ­
г о  ч и с л а  в  о б л а с т ь  н е у с т о й ч и в о с т и  м о ж н о  п о п а с т ь ,  у м е н ь ш а я  ч и с л о  Р е й ­
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нольдса. В этом случае вязкость играет дестабилизирующую роль. О д­
нако в области больших к (т. е. коротковолновых возмущений) движ е­
ние всегда устойчиво при любых числах Рейнольдса, даж е при Re ^  то. 
В этом случае коротковолновые возмущения подавляются силами вяз­
кости жидкости.
Экспериментальная проверка теории Гейзенберга — Линя осложня­
ется тем, что ожидание появления возмущений с различными значени­
ями волнового числа и измерение соответствующ их критических чисел 
Рейнольдса требует больших затрат времени. В 1947 г. для проверки 
теории была разработана оригинальная экспериментальная методика, 
в которой возмущения возбуж даются искусственно. Узкая лента вводи­
лась в ж идкость перпендикулярно течению и с помощью электромаг­
нитного генератора приводилась в поперечные колебания. О т  ленты  
вниз по потоку распространялись волны, затухая или усиливаясь. Ч а­
стота колебаний подбиралась так, чтобы при заданном значении числа 
Рейнольдса волны не затухали и не усиливались. Так определялись ней­
тральные точки. Существование нейтральной кривой, предсказанное 
теорией Гейзенберга — Линя, получило экспериментальное подтвержде­
ние. Экспериментальные значения критических параметров в области  
минимума кривой совпали с теоретическими с точностью до погрешно­
сти измерений.
9.6. Сценарии зарождения 
турбулентности
М ы  провели анализ устойчивости стационарных течений для двух част­
ных случаев — цилиндрического течения К уэтта и течения Пуазейля в 
канале.
Вот уже второе столетие, начиная с первых работ Рейнольдса, не 
ослабевает интерес физиков, математиков, инженеров к явлению тур­
булентности. Настойчивые попытки хотя бы понять возможные меха­
низмы разрушения стационарных течений жидкости пока не привели к 
созданию общей теории гидродинамической устойчивости, справедли­
вой для любых типов течений.
До недавнего времени существовали только теории, линейные по 
возмущениям. Появление мощных компьютеров, развитие качественной
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т е о р и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  ( т е о р и и  д и н а м и ч е с к и х  с и с т е м )  
п о л о ж и л и  н а ч а л о  ч и с л е н н ы м  и с с л е д о в а н и я м  н е л и н е й н ы х  м о д е л е й  п е ­
р е х о д а  л а м и н а р н ы х  т е ч е н и й  в  т у р б у л е н т н ы е .
Д е т а л ь н о е  и з у ч е н и е  с у щ е с т в у ю щ и х  м о д е л е й  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  
у с т о й ч и в о с т и  в ы х о д и т  з а  р а м к и  д а н н о г о  к у р с а ,  т а к  к а к  т р е б у е т  в в е ­
д е н и я  н о в ы х  п о н я т и й  и  о п р е д е л е н и й ,  д о п о л н и т е л ь н ы х  з н а н и й  п о  н е к о ­
т о р ы м  р а з д е л а м  ф и з и к и  и  м а т е м а т и к и .  П о э т о м у  о г р а н и ч и м с я  о б с у ж д е ­
н и е м  э т и х  м о д е л е й  л и ш ь  в  о б щ и х  ч е р т а х .  Н о  д а ж е  в  э т о м  с л у ч а е  п о л е з н о  
и м е т ь  п р е д с т а в л е н и е  о  т о м ,  ч т о  т а к о е  а т т р а к т о р  и  б и ф у р к а ц и я .
9.6.1. Понятия аттрактора и бифуркации
П р о щ е  в с е г о  п о я с н и т ь  с м ы с л  э т и х  т е р м и н о в  м о ж н о  н а  п р и м е р е  к о л е ­
б а н и й  м а т е м а т и ч е с к о г о  м а я т н и к а .  П у с т ь  м а л е н ь к и й  ш а р и к  м а с с ы  m  
п о д в е ш е н  н а  н е в е с о м о й  н е р а с т я ж и м о й  н и т и  д л и н о й  l, з а к р е п л е н н о й  в  
т о ч к е  O  (р и с .  9 .8 ) .
Н а  ш а р и к  д е й с т в у ю т  с и л а  т я ж е с т и  и  с и л а  
н а т я ж е н и я  н и т и ;  р е з у л ь т и р у ю щ а я  э т и х  с и л  
(р и с .  9 .8 )
F  =  m g  +  T .
К р о м е  т о г о ,  д е й с т в у е т  с и л а  с о п р о т и в л е н и я  
з а  с ч е т  в я з к о с т и  с р е д ы ,  к о т о р а я  п р о п о р ц и о ­
н а л ь н а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ш а р и к а  и  н а п р а в ­
л е н а  в  п р о т и в о п о л о ж н у ю  е й  с т о р о н у :
F c  =  — r v ,
г д е  r  —  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я .
У р а в н е н и е  д в и ж е н и я  ш а р и к а  в  с о о т в е т с т в и и  с о  в т о р ы м  з а к о н о м  
Н ь ю т о н а  т а к о в о :
Р и с .  9 .8
m a  =  F  — r v .
З а п и ш е м  п р о е к ц и ю  э т о г о  в е к т о р н о г о  у р а в н е н и я  н а  п р я м у ю ,  п р о х о ­
д я щ у ю  в д о л ь  в е к т о р а  с и л ы  F :
m lO  =  — m g  s in  в  — r i d .
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З д е с ь  0  —  в е л и ч и н а  у г л о в о г о  у с к о р е н и я  м а я т н и к а ;  0  —  у г л о в а я  с к о ­
р о с т ь  м а я т н и к а ;  з н а к  м и н у с  п е р е д  п е р в ы м  с л а г а е м ы м  п р а в о й  ч а с т и  
у ч и т ы в а е т ,  ч т о  с и л а  F  н а п р а в л е н а  п р о т и в о п о л о ж н о  с м е щ е н и ю  ш а р и к а ;  
в е р х н и м и  т о ч к а м и  о б о з н а ч е н о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  у г л а  о т к л о н е н и я  п о  
в р е м е н и .
О т с ю д а  п о л у ч а е м  с л е д у ю щ е е  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  м а я т н и к а :
0 +  2 у 0  +  ш2 s in  0  =  0 , (9 .2 3 )
г д е  ш"2 = g/l — к в а д р а т  с о б с т в е н н о й  ц и к л и ч е с к о й  ч а с т о т ы  к о л е б а н и й  
ш а р и к а ;  7  =  r/(2m) —  к о э ф ф и ц и е н т  з а т у х а н и я .
В  л и н е й н о м  п р и б л и ж е н и и ,  т. е . п р и  м а л ы х  у г л а х  о т к л о н е н и я  0 , и м е ­
е м  s in  0  «  0 . В  э т о м  с л у ч а е  у р а в н е н и е  ( 9 .2 3 )  п р и  з а д а н н ы х  н а ч а л ь н ы х  
у с л о в и я х  л е г к о  и н т е г р и р у е т с я .  Р е з у л ь т а т  х о р о ш о  и з в е с т е н :
0 =  0 0 e x p ( - y t )  s in (w t  +  <̂ 0 ) .  (9 .2 4 )
З д е с ь  0 0 —  н а ч а л ь н а я  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й ;  <̂ 0 —  н а ч а л ь н а я  ф а ­
з а  к о л е б а н и й ,  о п р е д е л я е м а я  н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и ;  ш = \ J ш 2 — у 2 —  
ц и к л и ч е с к а я  ч а с т о т а  к о л е б а н и й .
П р и  о т с у т с т в и и  т р е н и я  ( у  =  0 )  п о л у ч е н н о е  р е ш е н и е  о п и с ы в а е т  н е з а ­
т у х а ю щ и е  г а р м о н и ч е с к и е  к о л е б а н и я .  Т а к о й  м а я т н и к  п р е д с т а в л я е т  с о ­
б о й  к о н с е р в а т и в н у ю  с и с т е м у 13. П р и  н а л и ч и и  с и л  т р е н и я  ( у  =  0 )  м а ­
я т н и к  я в л я е т с я  д и с с и п а т и в н о й  с и с т е м о й .  Е г о  с в о б о д н ы е  г а р м о н и ч е с к и е  
к о л е б а н и я  з а т у х а ю т ,  в е л и ч и н а  а м п л и т у д ы  у м е н ь ш а е т с я  с  т е ч е н и е м  в р е ­
м е н и  п о  э к с п о н е н ц и а л ь н о м у  з а к о н у  с  д е к р е м е н т о м  з а т у х а н и я  у . В  э т о м  
с л у ч а е  э н е р г и я  м е х а н и ч е с к и х  к о л е б а н и й ,  п р о п о р ц и о н а л ь н а я  к в а д р а т у  
а м п л и т у д ы ,  у м е н ь ш а е т с я  з а  с ч е т  р а б о т ы  с и л  т р е н и я  и  р а с с е и в а е т с я  
( д и с с и п и р у е т с я )  в  о к р у ж а ю щ у ю  с р е д у  в  в и д е  т е п л о т ы .
Е с л и  о т в л е ч ь с я  о т  ф и з и ч е с к о г о  о б ъ е к т а ,  д л я  к о т о р о г о  п о л у ч е н о  
у р а в н е н и е  ( 9 .2 3 ) ,  и  о б р а т и т ь с я  к  с в о й с т в а м  э т о г о  у р а в н е н и я ,  т о  м о ж н о  
р а с с м о т р е т ь  с л у ч а й  у  <  0 . Т о г д а  и з  р е ш е н и я  ( 9 .2 4 )  с л е д у е т ,  ч т о  д а ­
ж е  п р и  м а л о м  о т к л о н е н и и  о т  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я  э н е р г и я  с и с т е м ы
1 3 С илы , ра бота  к отор ы х  не зави си т о т  тра ектори и  движ ен ия тела, а определя­
ется  тол ьк о  начальны м и конечны м  полож ением  это го  тела, н азы ваю тся  консерва­
тивны м и. С и стем ы , в к о то р ы х  д е й ств у ю т  тол ьк о  консервативны е силы, н азы ваю т 
кон сервативн ы м и. В проти вн ом  случае, например при наличии н еконсервативны х 
сил трения, си стем ы  н азы ваю т диссипативны м и.
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б у д е т  н е о г р а н и ч е н н о  в о з р а с т а т ь  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  п о  э к с п о н е н ц и а л ь ­
н о м у  з а к о н у .  Т а к о е  р а в н о в е с и е  н е у с т о й ч и в о .
Ч а с т о  н е о б х о д и м о  и с с л е д о в а т ь  т а к и е  ф и з и ч е с к и е  с и с т е м ы  и  п р о ц е с ­
с ы ,  д л я  к о т о р ы х  н е  у д а е т с я  п о л у ч и т ь  а н а л и т и ч е с к и е  р е ш е н и я  с о о т в е т ­
с т в у ю щ и х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й .  В  т а к и х  с л у ч а я х  и с п о л ь з у ­
ю т  к а ч е с т в е н н у ю  т е о р и ю  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й .  О с н о в у  э т о й  
т е о р и и  с о с т а в л я е т  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  и л и , к а к  ч а с т о  г о в о р я т ,  п р о ­
с т р а н с т в о  с о с т о я н и й ,  в  к о т о р о м  о с я м и  к о о р д и н а т  с л у ж а т  о п р е д е л я ­
ю щ и е  ф и з и ч е с к и е  в е л и ч и н ы . С о с т о я н и ю  с и с т е м ы  в  н е к о т о р ы й  ф и к с и ­
р о в а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  в  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  с о о т в е т с т в у е т  о д н а  
т о ч к а  -  ф а з о в а я  т о ч к а .  П р и  в р е м е н н о й  э в о л ю ц и и  с и с т е м ы  э т а  т о ч к а  
д в и ж е т с я  в  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  в д о л ь  н е к о т о р о й  к р и в о й ,  к о т о р а я  н а ­
з ы в а е т с я  ф а з о в о й  т р а е к т о р и е й .  С о в о к у п н о с т ь  ф а з о в ы х  т р а е к т о р и й  о б ­
р а з у е т  ф а з о в ы й  п о р т р е т  с и с т е м ы ,  д а ю щ и й  к а ч е с т в е н н о е  п р е д с т а в л е н и е  
о  е е  э в о л ю ц и и  п р и  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и я х  у п р а в л я ю щ и х  п а р а м е т р о в .
В н о в ь  о б р а т и м с я  к  у р а в н е н и ю  ( 9 .2 3 ) .  Т о л ь к о  т е п е р ь  в м е с т о  е г о  и н ­
т е г р и р о в а н и я  п р е д с т а в и м  р е ш е н и е  н а  ф а з о в о й  п л о с к о с т и  ( в ,  9 ) .
П о л н а я  м е х а н и ч е с к а я  э н е р г и я  м а я т н и к а  о п р е д е л я е т с я  с у м м о й  е г о  
к и н е т и ч е с к о й  и  п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и й :
Е  =  1  m l 2 9 2 +  m g l (  1 — c o s  9 ) .  (9 .2 5 )
О т с ю д а  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  э н е р г и и  о п р е д е л и т с я  с л е д у ю щ и м  в ы р а ­
ж е н и е м :
E  =  m l 2 (9  +  s in  9 )9 .  (9 .2 6 )
В ы р а ж е н и е  в  с к о б к а х  з а м е н и м  и з  у р а в н е н и я  ( 9 .2 3 ) :
Е  =  — 2 y m l 2 9 2 . (9 .2 7 )
Р а с с м о т р и м  к о н с е р в а т и в н у ю  с и с т е м у ,  в  к о т о р о й  у  =  0 . В  э т о м  с л у ч а е  
Е  =  0 , т. е . м е х а н и ч е с к а я  э н е р г и я  к о л е б а н и й  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  н е  
и з м е н я е т с я ,  Е  =  c o n s t .  Т о г д а  в  л и н е й н о м  п р и б л и ж е н и и  (1  — c o s  9 «  9 2 / 2 ) 




1 , А 2 =
2 E
(9 .2 8 )
А 2 ( А ш 0 ) 2 ш 1 2 ш 2 '
З д е с ь  у ч т е н о ,  ч т о  в  л ю б о м  с л у ч а е  э н е р г и я  н е  м о ж е т  б ы т ь  о т р и ц а ­
т е л ь н о й ,  Е  >  0.
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Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  о т с у т с т в и и  т р е н и я  ф а з о в о й  т р а е к т о р и е й  г а р м о ­
н и ч е с к и х  к о л е б а н и й  н а  п л о с к о с т и  ( в , 0 )  я в л я е т с я  э л л и п с  с  п о л у о с я м и  А  
и  А и 0 • П р и  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и я х  э н е р г и и  E  п о л у ч и м  ф а з о в ы й  п о р т р е т  
в  в и д е  с е м е й с т в а  з а м к н у т ы х  к р и в ы х  ( э л л и п с о в ,  E 2 >  E i ) ,  о х в а т ы в а ю ­
щ и х  т о ч к у  р а в н о в е с и я  в  =  0 =  0 (р и с .  9 .9 ) .
И з  у р а в н е н и я  (9 .2 7 )  в и д н о ,  ч т о  с к о ­
р о с т ь  и з м е н е н и я  э н е р г и и  к о л е б а н и й  п р о ­
п о р ц и о н а л ь н а  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и :
E  =  - 4 д Е к , Е к =  -  m l 2 в 2 . (9 .2 9 )
2
П о с к о л ь к у  к и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  о с ­
ц и л л и р у е т ,  т о  д и с с и п а ц и я  п о л н о й  э н е р г и и  
в  т е ч е н и е  п е р и о д а  к о л е б а н и й  T  =  2 п / и  
п р о и с х о д и т  н е р а в н о м е р н о .  Н а с  и н т е р е с у е т  
с р е д н е е  и з м е н е н и е  э н е р г и и  з а  п е р и о д
E  =  - 4 7 E k . ( 9 .3 0 )
С р е д н е е  и з м е н е н и е  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  з а  п е р и о д  о п р е д е л я е т с я  о б ы ч ­
н ы м  о б р а з о м :
t+ T
Ek = T J Ek dt.
t
И з в е с т н о ,  ч т о  д л я  н е з а т у х а ю щ и х  г а р м о н и ч е с к и х  к о л е б а н и й  с р е д н и е  
з а  п е р и о д  к и н е т и ч е с к а я  и  п о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и и  р а в н ы  м е ж д у  с о б о й .  
В в и д у  м а л о с т и  з а т у х а н и я  к о л е б а н и й  з а  о д и н  п е р и о д  (|д| ^  и) м о ж ­
н о  с ч и т а т ь ,  ч т о  с р е д н я я  к и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  р а в н а  п о л о в и н е  п о л н о й  
э н е р г и и ,  E k =  E / 2 . Т о г д а  и м е е м
E = - 2 y  E .  (9 .3 1 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  у с р е д н е н н а я  з а  п е р и о д  к о л е б а н и й  с к о р о с т ь  и з м е н е ­
н и я  э н е р г и и  п р о п о р ц и о н а л ь н а  с а м о й  э н е р г и и .  Е с л и  н а ч а л ь н а я  м е х а н и ­
ч е с к а я  э н е р г и я  р а в н а  E 0 , т о  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  (9 .3 1 )  б у д е т
E  =  E 0  e x p ( - 2 y <) . ( 9 .3 2 )
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Э н е р г и я  к о л е б а н и й  п р о п о р ц и о н а л ь н а  к в а д р а т у  а м п л и т у д ы ,  E  ~  в т . 
П о э т о м у  и з м е н е н и е  а м п л и т у д ы  к о л е б а н и й  в  с р е д н е м  з а  п е р и о д  о п и с ы ­
в а е т с я  в ы р а ж е н и е м
вт = во e x p ( - y t ) , ( 9 .3 3 )
г д е  в 0  -  н а ч а л ь н а я  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й .
П р и  м а л о м  к о э ф ф и ц и е н т е  з а т у х а н и я  ( |у | ^  ш ) о с ц и л я ц и и  у г л а  в 
б л и з к и  к  г а р м о н и ч е с к и м  н е з а т у х а ю щ и м  к о л е б а н и я м  (п р и  7  =  0 ) ,  т. е.
в «  вт s i n (u>t +  <̂ 0 ) , в ~  втш c o s (u>t +  <̂ 0 ) . ( 9 .3 4 )
О т с ю д а  ф а з о в а я  т р а е к т о р и я  н а  п л о с к о с т и  (в ,  в )  о п и с ы в а е т с я  у р а в ­
н е н и е м
в 2 в 2
в т  +  ( в т ш ) 2
1 . ( 9 .3 5 )
М ы  п о л у ч и л и  у р а в н е н и е  с п и р а л и ,  з а к р у ч и в а ю щ е й с я  ( 7  >  0 )  к  
т о ч к е  р а в н о в е с и я  в  =  в  =  0  и л и  р а с к р у ч и в а ю щ е й с я  ( 7  <  0 )  о т  н е е . П р и  
Y  =  0 ф а з о в о й  т р а е к т о р и е й  б у д е т  з а м к н у т а я  к р и в а я .  Э т и  т р и  с л у ч а я  
с х е м а т и ч е с к и  п о к а з а н ы  н а  р и с .  9 .1 0 .
Р и с .  9 .1 0
О с н о в н о й  в ы в о д  п р о в е д е н н о г о  а н а л и з а  с о с т о и т  в  с л е д у ю щ е м .  П р и  
Y  <  0  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  н е у с т о й ч и в о ,  т а к  к а к  п р и  м а л о м  о т к л о ­
н е н и и  о т  н е г о  д е й с т в у ю щ и е  с и л ы  у в о д я т  с и с т е м у  е щ е  д а л ь ш е  о т  р а в ­
н о в е с и я  ( ф а з о в ы е  т р а е к т о р и и  р а с к р у ч и в а ю т с я ) .  П р и  7  =  0  п о л о ж е н и е  
р а в н о в е с и я  о б л а д а е т  н е й т р а л ь н о й  у с т о й ч и в о с т ь ю ,  п о с к о л ь к у  с м е щ е н и я
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н е  у с и л и в а ю т с я  и  н е  з а т у х а ю т  с о  в р е м е н е м .  В  с л у ч а е  7  >  0  л ю б ы е  с м е ­
щ е н и я  з а т у х а ю т  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и ,  в с е  ф а з о в ы е  т р а е к т о р и и  з а к а н ­
ч и в а ю т с я  в  н а ч а л е  к о о р д и н а т  ф а з о в о й  п л о с к о с т и .  П о э т о м у  п р и  7  >  0 
т о ч к у  ф а з о в о й  п л о с к о с т и  9  =  9  =  0  н а з ы в а ю т  п р и т я г и в а ю щ е й  т о ч к о й  
и л и  а т т р а к т о р о м  ( о т  а н г л . a t t r a c t i o n  —  п р и т я ж е н и е ) .  В  р а с с м о т р е н н о м  
п р и м е р е  и  в  д р у г и х  с л у ч а я х  т о ч е ч н ы й  а т т р а к т о р  с о о т в е т с т в у е т  с т а ц и ­
о н а р н о м у  р а в н о в е с н о м у  с о с т о я н и ю  с и с т е м ы .
М ы  р а с с м о т р е л и  с о б с т в е н н ы е  к о л е б а н и я ,  к о т о р ы е  в  р е а л ь н ы х  у с л о ­
в и я х  п р и  н а л и ч и и  т р е н и я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  з а т у х а ю т .  Д л я  п о д д е р ж а ­
н и я  к о л е б а н и й  н е о б х о д и м о  в н е ш н е е  в о з д е й с т в и е  с и л о й ,  р а б о т а  к о т о р о й  
к о м п е н с и р о в а л а  б ы  д и с с и п а ц и ю  э н е р г и и  к о л е б а н и й .  П р и  н а л и ч и и  в ы ­
н у ж д а ю щ е й  с и л ы  у р а в н е н и е  ( 9 .2 3 ) ,  о п и с ы в а ю щ е е  с в о б о д н ы е  к о л е б а н и я ,  
д о л ж н о  б ы т ь  м о д е р н и з и р о в а н о .
Д е й с т в и е  п о с т о я н н о й  в н е ш н е й  с и л ы  п р и в о д и т  л и ш ь  к  с м е щ е н и ю  п о ­
л о ж е н и я  р а в н о в е с и я .  Н а п р и м е р ,  д е й с т в и е  с и л ы  т я ж е с т и  н а  г р у з ,  п о д ­
в е ш е н н ы й  н а  п р у ж и н е ,  п р и в о д и т  к  р а с т я ж е н и ю  п р у ж и н ы ,  н о  н е  м о ж е т  
п о д д е р ж и в а т ь  к о л е б а н и я  п р у ж и н н о г о  м а я т н и к а .  П о э т о м у  в ы н у ж д а ю ­
щ а я  с и л а  д о л ж н а  б ы т ь  п е р е м е н н о й  в о  в р е м е н и .
Р а с с м о т р и м  п р о с т о й  с л у ч а й  в ы н у ж д е н н ы х  к о л е б а н и й  м а т е м а т и ч е ­
с к о г о  м а я т н и к а  п о д  д е й с т в и е м  в н е ш н е й  с и л ы ,  п р о п о р ц и о н а л ь н о й  у г л о ­
в о й  с к о р о с т и  9 . К р о м е  т о г о ,  у ч т е м ,  ч т о  в ы н у ж д а ю щ а я  с и л а  п о д а в л я е т  
л ю б ы е  в о з м у щ е н и я  к о л е б а н и й  з а  к о н е ч н ы й  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и .  Е с ­
л и  в  р е з у л ь т а т е  к а к и х - т о  в о з м у щ е н и й  э н е р г и я  к о л е б а н и й  у м е н ь ш а е т с я  
в  н е к о т о р ы й  м о м е н т  в р е м е н и ,  т о  р а б о т а  в н е ш н е й  с и л ы  к о м п е н с и р у е т  
э т о  у м е н ь ш е н и е  э н е р г и и .  П р и  с л у ч а й н о м  у в е л и ч е н и и  э н е р г и и  м а я т н и ­
к а  в н е ш н я я  с и л а  с о в е р ш а е т  о т р и ц а т е л ь н у ю  р а б о т у ,  в о с с т а н а в л и в а я  н а ­
ч а л ь н у ю  в е л и ч и н у  э н е р г и и .  Т а к и м  о б р а з о м ,  л ю б ы е  в о з м у щ е н и я  к о л е б а ­
т е л ь н о й  с и с т е м ы  н е  м о г у т  в о з р а с т а т ь  д о  б е с к о н е ч н о с т и ,  к а к  э т о  с л е д у ­
е т  и з  у р а в н е н и я  (9 .2 3 ) .  П о  э т о м у  п р и н ц и п у  р а б о т а е т  ч а с о в о й  м е х а н и з м ,  
э л е к т р и ч е с к и й  к о л е б а т е л ь н ы й  к о н т у р  и  т. д .
Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  к о л е б а н и й ,  с о о т в е т с т в у ю щ е е  т а к и м  
у с л о в и я м ,  м о ж е т  б ы т ь  ф о р м а л ь н о  п о л у ч е н о  и з  у р а в н е н и я  ( 9 .2 3 ) ,  е с л и  
в е л и ч и н у  7  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е
(9 .3 6 )
г д е  7 о >  0 , 9 0 —  н а ч а л ь н а я  а м п л и т у д а .  В  э т о м  с л у ч а е  и м е е м
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Y < 0 при в2 < 90
Y > 0 при в2 > в2.
С учетом выражения (9.36) уравнение (9.23) для малых колебаний 
(sin в «  в) будет иметь следующий вид:
в -  2yo(  1 -  Q  в +  ^  =  0. (9.37)
Запишем это уравнение в безразмерном виде, выбирая в0^/uo/2yo за 
единицу амплитуды и 1/ш0 — за единицу времени:
в -  (е -  в2)в +  в =  0, (9.38)
где е =  2yo/uo — безразмерный параметр.
Уравнение (9.38), известное как уравнение Ван дер Поля (1922), име­
ет следующую замечательную особенность. Поскольку параметр е по­
ложителен, то при малых отклонениях от равновесия в2 ^  е это урав­
нение описывает колебания, амплитуды которых увеличиваются с тече­
нием времени по экспоненциальному закону. В плоскости (в, в) фазовые 
траектории таких колебаний в окрестности начала координат расходят­
ся по спирали (см. рис. 9.10, при y < 0). В другом случае при в2 ^  е 
уравнение Ван дер Поля описывает затухающие колебания, фазовые 
траектории которых вдали от начала координат закручиваются по спи­
рали к началу координат (см. рис. 9.10, при y > 0). Численный анализ 
показывает, что для каждого значения параметра е существует един­
ственное устойчивое решение уравнения Ван дер Поля. В плоскости 
(в, в) этому решению соответствует замкнутая фазовая траектория, к 
которой асимптотически стремятся другие фазовые траектории. Таким 
образом, замкнутая фазовая траектория представляет собой аттрактор, 
который А. Пуанкаре назвал предельным циклом.
В биологии ярким примером предельного цикла является дина­
мика популяций. В частности, периодические колебания численности 
рыб обусловлены существованием оптимального соотношения между 
рыбами-хищниками и рыбами-жертвами, условно — между щуками и 
карасями. Если щуки поедают слишком много карасей, то численность
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Р и с .  9 .1 1
к а р а с е й  п а д а е т ,  ч т о  п р и в о д и т  к  с о к р а щ е н и ю  щ у к .  С о к р а щ е н и е  к о л и ч е ­
с т в а  щ у к  с п о с о б с т в у е т  у в е л и ч е н и ю  ч и с л а  к а р а с е й .  И м е ю т  м е с т о  ц и к л и ­
ч е с к и е  и з м е н е н и я  ч и с л е н н о с т и  в и д о в .
Н а  р и с .  9 .1 1  с х е м а т и ч е с к и  п о к а з а н  
ф а з о в ы й  п о р т р е т  у р а в н е н и я  В а н  д е р  П о ­
л я . Р е ш е н и е ,  и з о б р а ж а е м о е  з а м к н у т о й  
к р и в о й ,  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  п р е д е л ь н ы й  
ц и к л ,  т . е . ц и к л и ч е с к и й  а т т р а к т о р ,  к  к о ­
т о р о м у  с т р е м я т с я  в с е  ф а з о в ы е  т р а е к т о ­
р и и . О б е  к р и в ы е ,  о д н а  и з  к о т о р ы х  н а ч и ­
н а е т с я  в н е  п р е д е л ь н о г о  ц и к л а ,  а  д р у г а я  
в н у т р и  н е г о ,  а с и м п т о т и ч е с к и  с х о д я т с я  к  
п р е д е л ь н о м у  ц и к л у  с  д в у х  с т о р о н .
З а м е т и м ,  ч т о  ф о р м а  п р е д е л ь н о г о  
ц и к л а  с у щ е с т в е н н о  з а в и с и т  о т  ч и с л е н н о г о  з н а ч е н и я  п а р а м е т р а  e  у р а в ­
н е н и я  В а н  д е р  П о л я .
П р о д о л ж и м  а н а л и з  у р а в н е н и я  ( 9 .3 8 ) ,  п о л а г а я ,  ч т о  б е з р а з м е р н ы й  п а ­
р а м е т р  e  м о ж е т  б ы т ь  к а к  п о л о ж и т е л ь н ы м ,  т а к  и  о т р и ц а т е л ь н ы м .  П р и  
e  <  0  н а ч а л о  к о о р д и н а т  ф а з о в о й  п л о с к о с т и  в  =  в  =  0  с о о т в е т с т в у е т  
у с т о й ч и в о м у  р а в н о в е с и ю ,  т. е . я в л я е т с я  т о ч е ч н ы м  а т т р а к т о р о м .  П р и  
e  >  0 , к а к  м ы  в и д е л и ,  т о ч к а  н а ч а л а  к о о р д и н а т  с т а н о в и т с я  н е у с т о й ч и ­
в о й  и  п е р е х о д и т  в  д р у г о й  а т т р а к т о р  —  п р е д е л ь н ы й  ц и к л .  С л е д о в а т е л ь ­
н о ,  п р и  e  =  0  п р о и с х о д и т  к а ч е с т в е н н о е  и з м е н е н и е  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  
( 9 .3 8 ) .  Ф и з и ч е с к и  э т о  с о о т в е т с т в у е т  к а ч е с т в е н н о й  п е р е с т р о й к е  к о л е б а ­
т е л ь н о г о  д в и ж е н и я  п р и  п л а в н о м  и з м е н е н и и  в н е ш н и х  у с л о в и й .
О б о б щ а я  э т о т  р е з у л ь т а т ,  в в е д е м  е щ е  о д н о  п о н я т и е ,  и м е ю щ е е  ф у н д а ­
м е н т а л ь н о е  з н а ч е н и е  в  т е о р и и  с и л ь н о  н е р а в н о в е с н ы х  с и с т е м  и , в  ч а с т н о ­
с т и ,  в  т е о р и и  т у р б у л е н т н о с т и .  К а ч е с т в е н н о е  и з м е н е н и е  р е ш е н и я  д и ф ф е ­
р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  п р и  н е к о т о р о м  ф и к с и р о в а н н о м  з н а ч е н и и  п а р а ­
м е т р а  э т о г о  у р а в н е н и я  н а з ы в а е т с я  б и ф у р к а ц и е й  ( о т  а н г л . b i f u r c a t i o n  —  
р а з д в о е н и е ,  р а з в е т в л е н и е ) .  С о о т в е т с т в у ю щ е е  з н а ч е н и е  п а р а м е т р а  н а ­
з ы в а е т с я  к р и т и ч е с к и м ,  т а к  к а к  п р и  э т о м  з н а ч е н и и  и м е е т с я  н е с к о л ь ­
к о  в е т в е й  р е ш е н и я ,  у с т о й ч и в ы х  и л и  н е у с т о й ч и в ы х .  Д л я  у р а в н е н и я  В а н  
д е р  П о л я ,  к а к  м ы  в и д е л и ,  к р и т и ч е с к и м  з н а ч е н и е м  п а р а м е т р а  e  б у д е т  
e  =  eK =  0 . Г р а ф и к  з а в и с и м о с т и  с в о й с т в а  р е ш е н и я  о т  п а р а м е т р а  у р а в н е ­
н и я  н а з ы в а ю т  б и ф у р к а ц и о н н о й  д и а г р а м м о й .  Н а  р и с .  9 .1 2  п о к а з а н а  т и ­
п и ч н а я  б и ф у р к а ц и о н н а я  д и а г р а м м а ,  д е м о н с т р и р у ю щ а я  к а ч е с т в е н н у ю
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з а в и с и м о с т ь  с в о й с т в  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 9 .3 8 )  д л я  м а к с и м а л ь н о й  а м ­
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П р и  з н а ч е н и я х  е <  е к у с т о й ч и в о е  р е ш е н и е  с о о т в е т с т в у е т  т о ч е ч н о м у  
а т т р а к т о р у .  Н а п о м н и м ,  ч т о  д л я  у р а в н е н и я  (9 .3 8 )  э т о й  т о ч к о й  н а  ф а з о ­
в о й  п л о с к о с т и  ( в , в )  я в л я е т с я  н а ч а л о  к о о р д и н а т ,  т а к  к а к  е к =  0 . П р и  
е =  е к р е ш е н и е  п р е т е р п е в а е т  к а ч е с т в е н н о е  и з м е н е н и е :  т о ч е ч н ы й  а т ­
т р а к т о р  с м е н я е т с я  п р е д е л ь н ы м  ц и к л о м ,  а  н е п о д в и ж н а я  т о ч к а  ф а з о в о г о  
п р о с т р а н с т в а ,  к о т о р а я  б ы л а  а т т р а к т о р о м ,  с о о т в е т с т в у е т  н е у с т о й ч и в о м у  
р е ш е н и ю  ( п у н к т и р н а я  ч а с т ь  о с и  е н а  б и ф у р к а ц и о н н о й  д и а г р а м м е ) .
Я в л е н и е  в о з н и к н о в е н и я  п р е д е л ь н о г о  ц и к л а  п р и  н е к о т о р о м  ф и к с и ­
р о в а н н о м  з н а ч е н и и  п а р а м е т р а  е =  е к н а з ы в а е т с я  б и ф у р к а ц и е й  Х о п ф а  
(E . H o p f ,  1 9 4 2 ) .  П р е д е л ь н ы й  ц и к л  в  о к р е с т н о с т и  б и ф у р к а ц и и  Х о п ф а  о б ­
л а д а е т  в а ж н ы м  с в о й с т в о м .  В  ч а с т н о м  с л у ч а е  у р а в н е н и я  В а н  д е р  П о л я  
а м п л и т у д а  п р е д е л ь н о г о  ц и к л а  в б л и з и  т о ч к и  в е т в л е н и я  п р о п о р ц и о н а л ь ­
н а  к в а д р а т н о м у  к о р н ю  и з  п а р а м е т р а  е , а  в  о б щ е м  с л у ч а е  —  (е  — е к ) 1 /2 . 
Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  п р и  п л а в н о м  р о с т е  п а р а м е т р а  е >  е к , н а ч и н а я  о т  т о ч ­
к и  б и ф у р к а ц и и ,  а м п л и т у д а  р а с т е т  к а к  (е  — е к ) 1 /2 . Э т о  с о с т а в л я е т  о с н о в у  
в о з м о ж н о г о  с ц е н а р и я  р а з р у ш е н и я  с т а ц и о н а р н о г о  л а м и н а р н о г о  т е ч е н и я  
ж и д к о с т и  и  з а р о ж д е н и я  т у р б у л е н т н о с т и .
9.6.2. Сценарий Ландау — Хопфа
О с н о в у  с ц е н а р и я  т у р б у л и з а ц и и  т е ч е н и я  ж и д к о с т и ,  п р е д л о ж е н н о г о  
Л . Л а н д а у  (1 9 4 4 )  и  н е з а в и с и м о  Е . Х о п ф о м  (1 9 4 8 ) ,  с о с т а в л я е т  г и п о т е ­
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з а  н е п р е р ы в н о г о  п е р е х о д а  к  т у р б у л е н т н о с т и  ч е р е з  б е с к о н е ч н ы й  к а с к а д  
б и ф у р к а ц и й .
Л а н д а у  и с х о д и л  и з  т о г о ,  ч т о  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  и  н е р а з ­
р ы в н о с т и  в с е г д а  и м е ю т  с т а ц и о н а р н о е  р е ш е н и е ,  у с т о й ч и в о е  п р и  м а л ы х  
ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а .  П у с т ь  э т и м  р е ш е н и е м  д л я  с к о р о с т и  т е ч е н и я  б у д е т  
v o ( r ) .  О т м е т и м ,  ч т о  с к о р о с т ь  v 0 з а в и с и т  т о л ь к о  о т  р а д и у с - в е к т о р а  г ,  н о  
н е  з а в и с и т  о т  в р е м е н и  t.
Е с л и  в  ж и д к о с т и  в о з н и к а е т  в о з м у щ е н и е ,  т о  с к о р о с т ь  т е ч е н и я  м о ж е т  
б ы т ь  п р е д с т а в л е н а  в  в и д е  с у м м ы  с к о р о с т и  с т а ц и о н а р н о г о  т е ч е н и я  и  в о з ­
м у щ е н и я  v i ( r ,  t ) ,  к о т р о е  з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т  и  и з м е н я е т с я  с  т е ч е н и е м  
в р е м е н и :
v ( r , t )  =  v o ( r )  +  v i ( r , t ) .
К а к  б ы л о  п о к а з а н о ,  в о з м у щ е н и е  v 1 о п и с ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  ( 9 .5 )  и  
у д о в л е т в о р я е т  с т а ц и о н а р н о м у  г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю  ( 9 .6 ) .  Р е ш е н и е  у р а в ­
н е н и я  ( 9 .5 )  п р е д с т а в л я е т  в о з м у щ е н и е  к а к  п у л ь с а ц и ю  с к о р о с т и  с  н е к о ­
т о р о й  а м п л и т у д о й  f 0 ( r )  и  ч а с т о т о й  ш:
v 1 ( r , t )  =  f 0 ( r )  e x p ( - i u t ) .  (9 .3 9 )
П о д с т а в л я я  э т о  в ы р а ж е н и е  в  у р а в н е н и е  ( 9 .5 ) ,  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  
к о м п л е к с н ы е  с о б с т в е н н ы е  ч а с т о т ы  ш  =  a  +  b i.  Е с л и  в с е  к о м п л е к с н ы е  
ч а с т о т ы  и м е ю т  о т р и ц а т е л ь н ы е  м н и м ы е  ч а с т и  (b  <  0 ) ,  т о  м а л ы е  в о з ­
м у щ е н и я  з а т у х а ю т  и  р е ш е н и е  v 0 у с т о й ч и в о .  Е с л и  ж е  п р и  у в е л и ч е н и и  
ч и с л а  R e  д о  н е к о т о р о г о  к р и т и ч е с к о г о  з н а ч е н и я  R e 1 п о я в и т с я  х о т я  б ы  
о д н а  с о б с т в е н н а я  ч а с т о т а  ш 1 =  a 1 +  b 1 i ,  м н и м а я  ч а с т ь  к о т о р о й  р а в н а  
н у л ю  (b 1 =  0 ) ,  т о  в о з н и к а е т  с о с т о я н и е  н е й т р а л ь н о г о  р а в н о в е с и я ,  к о ­
г д а  в о з м у щ е н и е  н е  и с ч е з а е т ,  н о  и  н е  р а с т е т .  П р и  э т о м  т е ч е н и е  ж и д к о ­
с т и  с т а н о в и т с я  п е р и о д и ч е с к и м  п о  в р е м е н и  с  ч а с т о т о й  ш 1 и  п е р и о д о м  
Т 1 =  2 п /ш 1. Т а к и м  о б р а з о м ,  з н а ч е н и е  у п р а в л я ю щ е г о  п а р а м е т р а  (ч и с л а  
Р е й н о л ь д с а )  R e  =  R e 1 я в л я е т с я  п е р в о й  т о ч к о й  б и ф у р к а ц и и  р е ш е н и я  
у р а в н е н и я  ( 9 .5 ) .
К а к  п о в е д е т  с е б я  ж и д к о с т ь  п р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й ­
н о л ь д с а ?  О т в е ч а я  н а  э т о т  в о п р о с ,  Л а н д а у  в ы д в и г а е т  г и п о т е з у  о  т о м ,  ч т о  
с у щ е с т в у е т  т а к о е  з н а ч е н и е  R e  =  R e 2 , п р и  к о т о р о м  в  ж и д к о с т и  в о з н и к а е т  
в т о р о е  п е р и о д и ч е с к о е  д в и ж е н и е  с  ч а с т о т о й  ш2 , к о т о р о е  н а к л а д ы в а е т с я  
н а  п е р в о е  с  ч а с т о т о й  ш 1. Т а к и м  о б р а з о м ,  т е ч е н и е  ж и д к о с т и  с т а н о в и т ­
с я  к в а з и п е р и о д и ч е с к и м  с о  с к о р о с т ь ю  v ( r , t )  =  v 0 ( r )  +  v 1 ( r , t )  +  v 2 ( r , t ) ,
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п р и ч е м  в о з м у щ е н и е  в т о р о г о  п о р я д к а  о п р е д е л я е т с я  с л е д у ю щ и м  в ы р а ­
ж е н и е м :
V2 ( r , t )  =  fi ( r , t ) e x p ( - i w 2 t ) .  (9 .4 0 )
З д е с ь  а м п л и т у д а  f i ( r , t )  —  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я  в р е м е н и  с  п е р и о ­
д о м  Т 1 о с н о в н о г о  к о л е б а т е л ь н о г о  д в и ж е н и я .  В  с о о т в е т с т в и и  с  г и п о т е з о й  
Л а н д а у  ч а с т о т ы  к о л е б а н и й  ш 1 и  ш 2 д о л ж н ы  б ы т ь  н е с о и з м е р и м ы ,  т. е . 
и х  о т н о ш е н и е  ш 2 / ш 1 я в л я е т с я  и р р а ц и о н а л ь н ы м  ч и с л о м .  Э т о  с у щ е с т в е н ­
н о ,  т а к  к а к  с о с т о я н и я ,  ф а з ы  к о т о р ы х  о т л и ч а ю т с я  н а  ц е л о е  к р а т н о е  2 п ,  
ф и з и ч е с к и  т о ж д е с т в е н н ы .
З н а ч е н и е  R e  =  R e 2 >  R e 1 я в л я е т с я  в т о р о й  т о ч к о й  б и ф у р к а ц и и  р е ­
ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 9 .5 ) .  П р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  
и  д о с т и ж е н и я  и м  в е л и ч и н ы  R e 3 >  R e 2 в о з н и к а е т  т р е т ь е  п е р и о д и ч е ­
с к о е  п о  в р е м е н и  д в и ж е н и е  с  ч а с т о т о й  и  т. д .  С л е д о в а т е л ь н о ,  п р и  
п л а в н о м  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  п о я в л я ю т с я  т о ч к и  б и ф у р к а ц и и  
R e 1 , R e 2 , R e 3 , . . .  и  с о о т в е т с т в у ю щ и й  с п е к т р  ч а с т о т  ш 1 , ш 2 , ш 3 , . . . .  С ц е ­
н а р и й  Л а н д а у  п р е д п о л а г а е т ,  ч т о  с  у в е л и ч е н и е м  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  и н ­
т е р в а л ы  м е ж д у  т о ч к а м и  б и ф у р к а ц и и  б ы с т р о  с о к р а щ а ю т с я .  В н о в ь  п о я в ­
л я ю щ и е с я  п е р и о д и ч е с к и е  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  и м е ю т  в с е  б о л е е  м е л к и е  
м а с ш т а б ы .  Н а к о н е ц ,  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  д о с т и г а е т  з н а ч е н и е  R e Kp, п р и  
к о т о р о м  т о ч к и  б и ф у р к а ц и и  с л и в а ю т с я  и  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  
С т о к с а  с т а н о в и т с я  н е у с т о й ч и в ы м .  Т а к и м  о б р а з о м ,  н е р е г у л я р н о е  ( т у р б у ­
л е н т н о е )  т е ч е н и е  в о з н и к а е т  в  р е з у л ь т а т е  б е с к о н е ч н о г о  к а с к а д а  б и ф у р ­
к а ц и й .
Н а  р и с .  9 .1 3  п о к а з а н а  б и ф у р к а ц и о н н а я  д и а г р а м м а  п е р е х о д а  о т  л а ­
м и н а р н о г о  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  п р и  R e  <  R e 1 к  т у р б у л е н т н о м у  п р и  
R e  >  R e Kp ч е р е з  б е с к о н е ч н ы й  к а с к а д  б и ф у р к а ц и й  Х о п ф а  ( f  —  а м п л и ­
т у д а  в о з м у щ е н и й ) .  П р и  п л а в н о м  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  в  к а ж ­
д о й  т о ч к е  б и ф у р к а ц и и  п р о и с х о д и т  р о ж д е н и е  н о в о г о  п р е д е л ь н о г о  ц и к л а . 
П р и  э т о м  а м п л и т у д а  f  п р е д е л ь н о г о  ц и к л а  у м е н ь ш а е т с я  с  у в е л и ч е н и е м  
з н а ч е н и я  R e ,  т . е . в н о в ь  р о ж д а ю щ и е с я  в о з м у щ е н и я  и м е ю т  в с е  б о л е е  
м е л к и е  м а с ш т а б ы .  Т е ч е н и е  ж и д к о с т и  п р и о б р е т а е т  в с е  б о л е е  с л о ж н ы й  
и  з а п у т а н н ы й  х а р а к т е р .  Н а к о н е ц  п р и  н е к о т о р о м  к р и т и ч е с к о м  з н а ч е н и и  
R e  =  R e Kp п о т о к  п о л н о с т ь ю  т у р б у л и з у е т с я .
К а к  и з м е н я ю т с я  ф а з о в ы е  т р а е к т о р и и  с и с т е м ы  в  п р о с т р а н с т в е  с о с т о ­
я н и й ,  в  к о т о р о м  о с я м и  к о о р д и н а т  с л у ж а т  а м п л и т у д ы  ф у р ь е - к о м п о н е н т  
с к о р о с т и  т е ч е н и я ?  П р и  п о я в л е н и и  п е р в о й  ч а с т о т ы  ш 1 д в и ж е н и е  ж и д ­
к о с т и  с т а н о в и т с я  у с т о й ч и в о - п е р и о д и ч е с к и м .  В  п р о с т р а н с т в е  с о с т о я н и й
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т о ч е ч н ы й  а т т р а к т о р  п р е в р а щ а е т с я  в  п р е д е л ь н ы й  ц и к л ,  ф а з о в ы е  т р а е к ­
т о р и и  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  з а м к н у т ы е  к р и в ы е .  П р и  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  
Р е й н о л ь д с а ,  к о г д а  п о я в л я е т с я  в т о р о е  п е р и о д и ч е с к о е  д в и ж е н и е  с  ч а с т о ­
т о й  ш 2 , т е ч е н и е  с т а н о в и т с я  к в а з и п е р и о д и ч е с к и м .  В  т р е х м е р н о м  п р о ­
с т р а н с т в е  с о с т о я н и й  д в о я к о п е р и о д и ч е с к о м у  д в и ж е н и ю  с о о т в е т с т в у е т  
ф а з о в а я  т р а е к т о р и я  в  в и д е  н е з а м к н у т о й  н а м о т к и  н а  д в у м е р н ы й  т о р 14 
(р и с .  9 .1 4 )
Ф а з о в а я  т р а е к т о р и я  к в а з и п е р и о д и ч е ­
с к о г о  д в и ж е н и я  ф о р м и р у е т с я  н а л о ж е н и е м  
д в у х  к р и в ы х .  О с н о в н а я  ч а с т о т а  с о о т в е т ­
с т в у е т  в р а щ е н и ю  п о  о б р а з у ю щ е й  т о р а ,  ч а ­
с т о т а  ш 2 —  в р а щ е н и ю  н а  п о в е р х н о с т и  т о ­
р а .  В  р е з у л ь т а т е  ф а з о в а я  т р а е к т о р и я  п р е д ­
с т а в л я е т  с о б о й  с п и р а л ь н у ю  к р и в у ю  н а  п о ­
в е р х н о с т и  т о р а .
П р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й -
Р и с .  9 .1 4
н о л ь д с а  п о я в л я е т с я  т р е т ь я  ч а с т о т а  ш 3 . Р е ­
з у л ь т и р у ю щ е м у  д в и ж е н и ю  ж и д к о с т и  в  п р о с т р а н с т в е  с о с т о я н и й  с о о т ­
в е т с т в у е т  ф а з о в а я  т р а е к т о р и я  в  в и д е  н е з а м к н у т о й  к р и в о й ,  н а м о т а н н о й  
н а  т р е х м е р н ы й  т о р .  П о с к о л ь к у  с ц е н а р и й  Л а н д а у  —  Х о п ф а  п р е д п о л а г а ­
е т  п е р е х о д  к  н е р е г у л я р н о м у  т е ч е н и ю  ж и д к о с т и  ч е р е з  к а с к а д  к о н е ч н о г о ,
14И м еется  в ви ду п оверхн ость  «бубл и к а » без закл ю чен н ого в ней объ ем а. В данном  
случае речь и дет о д вум ерн ой  поверхн ости  в трехм ерн ом  п ростран стве .
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но большого числа бифуркаций, то геометрическим образом турбулент­
ного потока в пространстве состояний будет многомерный тор.
В настоящее время теория Ландау — Х опф а подвергается критике. 
Основным аргументом являются ссылки на эксперименты, из которых  
следует, что турбулизация потока происходит значительно быстрее, чем  
это предсказывает теория.
9.6.3. Сценарий Рюэля — Такенса
В сценарии Д. Рюэля и Ф. Такенса (1971) турбулизация течения связы­
вается с возникновением странного аттрактора после трех бифурка­
ций. Хаотическим или странным аттрактором в физике называют огра­
ниченный объем пространства состояний диссипативной системы, куда 
фазовые траектории только входят, образуя внутри него неустойчивые 
циклы и незамкнутые блуждающие траектории. Э то  своего рода «чер­
ная ды ра», затягивающая в себя все фазовые траектории и не выпус­
кающая их наружу. На рис. 9.15 показан один из известных странных 
аттракторов — так называемый аттрактор Лоренца, характеризующий  
динамическое поведение жидкости в условиях конвекции.
Рис. 9.15
Э то  первый странный аттрактор, который был откры т (Э . Лоренц, 
1963) и исследован. Видно, что он представляет собой «клубок» непере­
секающихся фазовых траекторий в элементе объема трехмерного про­
странства состояний.
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В отличие от обычных аттракторов (предельная точка, устойчивый  
предельный цикл) странный аттрактор обладает замечательным свой­
ством — чувствительной зависимостью от начальных условий (Ч З Н У ). 
Физически это означает, что характер течения жидкости существенно 
зависит от значений возмущений в момент их возникновения. С точ­
ки зрения математического описания эволюции возмущений решения 
уравнений гидродинамики сильно зависят от начальных условий. Если 
движение устойчиво, то малая неточность в граничных условиях при­
ведет к такой же неточности в конечном результате. Если же движение 
неустойчиво, то эта неточность в начальных условиях растет с течением 
времени и решение не предсказывает дальнейшего характера течения 
жидкости.
Вследствие Ч З Н У  две любые близкие в начальный момент фазо­
вые траектории на странном аттракторе с течением времени расходятся 
(рис. 9 .1 615).
Рис. 9.16
Кажущееся противоречие меж ду нашим представлением об аттрак­
торе как объекте, притягивающем фазовые траектории, и Ч З Н У , при­
водящей к расхождению этих траекторий, свидетельствует лишь о су­
ществовании нижней границы размерности аттрактора. На двумерной  
поверхности возникновение странного аттрактора невозможно. Э то  свя­
зано с тем, что фазовые траектории не пересекаются. В противном слу­
чае точка пересечения порождала бы две траектории, т. е. существовало 
бы такое состояние, из которого система ведет себя неопределенным об­
разом. Следовательно, разрушение двумерного тора и превращение его
1 5 С м : Б е р ж е  П ., П о м о  И ., В и д а л ь  К . П оря док  в хаосе. М . : М ир, 1991. С . 135.
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в странный аттрактор невозможно. Размерность тора, который может 
перейти в странный аттрактор, долж на быть не меньше трех.
Д ля примера рассмотрим трехмерное фазовое пространство. На  
рис. 9 .1 716 показано поведение фазовых траекторий, которое в прин­
ципе не может быть реализовано на двумерном торе.
Рис. 9.17
Две первоначально близкие траектории расходятся на плоскости по 
спирали, затем выходят из плоскости и вновь возвращаются в центр 
спирали. Бесконечное повторение этого процесса приводит к возник­
новению странного аттрактора как элемента фазового объема, внут­
ри которого эволюционирует притягивающее множество неустойчивых  
траекторий.
Еще раз подчеркнем, что в соответствии со сценарием Рюэля — Та- 
кенса течение может стать турбулентным уже после третьей бифурка­
ции. Напомним, что по теории Ландау переход к турбулентности про­
исходит через каскад бесконечного числа бифуркаций.
9.6.4. Сценарий Фейгенбаума
Сценарий Фейгенбаума (M . J. Feigenbaum, 1978) представляет непре­
рывный переход к турбулентности через бесконечный каскад бифурка­
ций с удвоением периода. Э та  идея родилась после анализа итерацион­
ного уравнения
Хп+1 = ГХп( 1 -  Xn), (9.41)
1 6 С м : Б е р ж е  П ., П о м о  И ., В и д а л ь  К . П оря док  в хаосе. С . 137.
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г д е  r  —  н е к о т о р а я  п о с т о я н н а я ,  п р и н и м а ю щ а я  з н а ч е н и я  в  д и а п а з о н е  
0  <  r  <  4 ; п е р е м е н н а я  x n п р и н а д л е ж и т  е д и н и ч н о м у  и н т е р в а л у  [0, 1]. 
В и д н о ,  ч т о  з н а ч е н и е  x n + 1  т а к ж е  п р и н а д л е ж и т  е д и н и ч н о м у  и н т е р в а л у  
[0, 1]. Е с л и  с ч и т а т ь ,  ч т о  и н д е к с ы  n  и  n  + 1  о т н о с я т с я  к  н а с т о я щ е м у  и  
п о с л е д у ю щ е м у  м о м е н т а м  в р е м е н и ,  т о  у р а в н е н и е  (9 .4 1 )  о п и с ы в а е т  н е к о ­
т о р ы й  э в о л ю ц и о н н ы й  п р о ц е с с .
Р е ш е н и е ,  д л я  к о т о р о г о  x n + 1  =  x n , н а з ы в а ю т  н е п о д в и ж н о й  т о ч к о й  
( п о с л е д у ю щ е е  р е ш е н и е  р а в н о  п р е д ы д у щ е м у ) .  П р и  в с е х  з н а ч е н и я х  r  с у ­
щ е с т в у е т  н е п о д в и ж н а я  т о ч к а  x  =  0 , и  п р и  r  >  1  е с т ь  е щ е  о д н а  н е п о ­
д в и ж н а я  т о ч к а  x  =  1 — 1 / r .  П у с т ь  1 <  r  <  3 , т о г д а  л и н е й н ы й  а н а л и з  
п о к а з ы в а е т ,  ч т о  п р и  л ю б о м  н а ч а л ь н о м  з н а ч е н и и  x 0 >  0  и т е р а ц и о н н ы й  
п р о ц е с с  п о  у р а в н е н и ю  ( 9 .4 1 )  в  п р е д е л е  n  — > ж  п р и в о д и т  к  р е ш е н и ю  
x n =  1 — 1 / r .  Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  1 <  r  <  3 т о ч к а  x  =  1 — 1 / r  я в л я е т с я  
а т т р а к т о р о м .  Е с л и  о д и н  ш а г  и т е р а ц и и  п р и н я т ь  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и ,  т о  
м о ж н о  у т в е р ж д а т ь ,  ч т о  м ы  п о л у ч и л и  а т т р а к т о р  с  п е р и о д о м  1. Д е й с т в и ­
т е л ь н о ,  п р и  x n =  1  — 1 / r  п о л у ч а е м  x n + 1  =  1  — 1 / r ,  т. е . з а  о д и н  ш а г  м ы  
п о л у ч и л и  т о  ж е  с а м о е  р е ш е н и е .
С и т у а ц и я  п р и н ц и п и а л ь н о  и з м е н я е т с я  п р и  r  >  3. Н е п о д в и ж н а я  т о ч ­
к а  x  =  1 — 1 / r  в  э т о м  с л у ч а е  о к а з ы в а е т с я  н е у с т о й ч и в о й .  Е с л и  н а ч а л ь н о е  
з н а ч е н и е  x 0 к а к  у г о д н о  м а л о  о т к л о н я е т с я  о т  э т о й  т о ч к и ,  т о  и т е р а ц и о н ­
н ы й  п р о ц е с с  ( 9 .4 1 )  у в о д и т  р е ш е н и е  е щ е  д а л ь ш е  о т  н е е . Н е п о д в и ж н а я  
т о ч к а  x  =  1 — 1 / r  у ж е  н е  я в л я е т с я  а т т р а к т о р о м .  З а т о  п р и  3 <  r  <  3 ,4 5  
п о я в л я ю т с я  д в е  т а к и е  о с о б ы е  т о ч к и  с  а б с ц и с с а м и  x *  и  x * ,  ч т о
=  r x * ( i  _  =  r x * ( i  _ju 2 — / ju 1 У) Jb i — f jy 2 •Л-' 2 /*
И т е р а ц и и  п о п е р е м е н н о  с о в п а д а ю т  т о  с  о д н о й  и з  н и х ,  т о  с  д р у г о й .  Н а ­
ч а в  с  л ю б о й  и з  э т и х  т о ч е к ,  м ы  ч е р е з  д в а  ш а г а  в н о в ь  в е р н е м с я  в  н е е . 
С л е д о в а т е л ь н о ,  т о ч к и  x 1  и  x2  о б р а з у ю т  а т т р а к т о р  с  п е р и о д о м  2 , т. е . 
п р о и з о ш л о  у д в о е н и е  п е р и о д а .  П р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  п а р а м е т р а  
r ,  п р и  r  >  3 ,4 5 ,  п о я в л я е т с я  р е ш е н и е  п е р и о д а  4 , а  р е ш е н и е  п е р и о д а  2 х о т я  
и  н е  и с ч е з а е т ,  н о  т е р я е т  у с т о й ч и в о с т ь .  П л а в н о е  у в е л и ч е н и е  п а р а м е т р а  
r  д о  з н а ч е н и я  r ^  ~  3 ,5 6 9 9 8  п р и в о д и т  к  т о м у ,  ч т о  у с т о й ч и в ы е  р е ш е н и я  
с  п е р и о д о м  2 k п о с л е д о в а т е л ь н о  з а м е н я ю т с я  у с т о й ч и в ы м и  р е ш е н и я м и  с  
п е р и о д о м  2 k+ 1. Ч е м  б о л ь ш е  з н а ч е н и е  k , т е м  м е н ь ш е  и н т е р в а л  з н а ч е ­
н и й  r ,  п р и  к о т о р ы х  р е ш е н и е  п е р и о д а  2 k у с т о й ч и в о .  П р и  r  =  r ^  и т е р а ­
ц и и  ( 9 .4 1 )  с т а н о в я т с я  н е у с т о й ч и в ы м и ,  н а с т у п а е т  х а о с .  Е с л и  п а р а м е т р  
r  о т о ж д е с т в и т ь  с  ч и с л о м  Р е й н о л ь д с а ,  т о  о ч е в и д н а  а н а л о г и я  и т е р а ц и й
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( 9 .4 1 )  с  т е о р и е й  т у р б у л е н т н о с т и  Л а н д а у . Ф е й г е н б а у м  т а к ж е  з а м е т и л ,  
ч т о  з н а ч е н и я  п а р а м е т р а  г ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  к а ж д о м у  у д в о е н и ю  п е р и о ­
д а ,  с х о д я т с я  к  з н а ч е н и ю  г те к а к  г е о м е т р и ч е с к а я  п р о г р е с с и я  с о  з н а м е н а ­
т е л е м  8  ~  4 , 6 6 9 2 . . . .  Ч и с л о  8  н о с и т  н а з в а н и е  п о с т о я н н о й  Ф е й г е н б а у м а .
К а ч е с т в е н н о  п р о и л л ю с т р и р у е м  с ц е н а р и й  Ф е й г е н б а у м а  п р и м е н и ­
т е л ь н о  к  у р а в н е н и ю  Н а в ь е  —  С т о к с а :
d v  1
—  +  (v V ) v  =  —  V p  +  v  A v . 
d t  p
(9 .4 2 )
Е с л и  L  и  v  -  х а р а к т е р н ы й  р а з м е р  и  в е л и ч и н а  с к о р о с т и  т е ч е н и я  с о ­
о т в е т с т в е н н о ,  т о  в т о р о е  с л а г а е м о е  в  л е в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  ( 9 .4 2 )  и м е ­
е т  п о р я д о к  v 2 / L ,  а  в т о р о е  с л а г а е м о е  п р а в о й  ч а с т и  м о ж н о  о ц е н и т ь  к а к  
v v / L 2. С  у ч е т о м  э т и х  о ц е н о к  у р а в н е н и е  ( 9 .4 2 )  з а п и ш е м  к а ч е с т в е н н о  в  
в и д е
d v  2
—  =  a v  +  b  +  c v , (9 .4 3 )
г д е  в с е  к о э ф ф и ц и е н т ы  н е  и з м е н я ю т с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и .
П у с т ь  в  ж и д к о с т и  и м е е т с я  н е к о т о р о е  х а р а к т е р н о е  п е р и о д и ч е с к о е  т е ­
ч е н и е  с  п е р и о д о м  T . Т о г д а  л е в у ю  ч а с т ь  м о ж н о  п р и б л и ж е н н о  п р е д с т а ­
в и т ь  к а к
d v  ^  v ( t  +  T ) — v ( t )
d t  ~  T  .
П е р е п и ш е м  у р а в н е н и е  (9 .4 3 )  д л я  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  в  р а з н о с т н о й  
ф о р м е :
v ( t  +  T ) =  a v ( t )  +  f i v 2 ( t )  +  y ,  (9 .4 5 )
г д е  а ,  в ,  Y  —  н е к о т о р ы е  н о в ы е  п о с т о я н н ы е .  Л и н е й н ы й  ч л е н  в  п р а в о й  ч а ­
с т и  у р а в н е н и я  ( 9 .4 5 )  м о ж е т  б ы т ь  и с к л ю ч е н ,  е с л и  п е р е й т и  в  д р у г у ю  с и ­
с т е м у  к о о р д и н а т ,  д в и ж у щ у ю с я  о т н о с и т е л ь н о  и с х о д н о й  с и с т е м ы  с  н е к о ­
т о р о й  п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю  V . Т о г д а  у р а в н е н и е  ( 9 .4 5 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  
в  в и д е
v 2 ( t )
v ( t  +  T ) =  vo +  A ^ , (9 .4 6 )
vo
г д е  v 0 —  н е к о т о р а я  х а р а к т е р н а я  с к о р о с т ь  т е ч е н и я ,  н а п р и м е р ,  с к о р о с т ь  
н а б е г а ю щ е г о  н а  т е л о  п о т о к а  ж и д к о с т и ;  A —  б е з р а з м е р н а я  п о с т о я н н а я .  
Э т а  п о с т о я н н а я  м о ж е т  б ы т ь  к а ч е с т в е н н о  и д е н т и ф и ц и р о в а н а  с  ч и с л о м  
Р е й н о л ь д с а ,  R e .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  и з  п р и в е д е н н ы х  в ы ш е  о ц е н о к  с л е д у ­
е т , ч т о  о т н о ш е н и е  к в а д р а т и ч н о г о  ч л е н а  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  к  
« в я з к о м у »  и м е е т  п о р я д о к  v L / v  =  R e .
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Р а з н о с т н о е  у р а в н е н и е  п р и н и м а е т  с л е д у ю щ и й  в и д :
- 2 ( t )
v ( t  +  T ) =  Vo -  R e  — (- )
- 0 (9 .4 7 )
З н а к  м и н у с  п е р е д  к в а д р а т и ч н ы м  ч л е н о м  в ы б р а н  и з  т е х  с о о б р а ж е н и й ,  
ч т о  в  п р о т и в н о м  с л у ч а е  п р и  - 0 >  0  с к о р о с т ь  -  н е о г р а н и ч е н н о  у в е л и ­
ч и в а е т с я  п р и  п о в т о р е н и и  п е р и о д о в  в р е м е н и  T . П о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е  
( 9 .4 7 ) ,  к а ч е с т в е н н о  с о х р а н я ю щ е е  о с н о в н ы е  ч е р т ы  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  
Н а в ь е  —  С т о к с а ,  ф о р м а л ь н о  п о х о ж е  н а  и т е р а ц и о н н о е  у р а в н е н и е  ( 9 .4 1 ) ,  
к о т о р о е  и с с л е д о в а л  Ф е й г е н б а у м .  Р о л ь  у п р а в л я ю щ е г о  п а р а м е т р а  и г р а е т  
ч и с л о  Р е й н о л ь д с а .
С т р о г о  п е р и о д и ч е с к о е  р е ш е н и е  о з н а ч а е т ,  ч т о  - i ( t  +  T ) =  - i ( t ) .  Т о г д а  
и з  (9 .4 7 )  п о л у ч а е м  к в а д р а т н о е  у р а в н е н и е
- 1 =  - 0 — R e  - 1  ( t ) , (9 .4 8 )
- o
р е ш е н и е м  к о т о р о г о  б у д е т
- i
-\/1 +  4 R e  
2 R e
1
- V o . (9 .4 9 )
Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  м ы  в з я л и  т о л ь к о  п о л о ж и т е л ь н ы й  к о р е н ь  (9 .4 8 ) .
Р а с с м о т р и м  м а л о е  в о з м у щ е н и е  э т о г о  п е р и о д и ч е с к о г о  р е ш е н и я  -  =  
- 1  +  А - .  П о д с т а в л я я  э т о  в  ( 9 .4 7 )  и  о г р а н и ч и в а я с ь  ч л е н а м и  п е р в о г о  п о ­
р я д к а  м а л о с т и  п о  в о з м у щ е н и ю  А - ,  п о л у ч и м
А - ( t  +  T ) =  — 2 R e - i  A - ( t )
- o
(9 .5 0 )
Е с л и  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  2 R e  - 1 <  - 0 , т о  и з  у р а в н е н и я  (9 .5 0 )  
с л е д у е т :  | A - ( t  +  T )| <  |A - ( t ) |. Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  в о з м у щ е н и е  п е р и о д и ­
ч е с к о г о  р е ш е н и я  с о  в р е м е н е м  у м е н ь ш а е т с я ,  т. е . п е р и о д и ч е с к о е  р е ш е н и е  
я в л я е т с я  у с т о й ч и в ы м .  Е с л и  ж е  2 R e - 1 >  - 0 , т о  т е ч е н и е  н е у с т о й ч и в о ,  т а к  
к а к  в о з м у щ е н и е  н а р а с т а е т  с о  в р е м е н е м .  П о т е р я  у с т о й ч и в о с т и  п р о и с х о ­
д и т  в  н е й т р а л ь н о й  т о ч к е  п р и  з н а ч е н и я х  R e  =  R e 1 и  - 1 =  - * ,  к о т о р ы е  
с в я з а н ы  м е ж д у  с о б о й  с л е д у ю щ и м  с о о т н о ш е н и е м :
2Re1- (  =  - 0. (9.51)
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П о д с т а в л я я  R e  =  R e i  и  v 1 =  v*  в  ( 9 .4 9 ) ,  а  з а т е м  с  у ч е т о м  с о о т н о ш е ­
н и я  ( 9 .5 1 )  и с к л ю ч а я  v * , п о л у ч и м
y i R e i T T  =  2 , R e 1 =  3 / 4 .  (9 .5 2 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  R e  =  R e 1 —  т о ч к а  б и ф у р к а ц и и .  П е р и о д и ч е с к о е  т е ­
ч е н и е  с о  с к о р о с т ь ю  v 1 у с т о й ч и в о  п р и  R e  <  R e 1 и  н е у с т о й ч и в о  п р и
R e  >  R e 1.
В  т о ч к е  б и ф у р к а ц и и  R e  =  R e 1, с о г л а с н о  ( 9 .5 0 ) ,  и м е е м  A v ( t  +  T ) =  
— A v ( t )  и , с л е д о в а т е л ь н о ,
A  v ( t  +  2 T ) =  — A  v ( t  +  T ) =  A  v ( t ) .
Т а к и м  о б р а з о м ,  т е ч е н и е  с о  с к о р о с т ь ю  v* +  A v  т о ж е  п е р и о д и ч н о  с  п е р и о ­
д о м  2 T , т. е . с  у д в о е н н ы м  п е р и о д о м  и с х о д н о г о  п е р и о д и ч е с к о г о  т е ч е н и я .
Н а й д е м  у с л о в и е  п о т е р и  у с т о й ч и в о с т и  н о в о г о  п е р и о д и ч е с к о г о  т е ч е ­
н и я  с  п е р и о д о м  2 T . Д л я  э т о г о  п р о и т е р и р у е м  у р а в н е н и е  (9 .4 7 )  ч е р е з  о д и н  
п е р и о д .  Э т о  д а е т
v ( t  +  2 T ) v o (1  — R e )  +  2 R e 2
vo
R e 3 v4(t)3v o
(9 .5 3 )
П о с к о л ь к у  v  <  v o , п о с л е д н и м  с л а г а е м ы м  п р а в о й  ч а с т и  м о ж н о  п р е н е ­
б р е ч ь  к а к  ч л е н о м  б о л е е  в ы с о к о г о  п о р я д к а  м а л о с т и .  В в е д е м  о б о з н а ч е н и я
v ( t )  =  — ( t ) ( 1  — R e ) ,  A =  2 R e 2 ( R e  — 1 ) . (9 .5 4 )
Т о г д а  у п р о щ е н н о е  у р а в н е н и е  (9 .5 3 )  п р и м е т  в и д
v 2 ( t )
v ( t  +  2 T  ) =  vo — A — -( t ) . (9 .5 5 )
v o
Э т о  у р а в н е н и е  ф о р м а л ь н о  с о в п а д а е т  с  ( 9 .4 7 ) ,  е с л и  п р о и з в е с т и  з а ­
м е н у  v  — > v  и  R e  — > A. П о э т о м у  п о в т о р я я  п р о в е д е н н ы й  в ы ш е  а н а ­
л и з ,  с о г л а с н о  ( 9 .5 2 )  п о л у ч и м ,  ч т о  п о т е р я  у с т о й ч и в о с т и  п е р и о д и ч е с к и м  
т е ч е н и е м  с  п е р и о д о м  2 T  п р о и с х о д и т  п р и  A =  A 2 =  3 / 4 .  Т о г д а  и з  
( 9 .5 4 )  н а х о д и м ,  ч т о  с о о т в е т с т в у ю щ е е  з н а ч е н и е  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  р а в н о  
R e  =  R e 2 =  1 ,2 3 . Э т о  в т о р а я  т о ч к а  б и ф у р к а ц и и .
С л е д о в а т е л ь н о ,  п е р и о д и ч е с к о е  т е ч е н и е  с  п е р и о д о м  2 T  у с т о й ч и в о  п р и  
R e  <  R e 2 и  н е у с т о й ч и в о  п р и  R e  >  R e 2 .
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Р е з у л ь т а т  с л е д у ю щ е й  и т е р а ц и и  у р а в н е н и я  ( 9 .4 7 )  е щ е  н а  о д и н  п е р и ­
о д  д а с т  у с л о в и е  у с т о й ч и в о с т и  т е ч е н и я  с  п е р и о д о м  4 T . П о т е р я  у с т о й ­
ч и в о с т и  э т о г о  п е р и о д и ч е с к о г о  т е ч е н и я  б у д е т  п р о и с х о д и т ь  п р и  ц  =  3 / 4  
\ц = 2 А 2 (А  — 1 )] . О т с ю д а  А =  Аз ~  1 ,2 3  и  R e 3 «  1 ,3 4 . М ы  п о л у ч и л и  
т р е т ь ю  т о ч к у  б и ф у р к а ц и и .  С л е д у ю щ е е  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а ,  п р и  к о т о р о м  
п р о и с х о д и т  п о т е р я  у с т о й ч и в о с т и  п е р и о д и ч е с к о г о  т е ч е н и я  с  п е р и о д о м  
8 T , р а в н о :  R e  =  R e 4 ~  1 ,3 6 .
П о в т о р я я  и т е р а ц и о н н у ю  п р о ц е д у р у  м ы с л е н н о  б е с к о н е ч н о е  ч и с л о  
р а з ,  п о л у ч и м ,  ч т о  п о л н а я  п о т е р я  у с т о й ч и в о с т и  т е ч е н и й  с о  в с е м и  п е ­
р и о д а м и  и м е е т  м е с т о  п р и  д о с т и ж е н и и  к р и т и ч е с к о г о  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  
R e Kp. В  с о о т в е т с т в и и  с  (9 .5 4 )  э т о  ч и с л о  о п р е д е л я е т с я  и з  у р а в н е н и я
ReKp =  2ReK p ( R e ^  — 1 ) . (9 .5 6 )
О т с ю д а  п о л у ч а е м
ReKp =  (1  +  л / 3 ) / 2  «  1 , 3 7 .
О б л а с т ь  R e  >  R e Kp с о о т в е т с т в у е т  в о з н и к н о в е н и ю  т у р б у л е н т н о с т и .
О т м е т и м  б ы с т р о е  с б л и ж е н и е  ч и с е л  Р е й н о л ь д с а  R e n с  р о с т о м  н о м е р а  
п ,  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  п о т е р и  у с т о й ч и в о с т и  п е р и о д и ч е с к о г о  т е ч е н и я  с  п е ­
р и о д о м  2n-lT. И з  п р о в е д е н н ы х  о ц е н о к  с л е д у е т ,  ч т о  у ж е  п р и  R e  ~  R e 4 
в о з н и к а ю щ и е  в и х р е в ы е  п о т о к и  б ы с т р о  р а з р у ш а ю т с я  и  т е ч е н и е  с т а н о ­
в и т с я  т у р б у л е н т н ы м .  Э т о т  р е з у л ь т а т  к а ч е с т в е н н о  с о г л а с у е т с я  с о  с ц е н а ­
р и е м  Р ю э л я  —  Т а к е н с а .
9.7. Уравнения Рейнольдса
С в о й с т в а  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  о ч е н ь  с л о ж н ы  и  и з в е с т ­
н ы  г л а в н ы м  о б р а з о м  и з  э к с п е р и м е н т о в .  О п ы т ы  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  п р и  
у с т а н о в и в ш е м с я  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  с к о р о с т ь  в  д а н н о й  т о ч к е  п р о ­
с т р а н с т в а  в с е  в р е м я  и з м е н я е т с я  к а к  п о  в е л и ч и н е ,  т а к  и  п о  н а п р а в л е н и ю .  
Т а к ж е  и з м е н я е т с я  и  д а в л е н и е .  Е с л и  и з м е р и т ь  и з м е н е н и е  м г н о в е н н о й  
п р о д о л ь н о й  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  д а н н о й  т о ч к е  
т р у б ы  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и ,  т о  п о л у ч и м  п р и м е р н ы й  г р а ф и к ,  и з о б р а ж е н ­
н ы й  н а  р и с .  9 .1 8 .
И з  р и с у н к а  в и д н о ,  ч т о  п р и  у с т а н о в и в ш е м с я  д в и ж е н и и  к о м п о н е н т а  
с к о р о с т и  в д о л ь  о с и  т р у б ы  ( о с ь  х )  п у л ь с и р у е т  о к о л о  н е к о т о р о г о  с р е д н е г о  
з н а ч е н и я ,  о п р е д е л я ю щ е г о  р а с х о д  ж и д к о с т и  в  т р у б е .  Е с л и  и с п о л ь з о в а т ь
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Р и с .  9 .1 8
б о л е е  ч у в с т в и т е л ь н ы й  и  м е н е е  и н е р ц и о н н ы й  п р и б о р ,  т о  о б н а р у ж и л о с ь  
б ы ,  ч т о  п р и  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  к а ж д ы й  к а ж у щ и й с я  б о л е е  
и л и  м е н е е  п р я м о л и н е й н ы м  у ч а с т о к  к р и в о й  (р и с .  9 .1 8 )  н а  с а м о м  д е л е  
п р е д с т а в л я е т  и з  с е б я  т а к ж е  н е к о т о р у ю  з и г з а г о о б р а з н у ю  л о м а н у ю  л и ­
н и ю . О ч е в и д н о ,  п о п е р е ч н а я  с о с т а в л я ю щ а я  с к о р о с т и  б у д е т  п у л ь с и р о в а т ь  
о к о л о  с р е д н е г о  з н а ч е н и я ,  р а в н о г о  н у л ю .
С р е д н и е  з н а ч е н и я  н е к о т о р о й  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  и  д а в л е н и я  м о г у т  
б ы т ь  о п р е д е л е н ы  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
t+T t+T
1  J  V  ( r ) d T , p =  ^  J  p ( r ) d r .
t t
( 9 .5 7 )
З д е с ь  п е р и о д  о с р е д н е н и я  T  —  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и ,  к о т о р ы й  б о л ь ш е  
п е р и о д а  о с н о в н ы х  п у л ь с а ц и й  с к о р о с т и ,  н о  м н о г о  м е н ь ш е  в р е м е н и  и з м е ­
н е н и я  о с р е д н е н н о г о  н е с т а ц и о н а р н о г о  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  ( о с р е д н е н н о е  
п о  с л у ч а й н ы м  п у л ь с а ц и я м  д в и ж е н и е  м о ж е т  б ы т ь  и  н е с т а ц и о н а р н ы м ) .
М г н о в е н н о е  з н а ч е н и е  с к о р о с т и  и л и  д а в л е н и я  в  л ю б о й  м о м е н т  в р е м е ­
н и  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  к а к  с у м м у  с р е д н е г о  и  п у л ь с а ц и о н н о г о  з н а ч е н и я  
э т и х  в е л и ч и н :
V  =  Vi +  V , p  =  p  +  p ' . ( 9 .5 8 )
З д е с ь  v i  и  p '  —  п у л ь с а ц и о н н ы е  с к о р о с т ь  и  д а в л е н и е  с о о т в е т с т в е н н о .
Б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  м о ж е т  б ы т ь  
о п и с а н о  у р а в н е н и е м  Н а в ь е  —  С т о к с а  д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .  П р о ­
в е д е м  о с р е д н е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  п о  п р о м е ж у т к у  в р е м е н и  T , к о т о р ы й  
б о л ь ш е  п е р и о д а  м а к с и м а л ь н ы х  п у л ь с а ц и й ,  н о  м н о г о  м е н ь ш е  в р е м е н и  
о с р е д н е н н о г о  п о  п у л ь с а ц и я м  н е с т а ц и о н а р н о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и .
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О п р е д е л и м  п р а в и л а  о с р е д н е н и я .  П у с т ь  f (x, y, z, t) —  н е к о т о р а я  п у л ь ­
с и р у ю щ а я  х а р а к т е р и с т и к а  д в и ж е н и я ,  м г н о в е н н о е  з н а ч е н и е  к о т о р о й  в  
д а н н о й  т о ч к е  п р о с т р а н с т в а  м о ж н о  в  л ю б о й  м о м е н т  в р е м е н и  п р е д с т а ­
в и т ь  в  в и д е
t+T
f = f + f ' , f = t  J f ( t ) dT. ( 9 .5 9 )
t
П е р и о д  о с р е д н е н и я  T  в ы б р а н  т а к ,  ч т о  ф у н к ц и я  f  у ж е  н е  б у д е т  о с -  
ц и л и р у ю щ е й .  П о э т о м у  п о в т о р н о е  с г л а ж и в а н и е  в о  в р е м е н и  н е  и з м е н и т  
э т у  ф у н к ц и ю :
f  = f .
О с р е д н е н н о е  д в и ж е н и е ,  п р и  к о т о р о м  в е л и ч и н а  f н е  з а в и с и т  о т  в р е ­
м е н и ,  н а з ы в а е т с я  стационарным, а  с а м о  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  —  ква- 
зистлционарным.
О ч е в и д н о ,  п о  о п р е д е л е н и ю  f ' =  0  . Д е й с т в и т е л ь н о ,
f  = f -  f , f  = f -  f =  0 .
В  с и л у  л и н е й н о с т и  о п е р а ц и и  о с р е д н е н и я  ( 9 .5 9 )  с р е д н е е  з н а ч е н и е  с у м ­
м ы  р а в н о  с у м м е  с р е д н и х :
f  +  f 2 =  f  +  f .  (9 .6 0 )
Е с л и  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  к в а з и с т а ц и о н а р н о ,  т о  с р е д н е е  з н а ч е н и е  
п р о и з в е д е н и я  д в у х  в е л и ч и н ,  и з  к о т о р ы х  л и ш ь  о д н а  и с п ы т ы в а е т  п у л ь ­
с а ц и и ,  р а в н о  п р о и з в е д е н и ю  с р е д н и х :
f W 2 =  f i  • f .  / Г Г  =  f i  • f  2 =  0 . (9 .6 1 )
Е с л и  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  н е  к в а з и с т а ц и о н а р н о ,  т. е . о с р е д н е н н о е  
д в и ж е н и е  н е с т а ц и о н а р н о е ,  т о  с в о й с т в о  ( 9 .6 1 )  н е  в ы п о л н я е т с я .  Е г о  б у д е м  
п о с т у л и р о в а т ь  к а к  д о п о л н и т е л ь н о е  с в о й с т в о  о с р е д н е н и я .  Ч е м  м е н ь ш е  
и з м е н е н и е  с к о р о с т и  о с р е д н е н н о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  з а  п е р и о д  о с р е д ­
н е н и я  T , т е м  т о ч н е е  в ы п о л н я е т с я  э т о  с в о й с т в о .
С р е д н е е  з н а ч е н и е  п р о и з в е д е н и я  д в у х  н е з а в и с и м ы х  п у л ь с и р у ю щ и х  
в е л и ч и н  н е  р а в н о  п р о и з в е д е н и ю  с р е д н и х :
f f  =  f  • f  +  Л Г , Т Т Л  =  0 . (9 .6 2 )
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С р е д н е е  з н а ч е н и е  п р о и з в о д н о й  о т  п у л ь с и р у ю щ е й  ф у н к ц и и  р а в н о  
п р о и з в о д н о й  о т  е е  с р е д н е г о  з н а ч е н и я :
f  =  d f  d f  =  d f
d x  d x  ’ d t  d t '
(9 .6 3 )
П е р в о е  р а в е н с т в о  о ч е в и д н о ,  т а к  к а к  о п е р а ц и и  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  






d f  ( x , r )
d x
d r
d _  1
d x T
t+T
f  (x,T) dT d f .
d x
t t
П о к а ж е м  с п р а в е д л и в о с т ь  и  в т о р о г о  р а в е н с т в а ,  и с п о л ь з у я  п р а в и л о  
д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  и н т е г р а л а  с  п е р е м е н н ы м и  п р е д е л а м и  (1 0 .2 3 ) :
t +T t+T
dff = dftf  J f (x,T) dT = ^ [ f  (x,t+ T ) -  f  (x , t )] = 1  /
t t
т. е . _ ____
d j =  df 
dt dt'
З а м е т и м ,  ч т о  н е  в с е г д а  у д а е т с я  о с р е д н и т ь  в с е  х а р а к т е р и с т и к и  д в и ­
ж е н и я  о д и н а к о в ы м  о б р а з о м ,  н е  н а р у ш а я  в и д а  о с н о в н ы х  ф и з и ч е с к и х  
з а к о н о в .  Н а п р и м е р ,  е с л и  в  у р а в н е н и и  с о с т о я н и я  и д е а л ь н о г о  г а з а  м ы  
о д и н а к о в ы м  о б р а з о м  у с р е д н и м  д а в л е н и е  р ,  п л о т н о с т ь  р и  т е м п е р а т у р у  
T, т о  с о г л а с н о  п р и н я т ы м  п р а в и л а м  п о л у ч и м
R —  R - R --------Р =  т т  рТ = Т7 PT +  т т  р'Т'.F Ми Ми Ми
Н о  т о г д а  з а к о н  К л а п е й р о н а  —  М е н д е л е е в а  н е  б у д е т  с п р а в е д л и в  д л я  
с р е д н и х  в е л и ч и н ,  ч т о ,  п о - в и д и м о м у ,  ф и з и ч е с к и  н е к о р р е к т н о .
П о э т о м у  в  р а з л и ч н ы х  т е о р и я х  т у р б у л е н т н о с т и  п р и м е н я ю т  р а з н ы е  
п р а в и л а  д л я  о с р е д н е н и я  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н ,  х а р а к т е р и з у ю щ и х  д в и ­
ж е н и е .
П о  в ы ш е п р и в е д е н н ы м  п р а в и л а м  п р о в е д е м  о с р е д н е н и е  у р а в н е н и й  
Н а в ь е  —  С т о к с а  д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  (р  =  р =  c o n s t ) .  Д л я  э т о г о
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к о э ф ф и ц и е н т  к и н е м а т и ч е с к о й  в я з к о с т и  v  б у д е м  с ч и т а т ь  п о с т о я н н ы м 17 
и  п р и м е м  в о  в н и м а н и е ,  ч т о
Vkd v i  d v k v.
д
d x k
d x k  d x k
д  
d x k




vk Vi + vk vi dviVk + ddxk dxk vk vi . (9 .6 4 )
З д е с ь  у ч т е н о  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  
d v k / d x k  =  0 . Т о г д а  п р и  о т с у т с т в и и  м а с с о в ы х  с и л  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  
С т о к с а  и  н е р а з р ы в н о с т и  п о с л е  о с р е д н е н и я  б у д у т  и м е т ь  в и д
dv-i _  dv-i
d t  +  Vk d x k
dvk
dxk 0 .
1  d p  d 2vji d
p  d x i  d x 2k d x k
vk vi >
(9 .6 5 )
С о г л а с н о  о б щ е м у  у р а в н е н и ю  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы  ( 5 .9 8 ) ,  д в а  
п е р в ы х  ч л е н а  в  п р а в о й  ч а с т и  п р е д с т а в л я ю т  п р о и з в о д н ы е  п о  к о о р д и н а ­
т а м  о т  о с р е д н е н н о г о  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  д л я  в я з к о й  ж и д к о с т и :
р _  -х . ~ ~ _ , dvi dvkPik P&ik + &ik j &ik n I ^ odxk dxi
1  dPik 1  dpi d 2v i
p  d x i  +  V d x 2kp  d x k
Т е п е р ь  о с р е д н е н н ы е  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  
в  в и д е
d p  - d p  - 1 d  _____
(9 .6 6 )
d p i _ d p i 1  d
d t  +  k d x k p  d x k
{pik — Pviv'k) .
Т а к и м  о б р а з о м ,  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  д л я  с р е д н и х  в е л и ч и н  и м е ю т  
п о ч т и  т о т  ж е  в и д ,  ч т о  и  д л я  м г н о в е н н ы х  в е л и ч и н ,  н о  с о д е р ж а т  д о п о л ­
н и т е л ь н ы й  ч л е н  —  п р о и з в о д н у ю  о т  — p v iv 'k п о  к о о р д и н а т а м .  В е л и ч и ­
н а  — p v i v k , о п р е д е л я е м а я  д е в я т ь ю  к о м п о н е н т а м и ,  н а з ы в а е т с я  т е н з о р о м
17Э т о  ст р о го  справедливо тол ьк о  для и зотерм и ческ и х  движ ений ж и д к ости . К о ­
эф ф и ц и ен т вя зк ости  ж и д к остей  слабо зави си т о т  давления, но сущ ествен н о зави си т 
о т  тем пературы . П о эт о м у  при пульсации тем п ер атуры  будет  п ульси ровать  и к о эф ­
ф ициент вязкости .
354
т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й ,  и л и  н а п р я ж е н и я м и  Р е й н о л ь д с а .  Т е н з о р  
т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й  —  э т о  с и м м е т р и ч н ы й  т е н з о р  в т о р о г о  р а н г а
T ik  =  - p v 'iv'k .
В в е д е м  о б щ и й  о с р е д н е н н ы й  т е н з о р  н а п р я ж е н и й
(9 .6 7 )
Е ik Pik +  Tiik . (9 .6 8 )
Т о г д а  о с р е д н е н н о е  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  ( 9 .6 6 )  з а п и ш е т с я  с л е д у ю ­
щ и м  о б р а з о м :
dV i _ dV i 1  д Е ik ,
~ ^ 7  +  v k J T -  =  “  — . ( 9 .6 9 )д г  д х к р  д х к
У р а в н е н и я  (9 .6 9 )  н а з ы в а ю т с я  у р а в н е н и я м и  Р е й н о л ь д с а  д л я  о с р е д -  
н е н н о г о  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .
М е х а н и з м  в о з н и к н о в е н и я  д о п о л н и т е л ь н ы х  н а п р я ж е н и й  п р и  т у р б у ­
л е н т н о м  д в и ж е н и и  а н а л о г и ч е н  м е х а н и з м у  в о з н и к н о в е н и я  в я з к и х  н а ­
п р я ж е н и й  в  г а з а х .  В н у т р е н н е е  т р е н и е  в  г а з а х  о б у с л о в л е н о  п е р е н о с о м  
н а п р а в л е н н о й  с о с т а в л я ю щ е й  и м п у л ь с а  м о л е к у л а м и  и з  о д н о й  о б л а с т и  
н е о д н о р о д н о г о  п о т о к а  г а з а  в  д р у г у ю .  В  р е з у л ь т а т е  в о з н и к а ю т  с и л ы , 
с т р е м я щ и е с я  п р и т о р м о з и т ь  о б л а с т ь  г а з а ,  к о т о р а я  д в и ж е т с я  с  б о л ь ш е й  
с к о р о с т ь ю ,  и  у с к о р и т ь  д в и ж е н и е  т о й  ч а с т и  п о т о к а ,  к о т о р а я  д в и ж е т с я  с  
м е н ь ш е й  с к о р о с т ь ю .  П р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  о б м е н  и м ­
п у л ь с а м и  м е ж д у  ч а с т я м и  н е о д н о р о д н о г о  п о т о к а  п р о и с х о д и т  з а  с ч е т  х а ­
о т и ч е с к о г о  д в и ж е н и я  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц  э т о й  ж и д к о с т и .  П о э т о м у  
и н о г д а  т у р б у л е н т н о  д в и ж у щ у ю с я  ж и д к о с т ь  р а с с м а т р и в а ю т  к а к  ж и д ­
к о с т ь ,  о б л а д а ю щ у ю  н е к о т о р о й  д о п о л н и т е л ь н о й  т у р б у л е н т н о й  в я з к о ­
с т ь ю ,  и  т е н з о р  т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й  з а п и с ы в а ю т  п о  а н а л о г и и  с  
т е н з о р о м  в я з к и х  н а п р я ж е н и й  (Т .  В . Б у с с и н е с к ,  1 8 7 7 ) :
Tik Пт дч + Ovk
д х д; д x i
(9 .7 0 )
г д е  пт —  к о э ф ф и ц и е н т  т у р б у л е н т н о й  в я з к о с т и .
В  э т о м  с л у ч а е  п р и  и с с л е д о в а н и и  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  а к ц е н т  п е ­
р е н о с и т с я  н а  и з у ч е н и е  т у р б у л е н т н о й  в я з к о с т и ,  а  у р а в н е н и я  Р е й н о л ь д с а  
з а п и с ы в а ю т с я  в  в и д е
д v i _ д v i
д г  +  Vk дхд;
1  д р
р  д x i
+  р  ( П +  Пт) 
р
д Ф л  
д x k  .
(9 .7 1 )
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О д н а к о  д о с т и г н у т о е  у п р о щ е н и е  п р о б л е м ы  т о л ь к о  к а ж у щ е е с я ,  т а к  
к а к  т у р б у л е н т н а я  в я з к о с т ь  в  о т л и ч и е  о т  м о л е к у л я р н о й  н е  я в л я е т с я  
п а р а м е т р о м ,  х а р а к т е р и з у ю щ и м  т о л ь к о  с а м у  ж и д к о с т ь ,  а  з а в и с и т  о т  
с в о й с т в  и  т о п о л о г и и  т е ч е н и я ,  в  ч а с т н о с т и ,  о т  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а .  П р и ч е м  
п р и  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  к о э ф ф и ц и е н т  т у р б у л е н т н о й  в я з к о с т и  
з н а ч и т е л ь н о  б о л ь ш е  к о э ф ф и ц и е н т а  м о л е к у л я р н о й  в я з к о с т и .
Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  о п р е д е л е н и я  о с р е д н е н н о г о  д в и ж е н и я  н е с ж и м а ­
е м о й  ж и д к о с т и  и м е е м  ч е т ы р е  у р а в н е н и я  —  т р и  у р а в н е н и я  Р е й н о л ь д с а
( 9 .6 9 )  и  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и .  К  ч и с л у  н е и з в е с т н ы х  в е л и ч и н  д о ­
б а в и л о с ь  е щ е  ш е с т ь  к о м п о н е н т  с и м м е т р и ч н о г о  т е н з о р а  т у р б у л е н т н ы х  
н а п р я ж е н и й .  В  р е з у л ь т а т е  с и с т е м а  у р а в н е н и й  г и д р о д и н а м и к и  о к а з а ­
л а с ь  н е з а м к н у т о й .  Д л я  е е  з а м ы к а н и я  и м е е т с я  д в а  п у т и .  Н е о б х о д и м о  и л и  
к а к и м - т о  о б р а з о м  в ы р а з и т ь  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ­
ж е н и й  ч е р е з  о с р е д н е н н ы е  с к о р о с т и  и  и х  п р о и з в о д н ы е  ( П р а н д т л ь ,  К а р ­
м а н ) ,  и л и  д о п о л н и т ь  с и с т е м у  о с р е д н е н н ы х  г и д р о д и н а м и ч е с к и х  у р а в ­
н е н и й  к а к и м и - л и б о  у р а в н е н и я м и ,  к о т о р ы е  у с т а н а в л и в а ю т  с в я з ь  м е ж д у  
с р е д н и м и  и  п у л ь с а ц и о н н ы м и  с к о р о с т я м и  и л и  и х  м о м е н т а м и  ( Ф р и д м а н ) .  
К  с о ж а л е н и ю ,  н и  т о т ,  н и  д р у г о й  п у т ь  п о к а  н е  п р и в е л  к  с о з д а н и ю  у д о ­
в л е т в о р и т е л ь н о й  к о л и ч е с т в е н н о й  т е о р и и  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я .
9.8. Теория Прандтля
Т е о р и я  П р а н д т л я  (1 9 2 5 )  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  о с н о в ы в а ­
е т с я  н а  а н а л о г и и  с  м о л е к у л я р н ы м  д в и ж е н и е м  в  г а з е . П р и м е н я е т с я  в  
о с н о в н о м  к  о д н о м е р н ы м  т е ч е н и я м  ( п о г р а н и ч н ы е  с л о и ,  к а н а л ы , т р у б ы ) .  
Р а с с м о т р и м  п л о с к о е  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  
в д о л ь  б е с к о н е ч н о й  с т е н к и  ( р и с .  9 .1 9 ) .
Н а ч а л о  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  п о м е с т и м  н а  с т е н к е ,  о с ь  x  н а п р а в и м  
в д о л ь  о с р е д н е н н о г о  п о т о к а  ж и д к о с т и ,  а  о с ь  у  —  п е р п е н д и к у л я р н о  с т е н ­
к е . Р а с с м о т р и м  д в а  с л о я  ж и д к о с т и ,  п а р а л л е л ь н ы х  о с и  x  и  р а з д е л е н н ы х  
м а л ы м  р а с с т о я н и е м  V . О с р е д н е н н у ю  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  
н и ж н е м  с л о е  о б о з н а ч и м  ч е р е з  u  =  v x , а  в  в е р х н е м  —  ч е р е з  u  +  d u .  Т о ­
п о л о г и я  т е ч е н и я  т а к о в а ,  ч т о  о с р е д н е н н а я  п р о д о л ь н а я  с к о р о с т ь  з а в и с и т  
т о л ь к о  о т  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т ы ,  u  =  u ( y ) ,  а  о с р е д н е н н а я  п о п е р е ч н а я  
с к о р о с т ь  р а в н а  н у л ю , v y =  0 . М г н о в е н н а я  п о п е р е ч н а я  с к о р о с т ь  п р е д ­
с т а в л я е т  с о б о й  п о п е р е ч н ы е  о с ц и л я ц и и  о т н о с и т е л ь н о  н у л е в о г о  з н а ч е н и я .
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И с п о л ь з у я  а н а л о г и ю  с  к и н е т и ч е с к о й  т е о р и е й  г а з а ,  П р а н д т л ь  п р е д п о ­
л а г а е т ,  ч т о  l ' —  н е к о т о р ы й  а н а л о г  с р е д н е й  д л и н ы  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  м о ­
л е к у л  в  г а з е .  Ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и  м о г у т  п е р е х о д и т ь  и з  с л о я  в  с л о й  л и ш ь  
б л а г о д а р я  п о п е р е ч н ы м  п у л ь с а ц и о н н ы м  с к о р о с т я м  v 'y . П р и ч е м  о с р е д н е н -  
н ы е  и м п у л ь с ы  т а к и х  ч а с т и ц  с о х р а н я ю т с я  п р и  п р о х о ж д е н и и  д л и н ы  l '.  
П е р е х о д  х а о т и ч е с к и  д в и ж у щ е й с я  и н д и в и д у а л ь н о й  ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и  
и з  о д н о г о  с л о я  в  д р у г о й  и  е е  « с т о л к н о в е н и е »  с  ч а с т и ц а м и  э т о г о  с л о я  
м о ж е т  и з м е н я т ь  с к о р о с т ь  п о с л е д н и х  н а  в е л и ч и н у  п о р я д к а  d u .  П о  т е о ­
р и и  П р а н д т л я  э т о  и з м е н е н и е  с о з д а е т  п у л ь с а ц и ю  v /x  п о р я д к а  d u ,  т. е.
d u
vX -  d u  —  l '  d U . (9 .7 2 )
d y
П о л а г а я  д а л е е  т у р б у л е н т н о с т ь  и з о т р о п н о й  ( п о  к р а й н е й  м е р е  в д а л и  
о т  с т е н к и ) ,  v'x  —  v 'y , м о д у л ь  с о о т в е т с т в у ю щ е й  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  т у р ­
б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й  п р е д с т а в и м  в  в и д е
т д  =  p v x  =  м 1' ) 2 (  d y )  =  p i2 ( d y )  ,
l 2  =  k ( l f .
З д е с ь  k  —  н е к о т о р ы й  б е з р а з м е р н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п о р ц и о н а л ь н о ­
с т и ;  в е л и ч и н а  l =  \ J k ( l ' ) 2 н а з ы в а е т с я  д л и н о й  п у т и  п е р е м е ш и в а н и я ,  к о ­
т о р а я  м о ж е т  з а в и с е т ь  о т  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т ы  у . К о м п о н е н т а  T xy т е н ­
з о р а  т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й  п р е д с т а в л я е т  о с р е д н е н н у ю  с и л у  т у р б у ­
л е н т н о г о  д в и ж е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  в  н а п р а в л е н и и  о с и  x  н а  е д и н и ч н у ю
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п о в е р х н о с т ь ,  п е р п е н д и к у л я р н у ю  о с и  у . Д р у г и м и  с л о в а м и ,  о н а  о п р е д е ­
л я е т  в н у т р е н н е е  т р е н и е  в  т у р б у л е н т н о м  п о т о к е  з а  с ч е т  х а о т и ч е с к о г о  
д в и ж е н и я  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц  ж и д к о с т и .
Д а л е е  П р а н д т л ь  п р е д п о л а г а е т ,  ч т о  в б л и з и  г р а н и ц ы  д л и н а  п у т и  п е ­
р е м е ш и в а н и я  п р я м о  п р о п о р ц и о н а л ь н а  р а с с т о я н и ю  о т  с т е н к и :
1 =  £ У , (9 .7 4 )
г д е  £  —  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и .  П р е д п о л о ж е н и е  ( 9 .7 4 )  м о ж ­
н о  п о д к р е п и т ь  р а с с у ж д е н и е м  о  т о м ,  ч т о  с т е н к а  п р е п я т с т в у е т  р а з в и т и ю  
п о п е р е ч н ы х  п у л ь с а ц и о н н ы х  с к о р о с т е й  и , о ч е в и д н о ,  н а  с а м о й  с т е н к е  д л и ­
н а  п у т и  п е р е м е ш и в а н и я  д о л ж н а  б ы т ь  р а в н а  н у л ю .
Т у р б у л е н т н о е  н а п р я ж е н и е  п р и  к в а з и с т а ц и о н а р н о м  д в и ж е н и и  ж и д ­
к о с т и  в д о л ь  б е с к о н е ч н о й  с т е н к и  н е  д о л ж н о  з а в и с е т ь  о т  к о о р д и н а т ы  у  
и  д о л ж н о  р а в н я т ь с я  е г о  з н а ч е н и ю  т 0 н а  с а м о й  с т е н к е .  Д е й с т в и т е л ь ­
н о ,  р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы й  э л е м е н т  ж и д к о с т и  в  в и д е  п р я м о у г о л ь н и к а  в  
п л о с к о с т и  x O y  ( р и с .  9 .1 9 ) .  П р и  п р я м о л и н е й н о м  и  р а в н о м е р н о м  д в и ж е ­
н и и  в  с о о т в е т с т в и и  с  п е р в ы м  з а к о н о м  Н ь ю т о н а  д е й с т в у ю щ а я  н а  н е г о  
р е з у л ь т и р у ю щ а я  с и л а  д о л ж н а  б ы т ь  р а в н а  н у л ю . П о с к о л ь к у  д а в л е н и е  
в д о л ь  о с и  x  п о с т о я н н о ,  т о  с и л ы  д а в л е н и я ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  г р а н и  1 — 2  
и  3 — 4 , р а в н ы  м е ж д у  с о б о й  п о  в е л и ч и н е  и  п р о т и в о п о л о ж н ы  п о  н а п р а в ­
л е н и ю .  С л е д о в а т е л ь н о ,  д о л ж н ы  б ы т ь  р а в н ы  п о  в е л и ч и н е  и  н а п р а в л е н ы  
в  п р о т и в о п о л о ж н ы е  с т о р о н ы  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  г р а н я х  1— 4  и  2 — 3. 
Т а к и м  о б р а з о м ,  в  п о п е р е ч н о м  н а п р а в л е н и и  в е л и ч и н а  T xy н е  и з м е н я е т с я  
и  р а в н а  е е  з н а ч е н и ю  н а  с т е н к е  т 0 . Т о г д а  и м е е м  с л е д у ю щ е е  д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  д л я  о с р е д н е н н о й  с к о р о с т и :
То р £  2 у 2




1  /Т 0 1  
£  V  р  у




ln  у  +  с ,
(9.75)
(9.76)
г д е  с  —  п о с т о я н н а я  и н т е г р и р о в а н и я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  и з  ( 9 .7 6 )  с л е д у е т ,  ч т о  о с р е д н е н н а я  с к о р о с т ь  т у р б у ­
л е н т н о г о  д в и ж е н и я  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в д о л ь  б е с к о н е ч н о й  
с т е н к и  р а с п р е д е л е н а  п о  л о г а р и ф м и ч е с к о м у  з а к о н у .  В е л и ч и н а  т0 / р
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и м е е т  р а з м е р н о с т ь  с к о р о с т и  и  о б ы ч н о  о б о з н а ч а е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а ­
з о м :
v *
Ф о р м у л у  ( 9 .7 6 )  у д о б н о  з а п и с а т ь  в  б е з р а з м е р н о м  в и д е .  Д л я  э т о г о  с о ­
с т а в и м  б е з р а з м е р н у ю  к о м б и н а ц и ю  и з  в е л и ч и н  у ,  v , v * . Т а к о й  к о м б и н а ­
ц и е й  я в л я е т с я  в ы р а ж е н и е  y v * / v . Т о г д а  ф о р м у л у  (9 .7 6 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  





in y v *
v
+  СЦ (9 .7 7 )
г д е  c i  с в я з а н а  с  п о с т о я н н о й  и н т е г р и р о в а н и я  c  и  д о л ж н а  б ы т ь  о п р е д е ­
л е н а  э к с п е р и м е н т а л ь н о .
О ч е в и д н о ,  ч т о  и  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  н а  п о в е р х н о ­
с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а  в с л е д с т в и е  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  п р и л и п а н и я  в с е г д а  
с у щ е с т в у е т  т о н к и й  п р и с т е н о ч н ы й  с л о й ,  в  к о т о р о м  п р е о б л а д а ю т  с и л ы  
в я з к о с т и  и  ж и д к о с т ь  д в и ж е т с я  л а м и н а р н о .  Э т о т  с л о й  н а з ы в а е т с я  в я з ­
к и м  п о д с л о е м .  Я с н о ,  ч т о  ф о р м у л а  ( 9 .7 7 )  с п р а в е д л и в а  л и ш ь  в н е  в я з к о г о  
п о д с л о я .
Д р у г у ю  ф о р м у л у  д л я  т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й ,  и с х о д я  и з  с о о б р а ­
ж е н и й  р а з м е р н о с т и ,  п о л у ч и л  Т . ф о н  К а р м а н  (1 9 3 0 ) :
T xy P k  2 ( d u / d y ) 3
( d 2 u / d y 2 ) 2
d u
d y '
(9 .7 8 )
З д е с ь  k 2 —  у н и в е р с а л ь н а я  п о с т о я н н а я ,  э к с п е р и м е н т а л ь н о е  з н а ч е н и е  
к о т о р о й  п о  д а н н ы м  р а з н ы х  а в т о р о в  с о с т а в л я е т  0 ,3 6 - 0 ,4 0 .
Ф о р м у л ы  П р а н д т л я  и  К а р м а н а  н е п р и м е н и м ы  в  о б л а с т и  т е ч е н и я ,  
н е п о с р е д с т в е н н о  п р и л е г а ю щ е й  к  с т е н к е ,  т а к  к а к  з д е с ь  с у щ е с т в е н н а  м о ­
л е к у л я р н а я  в я з к о с т ь .  Д л я  э т о й  о б л а с т и  э м п и р и ч е с к у ю  ф о р м у л у  п р е д ­
л о ж и л  Р . Г . Д а й с л е р  (1 9 5 5 ) :




(9 .7 9 )
г д е  n  —  э м п и р и ч е с к а я  п о с т о я н н а я .  И з м е р я я  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т е й  
т у р б у л е н т н ы х  п о т о к о в  в  т р у б а х ,  Д а й с л е р  н а ш е л ,  ч т о  n  =  0 ,1 2 4 .
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9.9. Цепочка уравнений Фридмана
А л ь т е р н а т и в н ы й  м е т о д  з а м ы к а н и я  у р а в н е н и й  г и д р о д и н а м и к и  т у р б у ­
л е н т н о г о  т е ч е н и я  р а з р а б о т а л  А .  А .  Ф р и д м а н .  П о - в и д и м о м у ,  э т о  б ы л а  
п е р в а я  п о п ы т к а  о т к а з а т ь с я  о т  п о л у э м п и р и ч е с к и х  м е т о д о в  о п р е д е л е н и я  
т е н з о р а  т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й  (П р а н д т л ь ,  К а р м а н ,  Д а й с л е р )  и  п о ­
л у ч и т ь  у р а в н е н и е  д л я  н е г о .
М е т о д  Ф р и д м а н а  с о с т о и т  в  п о с т р о е н и и  и з  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  
ц е п о ч к и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  д л я  м о м е н т о в  п у л ь с а ц и й  с к о р о ­
с т и  в ы с ш и х  п о р я д к о в .  М о м е н т о м  n - г о  п о р я д к а  д л я  п у л ь с а ц и й  с к о р о с т и  
б у д е м  н а з ы в а т ь  т е н з о р  n - г о  р а н г а  в  т р е х м е р н о м  п р о с т р а н с т в е :
1
t+T
M i1 i2 ...i„ =  < <  . . .  <  =  ~  I  v i- v l . . .  v-._ d r ,T I ^il i2 in
t
ik = 1, 2, 3.
Н а п р и м е р ,  п е р в ы е  м о м е н т ы  т а к о в ы :
1
M 0 = 1  Ml = v\ =  o , M ik =  vivk =  -  Tik.p
(9 .8 0 )
(9 .8 1 )
М о м е н т ы  в ы с ш и х  п о р я д к о в  н е  и м е ю т  ф и з и ч е с к о г о  с м ы с л а .  Т е м  н е  
м е н е е  д л я  к а ж д о г о  и з  н и х  м о ж н о  п о с т р о и т ь  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е ­
н и е . Р а с с м о т р и м  в ы в о д  т а к о г о  у р а в н е н и я  д л я  м о м е н т а  в т о р о г о  п о р я д к а  
( д л я  т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й ) .
К а к  и  р а н е е ,  п о л а г а е м ,  ч т о  т у р б у л е н т н о е  т е ч е н и е  м о ж е т  б ы т ь  о п и ­
с а н о  у р а в н е н и е м  Н а в ь е  —  С т о к с а .  Д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  п р и  о т ­
с у т с т в и и  м а с с о в ы х  с и л  и м е е м  т р и  с к а л я р н ы х  у р а в н е н и я :
dv + дщ_ 
dt Vj dx.
1 dp d 2 v i
p  dxi dx2.
У м н о ж и в  э т и  у р а в н е н и я  н а  v k , п о л у ч и м
d v i dv,;
vk i t + vk v  a x ;
1  d p  d 2v,-v^~------+ v v ^ - j -.
p  dx, dx2
(9 .8 2 )
(9 .8 3 )
Далее умножим уравнение Навье — Стокса для k - й  компоненты ско­
рости на v,. Соответствующее выражение можно формально получить
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и з  (9 .8 3 )  п о с л е  з а м е н ы  i  ^  k ,  k  ^  i :
dvk ,V^~ +  vivj d v k
d x j
1  d p  
г p d x k
+ VVid  2v k
d x j  '
С л о ж и в  у р а в н е н и я  ( 9 .8 3 )  и  ( 9 .8 4 ) ,  п о л у ч и м
дУ гУ к +  дУ гУ к _  _  1 
d t  V j d x j  р
+ vvkд  2v i  
d x j
+ vviд  2 v k
d x j  '




(9 .8 4 )
(9 .8 5 )
П о д с т а в и м  м г н о в е н н ы е  с к о р о с т и  и  д а в л е н и е  в  в и д е  (9 .5 8 )  и  п р о в е д е м  
о с р е д н е н и е  п о  п р а в и л а м  ( 9 . 5 8 ) - ( 9 . 6 3 ) .  В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  
у р а в н е н и е  д л я  м о м е н т а  в т о р о г о  п о р я д к а :
d v iv 'k +  v  d v iv 'k
d t  +  3 d x j
A
d x .
v ikv jkv k
77Г dv к -dvi.. . 11̂ ° i
-viv3 dxj -  vkv3 dxj
1  dpk dpk
- v'k7-----+ v'i-x—р \ dxi dxk +
+V vkd 2 v i  d 2 vk-------1 +  v k----- k
d x j 2 i d x j
(9 .8 6 )
М ы  п о л у ч и л и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  д л я  т е н з о р а  т у р б у л е н т ­
н ы х  н а п р я ж е н и й .  В и д и м ,  ч т о  о н о  в к л ю ч а е т  н о в ы е  м о м е н т ы  в т о р о г о  п о ­
р я д к а ,  о п и с ы в а ю щ и е  к о р р е л я ц и и  п у л ь с а ц и й  к о м п о н е н т  с к о р о с т и  с  г р а ­
д и е н т о м  п у л ь с а ц и й  д а в л е н и я ,  а  т а к ж е  п у л ь с а ц и й  с к о р о с т и  с  л а п л а с и ­
а н о м  п у л ь с а ц и й  с к о р о с т и .  К р о м е  т о г о ,  о н о  с о д е р ж и т  м о м е н т  т р е т ь е г о  
п о р я д к а  v i  v j  v k . Д л я  э т и х  н о в ы х  м о м е н т о в  т а к ж е  м о ж н о  п о л у ч и т ь  д и ф ­
ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  и  т. д .  С и с т е м а  у р а в н е н и й  д л я  м о м е н т о в  в с е  
в о з р а с т а ю щ и х  п о р я д к о в  н а з ы в а е т с я  ц е п о ч к о й  у р а в н е н и й  Ф р и д м а н а .
Т а к  к а к  ц е п о ч к а  у р а в н е н и й  Ф р и д м а н а  н е  з а м к н у т а ,  п о - п р е ж н е м у  
о с т а е т с я  н е р е ш е н н о й  о с н о в н а я  п р о б л е м а  т е о р и и  т у р б у л е н т н о с т и  —  п о ­
л у ч е н и е  з а м к н у т о й  с и с т е м ы  г и д р о д и н а м и ч е с к и х  у р а в н е н и й  д л я  т у р б у ­
л е н т н ы х  т е ч е н и й .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  у р а в н е н и е  д л я  м о м е н т а  n - г о  п о р я д к а  
с о д е р ж и т  м о м е н т  ( n  +  1 ) - г о  п о р я д к а .
В  н а с т о я щ е е  в р е м я  н е  р а з р а б о т а н ы  с т р о г о  о б о с н о в а н н ы е  к р и т е р и и  
о б р ы в а  ц е п о ч к и  у р а в н е н и й  Ф р и д м а н а .  О б р ы в  о с у щ е с т в л я ю т  с  и с п о л ь ­
з о в а н и е м  т е х  и л и  и н ы х  с о о б р а ж е н и й  д л я  у с т а н о в л е н и я  с в я з и  м е ж д у
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м о м е н т а м и  в ы с ш и х  и  н и з ш и х  п о р я д к о в .  П р и  э т о м  в с е  р а в н о  о б р а щ а ю т ­
с я  к  п о л у э м п и р и ч е с к и м  м о д е л я м ,  о с н о в а н н ы м  н а  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  
д а н н ы х .  О д н о й  и з  п р о с т е й ш и х  и  в  т о  ж е  в р е м я  н а и б о л е е  у б е д и т е л ь ­
н ы х  я в л я е т с я  м о д е л ь  П р а н д т л я ,  о с н о в а н н а я  н а  п о н я т и и  с р е д н е г о  п у т и  
п е р е м е ш и в а н и я .  Т е о р и я  П р а н д т л я  п о з в о л и л а  в ы р а з и т ь  м о м е н т  в т о р о ­
г о  п о р я д к а  ( т е н з о р  т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й )  ч е р е з  п р о и з в о д н ы е  п о  
к о о р д и н а т а м  о т  к о м п о н е н т  о с р е д н е н н о й  с к о р о с т и .  Т о ч н о  т а к  ж е ,  и с ­
п о л ь з у я  п о н я т и е  д л и н ы  п у т и  п е р е м е ш и в а н и я ,  м о ж н о  в ы р а з и т ь  м о м е н т  
т р е т ь е г о  п о р я д к а  ч е р е з  м о м е н т ы  в т о р о г о  п о р я д к а  и л и  м о м е н т  ч е т в е р т о ­
г о  п о р я д к а  ч е р е з  м о м е н т ы  т р е т ь е г о  п о р я д к а  и  т. д .  П о я в л я ю щ и е с я  п р и  
э т о м  ф е н о м е н о л о г и ч е с к и е  к о э ф ф и ц и е н т ы  д о л ж н ы  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  и з  
э к с п е р и м е н т а .
Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в  т р у б а х ,  к а к  о ч е н ь  в а ж н о е  д л я  п р а к т и к и ,  и н т е н ­
с и в н о  и з у ч а е т с я  н а  п р о т я ж е н и и  м н о г и х  л е т , н а ч и н а я  с  р а б о т  П у а з е й л я  
( I 8 4 0 - I 8 4 2 )  и  Р е й н о л ь д с а  ( 1 8 7 6 - 1 8 8 3 ) .  Б о л е е  р а н н и е  о п ы т ы  в  с у щ е с т в е н ­
н о й  м е р е  о к а з а л и с ь  б е с п о л е з н ы м и  д л я  н а у к и ,  т а к  к а к  и с с л е д о в а т е л и  н е  
и м е л и  п р е д с т а в л е н и я  о  п о д о б и и  д в и ж е н и й  и  з а ч а с т у ю  в  э к с п е р и м е н ­
т а х  и з у ч а л и  з а в и с и м о с т и  о т  н е к о т о р ы х  о т д е л ь н ы х  п а р а м е т р о в ,  х а р а к ­
т е р и з у ю щ и х  д в и ж е н и е  ( д и а м е т р  т р у б ы ,  п л о т н о с т ь  ж и д к о с т и ,  с к о р о с т ь  
д в и ж е н и я  и  т. д . ) .  В о з м о ж н о с т ь  п р а в и л ь н о й  п о с т а н о в к и  о п ы т о в  и  о б о б ­
щ е н и я  и х  р е з у л ь т а т о в  п о я в и л а с ь  л и ш ь  п о с л е  о т к р ы т и я  к р и т е р и я  д и н а ­
м и ч е с к о г о  п о д о б и я  п о т о к о в  —  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а .
9.10.1. Гладкие трубы
В  о с н о в у  о б о б щ е н и я  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  р е з у л ь т а т о в  Б л а з и у с о м  (1 9 1 1 )  
б ы л о  п о л о ж е н о  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а ,  ч т о  п о з в о л и л о  е м у  э м п и р и ч е с к и  н а й ­
т и  ф о р м у л у  д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  с о п р о т и в л е н и я  т р у б  п р и  т у р б у л е н т ­
н о м  д в и ж е н и и ,  п р и г о д н у ю  д л я  з н а ч е н и й  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  в  д и а п а з о н е  
2 ,3  ■ 1 0 3 <  R e  <  1 0 5 :
9.10. Турбулентное движение 
жидкости в трубах
Л
d  A p  _  0 ,3 1 6 4  
L  p u 2 / 2  =  R e 1 / 4
R e
pud
(9 .8 7 )
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З д е с ь  U —  с р е д н я я  п о  с е ч е н и ю  т р у б ы  о с р е д н е н н а я  п о  п у л ь с а ц и я м  
с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ;  р , ц  —  п л о т н о с т ь  и  в я з к о с т ь  ж и д к о с т и ;  
d , L  —  д и а м е т р  и  д л и н а  т р у б ы ;  А р  —  п е р е п а д  д а в л е н и й  н а  к о н ц а х  т р у ­
б ы .
Т а к и м  о б р а з о м ,  ф о р м у л ы  д л я  р а с ч е т а  с о п р о т и в л е н и я  г л а д к и х  ц и ­
л и н д р и ч е с к и х  т р у б  и м е ю т  о б щ и й  в и д :
А р  =  p U  A L  А =  A ( R e ) ,  R e  =  P u d . (9 .8 8 )
2  d  П
Б л а з и у с  у с т а н о в и л ,  ч т о  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  д л я  т у р б у л е н т ­
н ы х  т е ч е н и й  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ж е н и е м  ( 9 .8 7 ) ,  а  д л я  л а м и н а р н о г о  д в и ­
ж е н и я  м ы  п о л у ч и л и  ( 8 .2 7 ) :
6 4
А =  R e .  ( 9 .8 9 )
И з  э т и х  ф о р м у л  в и д н о ,  ч т о  с о п р о т и в л е н и е  т р у б  п р и  л а м и н а р н о м  
д в и ж е н и и  п р о п о р ц и о н а л ь н о  п е р в о й  с т е п е н и  с р е д н е й  с к о р о с т и ,  т о г д а  к а к  
п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  п р о п о р ц и о н а л ь н о  U7 / 4  и л и  п р и б л и з и т е л ь н о  
к в а д р а т у  с к о р о с т и .
И з  з а к о н а  с о п р о т и в л е н и я  т р у б ы  д л я  т у р б у л е н т н о г о  т е ч е н и я  п р и  
н е к о т о р ы х  п р е д п о л о ж е н и я х  м о ж н о  в ы в е с т и  з а к о н  р а с п р е д е л е н и я  с к о ­
р о с т и  п о  с е ч е н и ю  т р у б ы .
П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  в  т р у б е  
о б е с п е ч и в а е т с я  к и н е м а т и ч е с к о е  п о д о б и е  п р и  и з м е н е н и и  с к о р о с т и  и  р а ­
д и у с а  т р у б ы .  П о д о б и е  п о  с к о р о с т и  о з н а ч а е т ,  ч т о  е с л и  в  к а к о й - т о  т о ч ­
к е  т р у б ы  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  и з м е н и л а с ь  в  н е к о т о р о е  ч и с л о  
р а з ,  т о  в о  в с е х  д р у г и х  т о ч к а х  т р у б ы  о н а  и з м е н и т с я  в о  с т о л ь к о  ж е  р а з .  
К и н е м а т и ч е с к о е  п о д о б и е  п о  р а д и у с у  т р у б ы  о з н а ч а е т ,  ч т о  м е с т н а я  ( л о ­
к а л ь н а я )  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  н е  з а в и с и т  о т  р а д и у с а  т р у б ы .
Е с л и  з а  х а р а к т е р н у ю  с к о р о с т ь  в ы б р а т ь  с к о р о с т ь  н а  о с и  т р у б ы  u m , 
т о  с  у ч е т о м  к и н е м а т и ч е с к о г о  п о д о б и я  л о к а л ь н у ю  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  
ж и д к о с т и  м о ж н о  з а п и с а т ь  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
и  =  u m f  ( j ^ j  , f  ( 1 ) =  1 . ( 9 .9 0 )
З д е с ь  у  —  р а с с т о я н и е  о т  с т е н к и  т р у б ы ;  r 0 —  р а д и у с  т р у б ы .  И з  ф о р ­
м у л ы  (9 .9 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  с р е д н я я  п о  п о п е р е ч н о м у  с е ч е н и ю  т р у б ы  с к о ­
р о с т ь  U п р о п о р ц и о н а л ь н а  с к о р о с т и  н а  о с и  т р у б ы  и  ч т о  к о э ф ф и ц и е н т
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п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  н е  з а в и с и т  н и  о т  u m , н и  о т  р а д и у с а  т р у б ы .  Д е й ­
с т в и т е л ь н о ,
u  =  








—  ) 2 n ( r o  -  y ) d y  —  
TqJ
1  — —  ) d —  — k u m , 
r 0 r 0
(9 .9 1 )
г д е  k  —  н е к о т о р а я  п о с т о я н н а я .
К р о м е  т о г о ,  и з  ф о р м у л ы  ( 9 .9 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  ф у н к ц и я  f  ( y / r 0) з а в и с и т  
т о л ь к о  о т  о т н о ш е н и я  y / r 0 и  н е  д о л ж н а  з а в и с е т ь  о т  р а д и у с а  т р у б ы  к а к -  
т о  и н а ч е .
В ы р а з и м  А р  ч е р е з  с и л у  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  
с т е н к и  т 0. Р а с с м о т р и м  к в а з и с т а ц и о н а р н о е  т у р б у л е н т н о е  т е ч е н и е  ж и д ­
к о с т и .  В  э т о м  с л у ч а е  о с р е д н е н н о е  п о  п у л ь с а ц и я м  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  
в  т р у б е  б у д е т  р а в н о м е р н ы м  и  п р я м о л и н е й н ы м .  Т о г д а  с и л а  д а в л е н и я ,  
к о т о р а я  д е й с т в у е т  н а  ж и д к о с т ь  н а  у ч а с т к е  т р у б ы  д л и н о й  l, к о м п е н с и ­
р у е т с я  с и л о й  т р е н и я  ж и д к о с т и  о  с т е н к у  т р у б ы :
. n d 2
А р  — n d L T 0 ,
Л „ L
А р  —  4 т 0 - . 
d
И с п о л ь з у я  ( 9 .7 6 ) ,  (9 .8 7 )  и  ( 9 .9 2 ) ,  н а х о д и м
L  p u 2 L  0 ,3 1 6 4
4т п-г —
' d  2  d  ( p u d / n ) l / 4 ’ 
И з  в ы р а ж е н и й  ( 9 .9 0 )  и  ( 9 .9 1 )  с л е д у е т
u  ~  d l / 7  r
1/7
0 .
(9 .9 2 )
(9 .9 3 )
u  — 1  u  f ( £ ) -  ( 9 -9 4 )
С о п о с т а в л я я  ( 9 .9 3 )  и  ( 9 .9 4 )  и  у ч и т ы в а я ,  ч т о  м е с т н а я  с к о р о с т ь  д в и ­
ж е н и я  ж и д к о с т и  н е  д о л ж н а  з а в и с е т ь  о т  р а д и у с а  т р у б ы ,  а  f ( 1 ) — 1 , 
п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  ф у н к ц и и  f  ( y / r 0 ) :
f У_
Г0 (9 .9 5 )
С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  р а с п р е д е л е н и я  п о  с е ч е н и ю  т р у б ы  о с р е д н е н н о й  
с к о р о с т и  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  и м е е м
364
1/7 1/7
U — Um. i - ^
У 7
J o  ro
г д е  r  — ( r 0 — y )  —  р а с с т о я н и е  д о  о с и  т р у б ы .  
П о д с т а н о в к о й  (9 .9 6 )  в  (9 .9 1 )  п о л у ч и м
98
и  —  u m .
1 2 0  m
um (9.96)





Р и с .  9 .2 0
Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  с р е д н я я  п о  п о п е р е ч ­
н о м у  с е ч е н и ю  т р у б ы  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  м а л о  о т л и ч а е т с я  о т  
м а к с и м а л ь н о й .  П р и  л а м и н а р н о м  д в и ж е н и и  U — u m / 2 .
Н а  р и с .  9 .2 0  п р е д с т а в л е н ы  п р и м е р н ы е  
р а с п р е д е л е н и я  с к о р о с т е й  п р и  л а м и н а р н о м  
( 1 ) и  т у р б у л е н т н о м  ( 2 ) д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  
в  т р у б е .
В п о с л е д с т в и и  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  
ж и д к о с т и  в  т р у б а х  и з у ч а л о с ь  м н о г и ­
м и  и с с л е д о в а т е л я м и .  Д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  
с о п р о т и в л е н и я  т р у б ы  в  н а с т о я щ е е  в р е ­
м я  с у щ е с т в у е т  б о л е е  д е с я т к а  р а з л и ч н ы х  
э м п и р и ч е с к и х  ф о р м у л .  Т а к ,  в  1 9 3 2  г. Н и к у р а д з е ,  о б р а б о т а в  с в о и  э к с ­
п е р и м е н т а л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы  в  д у х е  т е о р и и  т у р б у л е н т н о с т и  П р а н д т л я ,  
п о л у ч и л  д л я  р а с п р е д е л е н и я  с к о р о с т е й  с л е д у ю щ у ю  э м п и р и ч е с к у ю  
ф о р м у л у :
Р
З д е с ь  у  —  р а с с т о я н и е  о т  с т е н к и  т р у б ы .  Ф о р м у л а  (9 .9 8 )  х о р о ш о  о п и ­
с ы в а е т  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы  в о  в с е х  т о ч к а х  с е ч е н и я  т р у б ы ,  
к р о м е ,  к о н е ч н о ,  т о н к о г о  л а м и н а р н о г о  п о д с л о я ,  п р и м ы к а ю щ е г о  н е п о ­
с р е д с т в е н н о  к  с т е н к е .  И з  э т о й  ф о р м у л ы  м о ж н о  п о л у ч и т ь  з а к о н  с о п р о ­
т и в л е н и я  ( к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я )  т р у б ы :
и , v * y
—  — 2 ,5 0  ln  —  +  5 ,5 ;v V v* — (9 .9 8 )
i
- д  — 0 ,8 8 0  ln  R e ^ A  — 1 ,0 1 ; 
4 -  1 0 3 <  R e  <  32  • 1 0 5 .
(9 .9 9 )
Ф о р м у л а  Н и к у р а д з е  (9 .9 8 )  с п р а в е д л и в а  в  б о л е е  ш и р о к о м  д и а п а з о н е  
и з м е н е н и я  ч и с е л  Р е й н о л ь д с а ,  н о  б о л е е  с л о ж н а  д л я  п р а к т и ч е с к о г о  и с -
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п о л ь з о в а н и я ,  ч е м  ф о р м у л а  Б л а з и у с а  ( 9 .8 7 ) .  Г р а ф и к  к а ч е с т в е н н о й  з а ­
в и с и м о с т и  к о э ф ф и ц и е н т а  с о п р о т и в л е н и я  г л а д к и х  т р у б  о т  ч и с л а  Р е й ­
н о л ь д с а  п о к а з а н  н а  р и с .  9 .2 1 .
Р и с .  9 .2 1
К а к  в и д н о  и з  р и с .  9 .2 1 ,  п р и  п е р е х о д е  о т  л а м и н а р н о г о  р е ж и м а  т е ч е ­
н и я  ( 1 ) к  т у р б у л е н т н о м у  ( 2 ) к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  т р у б ы  в о з ­
р а с т а е т  с к а ч к о м .  Т щ а т е л ь н ы е  о п ы т ы  Н и к у р а д з е  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  п о ­
к а з а т е л ь  с т е п е н и  в  ф о р м у л е  (9 .9 6 )  д л я  р а с п р е д е л е н и я  с к о р о с т и  п о  с е ­
ч е н и ю  т р у б ы  н е п р е р ы в н о  у б ы в а е т  о т  1 / 6  п р и  R e  =  4  • 1 0 3 д о  1 / 1 0  п р и  
R e  =  3 2  • 1 0 5 . Э т о  с о о т в е т с т в у е т  т о м у ,  ч т о  с о п р о т и в л е н и е  т р у б ы  ( А р )  с  
у в е л и ч е н и е м  ч и с л а  Р е й н о л ь д е а  п р и б л и ж а е т с я  к  к в а д р а т и ч н о м у  з а к о н у  
в  з а в и с и м о с т и  о т  с р е д н е й  п о  с е ч е н и ю  с к о р о с т и  д в и ж е н и я .
9.10.2. Шероховатые трубы
О п ы т  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  с т е п е н ь  ш е р о х о в а т о с т и  в н у т р е н н е й  п о в е р х н о с т и  
т р у б ы  с у щ е с т в е н н ы м  о б р а з о м  с к а з ы в а е т с я  н а  е е  с о п р о т и в л е н и и ,  п р и ч е м  
т е м  с и л ь н е е ,  ч е м  б о л ь ш е  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а .  Т а к ,  т р у б ы  п о с л е  д л и т е л ь ­
н о й  э к с п л у а т а ц и и  ( в с л е д с т в и е  к о р р о з и и )  у в е л и ч и в а ю т  к о э ф ф и ц и е н т  с о ­
п р о т и в л е н и я  б о л е е  ч е м  в  д в а  р а з а .  О ч е в и д н о ,  ф о р м у л ы  д л я  р а с п р е д е ­
л е н и я  с к о р о с т е й  и  д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  с о п р о т и в л е н и я  к а к и м - т о  о б р а з о м  
д о л ж н ы  у ч и т ы в а т ь  ш е р о х о в а т о с т ь  т р у б .  Э т о  т е м  б о л е е  о ч е в и д н о ,  ч т о  
ш е р о х о в а т о с т ь  т р у б  я в л я е т с я  г е о м е т р и ч е с к и м  п а р а м е т р о м ,  н е о б х о д и ­
м ы м  д л я  д и н а м и ч е с к о г о  п о д о б и я  п о т о к о в .
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Н а  р и с .  9 .2 2  п р и в е д е н ы  о п ы т н ы е  к р и в ы е  Н и к у р а д з е .  О б о з н а ч и м  
с р е д н ю ю  в ы с о т у  б у г о р к о в  ш е р о х о в а т о с т е й  н а  с т е н к а х  т р у б ы  ч е р е з  h , 
а  р а д и у с  т р у б ы  —  ч е р е з  r 0 . В  о п ы т а х  Н и к у р а д з е  ш е р о х о в а т о с т ь  с о з д а ­
в а л а с ь  и с к у с с т в е н н о  п р и к л е и в а н и е м  к  с т е н к а м  т р у б ы  п е с к а ,  и м е ю щ е г о  
н е к о т о р ы й  с р е д н и й  р а з м е р  з е р е н  h .
О ч е в и д н о ,  ч т о  т р у б ы  б у д у т  г е о м е т р и ч е с к и ,  а  п о т о к и  д и н а м и ч е с к и  
п о д о б н ы ,  е с л и  д л я  н и х  с о х р а н я е т с я  о т н о ш е н и е  h / r 0 . С л е д о в а т е л ь н о ,  и  
ф о р м у л ы  д л я  р а с п р е д е л е н и я  с к о р о с т е й  и  к о э ф ф и ц и е н т а  с о п р о т и в л е н и я  
ш е р о х о в а т ы х  т р у б  д о л ж н ы  б ы т ь  н е к о т о р ы м и  ф у н к ц и я м и  о т  о т н о с и ­
т е л ь н о й  ш е р о х о в а т о с т и  h / r 0 . Н а  р и с .  9 .2 2  п о к а з а н ы  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  
д а н н ы е  п р и  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и я х  о т н о с и т е л ь н о й  ш е р о х о в а т о с т и ,  h / r 0 : 
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Р и с .  9 .2 2
О б р а б а т ы в а я  м н о г о ч и с л е н н ы й  э к с п е р и м е н т а л ь н ы й  м а т е р и а л ,  Н и ­
к у р а д з е  п о л у ч и л  р е з у л ь т а т ы ,  п р и в е д е н н ы е  н а  р и с .  9 .2 2 . Г р а ф и к  н а  
р и с .  9 .2 2  м о ж н о  р а з б и т ь  н а  т р и  о б л а с т и  п о  з н а ч е н и я м  ч и с л а  Р е й н о д ь д -  
с а  —  о б л а с т ь  л а м и н а р н о г о  д в и ж е н и я  I, п е р е х о д н у ю  о б л а с т ь  II  и  о б л а с т ь  
I I I ,  в  к о т о р о й  Л н е  з а в и с и т  о т  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а .  О ч е в и д н о ,  ч т о  э к с ­
п е р и м е н т а л ь н ы е  к р и в ы е  т р у д н о  о п и с а т ь  н е к о т о р о й  е д и н о й  ф о р м у л о й .  
О д н а к о  п р и  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  ( о б л а с т ь  I I I )  к о э ф ­
ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  у ж е  н е  з а в и с и т  о т  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а ,  а  з а в и с и т  
л и ш ь  о т  о т н о с и т е л ь н о й  ш е р о х о в а т о с т и .  Д л я  э т о й  о б л а с т и  Н и к у р а д з е  
п р и в о д и т  с л е д у ю щ и е  э м п и р и ч е с к и е  ф о р м у л ы :
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—  =  2 ,5 0  ln  У  +  8 ,4 8 ,
v * h
—  =  0 ,8 7  ln  ^  +  1 ,7 4 ; ln  —  >  4 ,2 5 .  ( 9 .1 0 0 )
— X h  ’ ’ v  ’ v 7
У к а з а н н о е  у с л о в и е  п р и м е н и м о с т и  ф о р м у л  (9 .1 0 0 )  н а  п р а к т и к е  п о ч т и  
в с е г д а  в ы п о л н я е т с я .
С л о ж н ы й  х а р а к т е р  к р и в ы х  м о ж н о  и с т о л к о в а т ь  ф и з и ч е с к и  с л е д у ю ­
щ и м  о б р а з о м  (р и с .  9 .2 3 ) .
П р и  л а м и н а р н о м  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  (р и с .  9 .2 3 ,  а ) ,  е с л и  ш е р о х о в а ­
т о с т и  н е  з а г р о м о ж д а ю т  с е ч е н и я  т р у б ы ,  и х  в л и я н и е  н и к а к  н е  с к а з ы в а ­
е т с я  н а  с о п р о т и в л е н и и  т р у б ы .  П р и  э т о м ,  о ч е в и д н о ,  б у г о р к и  ш е р о х о в а ­
т о с т е й  п о г р у ж е н ы  в  н е п о д в и ж н у ю  м е ж д у  н и м и  ж и д к о с т ь ,  и г р а ю щ у ю  
р о л ь  с м а з к и .  Д а ж е  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  о с н о в н о г о  п о т о к а  о к о ­
л о  с т е н к и  в с е г д а  с у щ е с т в у е т  л а м и н а р н ы й  п о д с л о й ,  к о т о р ы й  п р и к р ы в а е т  
б у г о р к и  ш е р о х о в а т о с т е й .
С  у в е л и ч е н и е м  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  
(р и с .  9 .2 3 , б ) в е р ш и н ы  б у г о р к о в  н а ч и н а ­
ю т  о б н а ж а т ь с я  и  с  н и х  с р ы в а ю т с я  в и х р и ,  
ч т о  с о з д а е т  д о п о л н и т е л ь н у ю  т у р б у л и з а ц и ю  
п о т о к а ,  а  с л е д о в а т е л ь н о ,  у в е л и ч е н и е  с о ­
п р о т и в л е н и я .  П р и ч е м  э т о  п р о и з о й д е т  п р и  
т е м  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а ,  ч е м  м е н ь ­
ш е  о т н о с и т е л ь н а я  ш е р о х о в а т о с т ь  т р у б ы .  
Н а к о н е ц ,  п р и  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  
(р и с .  9 .2 3 ,  в ) б у г о р к и  ш е р о х о в а т о с т е й  п о л ­
н о с т ь ю  о б н а ж а ю т с я  и  с т е п е н ь  т у р б у л и з а ц и и  
п о т о к а  п о л н о с т ь ю  о п р е д е л я е т с я  в и х р я м и ,  
с р ы в а ю щ и м и с я  с  и х  в е р ш и н , а  с л е д о в а т е л ь ­
н о ,  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  н е  з а в и с и т  о т  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а ,  
х а р а к т е р и з у ю щ е г о  о с н о в н о е  д в и ж е н и е  в  т р у б е .
Р и с .  9 .2 3
9.11. Развитая турбулентность
Р а с с м о т р и м  с в о й с т в а  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я ,  п о л ь з у я с ь  м е т о д о м  а н а ­
л и з а  р а з м е р н о с т е й  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н .
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П о с л е  п о т е р и  у с т о й ч и в о с т и  л а м и н а р н о г о  д в и ж е н и я  в  ж и д к о с т и  с н а ­
ч а л а  п о я в л я ю т с я  к р у п н ы е  в и х р и ,  с о з д а ю щ и е  к р у п н ы е  н е р е г у л я р н ы е  
п у л ь с а ц и и  с к о р о с т и .  П р и  э т о м  ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и  д в и ж у т с я  п о  с р а в ­
н и т е л ь н о  п л а в н ы м  т р а е к т о р и я м ,  х о т я  с а м и  т р а е к т о р и и  с и л ь н о  п е р е п у ­
т а н ы . П о  м е р е  д а л ь н е й ш е г о  у в е л и ч е н и я  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  т р а е к т о р и и  
ч а с т и ц  с т а н о в я т с я  м е н е е  п л а в н ы м и ,  в о з н и к а ю т  б о л е е  м е л к и е  в и х р и .  Н а  
ф о н е  п л а в н ы х  т р а е к т о р и й  п о я в л я ю т с я  б о л е е  м е л к и е  и с к р и в л е н и я ,  а  с к о ­
р о с т ь  ч а с т и ц  п р и о б р е т а е т  б о л е е  м е л к и е  н е р е г у л я р н ы е  п у л ь с а ц и и .  П р и  
д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  с о д е р ­
ж и т  в и х р и  о т  с а м ы х  к р у п н ы х  д о  с а м ы х  м е л к и х ,  в  к о т о р ы х  ч а с т и ц ы  
ж и д к о с т и  у ж е  д в и ж у т с я  к а к  ц е л о е  с  о д и н а к о в ы м и  с к о р о с т я м и  —  р а з ­
в и т о е  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е .
О ч е в и д н о ,  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  р е ­
з у л ь т а т  н а л о ж е н и я  д в и ж е н и й  р а з л и ч н ы х  м а с ш т а б о в .  П о д  м а с ш т а б о м  
д в и ж е н и я  б у д е м  п о н и м а т ь  п о р я д о к  т е х  р а с с т о я н и й ,  н а  к о т о р ы х  с к о ­
р о с т ь  ч а с т и ц  ж и д к о с т и  и з м е н я е т с я  с у щ е с т в е н н о .
П р и  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а ,  б о л ь ш и х  к р и т и ч е с к о г о ,  с н а ч а л а  п о я в л я ю т ­
с я  к р у п н о м а с ш т а б н ы е  п у л ь с а ц и и .  И х  м а с ш т а б  п о р я д к а  р а з м е р о в  с а м о й  
о б л а с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  l (д л я  т р у б ы  —  п о р я д к а  д и а м е т р а  т р у б ы ) .  
Н а  м е н ь ш и х  р а с с т о я н и я х  и з м е н е н и е  с к о р о с т и  н е з н а ч и т е л ь н о .  К р у п н о ­
м а с ш т а б н ы е  д в и ж е н и я  о б л а д а ю т  и  н а и б о л ь ш е й  а м п л и т у д о й  п у л ь с а ц и й .  
И х  с к о р о с т и  п о  п о р я д к у  в е л и ч и н ы  с р а в н и м ы  с  и з м е н е н и е м  о с р е д н е н н о й  
с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  А п  н а  р а с с т о я н и и  l.
П р и  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  в о з н и к а ю т  в с е  б о л е е  и  б о л е е  м е л ­
к о м а с ш т а б н ы е  п у л ь с а ц и и ,  в п л о т ь  д о  п у л ь с а ц и й  с а м о г о  м е л к о г о  м а с ш т а ­
б а  Ао. О б л а с т и  ж и д к о с т и  р а з м е р о м  Ао д в и ж у т с я  п р и  з а д а н н о м  ч и с л е  
Р е й н о л ь д с а  к а к  ц е л о е ,  т. е . в н у т р и  э т и х  м е л к и х  о б л а с т е й  ж и д к о с т ь  н е п о ­
д в и ж н а .
Н а  б о л ь ш и х  р а с с т о я н и я х  п о р я д к а  l и з м е н е н и е  с к о р о с т и  о п р е д е л я е т с я  
в  о с н о в н о м  к р у п н о м а с ш т а б н ы м и  п у л ь с а ц и я м и  и  п о  п о р я д к у  в е л и ч и н ы  
р а в н о  А п .  Н а  м а л ы х  ж е  р а с с т о я н и я х  и з м е н е н и е  с к о р о с т и  о п р е д е л я е т с я  
м е л к о м а с ш т а б н ы м и  п у л ь с а ц и я м и ,  т а к  к а к  в  к р у п н о м а с ш т а б н ы х  д в и ж е ­
н и я х  о б л а с т и  ж и д к о с т и  б о л е е  м е л к и х  м а с ш т а б о в  д в и ж у т с я  к а к  ц е л о е .
Н а р я д у  с  ч и с л о м  Р е й н о л ь д с а  R e  =  p v l / q ,  х а р а к т е р и з у ю щ и м  т у р ­
б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в  ц е л о м ,  а  т а к ж е  к р у п н о м а с ш т а б н ы е  
п у л ь с а ц и и ,  м о ж н о  в в е с т и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  д л я  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и
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в  п у л ь с а ц и я х  л ю б ы х  м а с ш т а б о в  Л:
=  VaIP
П
В  ф о р м у л е  (9 .1 0 1 )  v\ —  п о р я д о к  в е л и ч и н ы  с к о р о с т и  п у л ь с а ц и й  м а с ­
ш т а б а  Л.
П р и  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  ц е л о м  в е л и ­
к и  и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  к р у п н о м а с ш т а б н ы х  д в и ж е н и й .  Д в и ж е н и е  ж и д ­
к о с т и  п р и  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  м ы  м о ж е м  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  
д в и ж е н и е  м а л о в я з к о й  (в  п р е д е л е  —  и д е а л ь н о й )  ж и д к о с т и .  П о э т о м у  
к р у п н о м а с ш т а б н о е  д в и ж е н и е ,  к о т о р о е  о п р е д е л я е т  и  д в и ж е н и е  ж и д к о ­
с т и  в  ц е л о м ,  м ы  м о ж е м  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  д в и ж е н и е  и д е а л ь н о й  ж и д к о ­
с т и ,  п о д ч и н я ю щ е е с я  у р а в н е н и ю  Э й л е р а .  О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  в  к р у п н о ­
м а с ш т а б н ы х  д в и ж е н и я х  н е  д о л ж н о  п р о и с х о д и т ь  з а м е т н о й  д и с с и п а ц и и  
к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  ж и д к о с т и .
С  у м е н ь ш е н и е м  м а с ш т а б а  п у л ь с а ц и й  Л у м е н ь ш а е т с я  и  в е л и ч и н а  v\, 
и  т е м  б о л е е  R eA . П о э т о м у  п р и  у м е н ь ш е н и и  м а с ш т а б а  п у л ь с а ц и й  в я з ­
к о с т ь  и г р а е т  в с е  б о л ь ш у ю  р о л ь  в п л о т ь  д о  с а м о г о  м е л к о г о  м а с ш т а б а  Ло. 
И м е н н о  в  н а и б о л е е  м е л к о м а с ш т а б н ы х  п у л ь с а ц и я х  Л0 п р о и с х о д и т  о с н о в ­
н а я  д и с с и п а ц и я  э н е р г и и  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  м ы  п р и х о д и м  к  с л е д у ю щ е й  с х е м е  д и с с и п а ц и и  э н е р ­
г и и  м е х а н и ч е с к о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и .  
П о ч т и  в с я  э н е р г и я  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  п е р е н о с и т с я  в  к р у п н о м а с ­
ш т а б н ы х  д в и ж е н и я х .  Э т а  э н е р г и я  п е р е д а е т с я  п у л ь с а ц и я м  с а м ы х  м е л к и х  
м а с ш т а б о в  п о р я д к а  Л0 , в  к о т о р ы х  и  п р о и с х о д и т  е е  д и с с и п а ц и я  в  т е п л о ,  
т . е . с у щ е с т в у е т  н а п р а в л е н н ы й  п о т о к  э н е р г и и  о т  к р у п н о м а с ш т а б н ы х  к  
м е л к о м а с ш т а б н ы м  д в и ж е н и я м ,  п р и ч е м  э т о т  п о т о к ,  п р о х о д я  п р о м е ж у ­
т о ч н ы е  м а с ш т а б ы ,  о с т а е т с я  п о ч т и  н е и з м е н н ы м .
О п р е д е л и м  п о р я д о к  в е л и ч и н ы  д и с с и п и р у е м о й  э н е р г и и  в  е д и н и ц у  
в р е м е н и  в  е д и н и ц е  м а с с ы  ж и д к о с т и  —  е . К а к  у с т а н о в л е н о ,  э т а  э н е р ­
г и я  п е р е н о с и т с я  к р у п н о м а с ш т а б н ы м  д в и ж е н и е м ,  х о т я  е е  д и с с и п а ц и я  
п р о и с х о д и т  в  п у л ь с а ц и я х  с а м ы х  м е л к и х  м а с ш т а б о в .  П о с к о л ь к у  к р у п ­
н о м а с ш т а б н о е  д в и ж е н и е  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  д в и ж е н и е  и д е а л ь ­
н о й  ж и д к о с т и  (ц  =  0 ) ,  т о  п а р а м е т р а м и ,  о п р е д е л я ю щ и м и  э т о  д в и ж е ­
н и е , б у д у т  р, A n, l. И з  э т и х  о п р е д е л я ю щ и х  п а р а м е т р о в  м о ж н о  о б р а ­
з о в а т ь  е д и н с т в е н н у ю  к о м б и н а ц и ю ,  и м е ю щ у ю  р а з м е р н о с т ь  у д е л ь н о й  
э н е р г и и ,  к о т о р а я  д и с с и п и р у е т с я  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  е ,  т. е . в  С И  —
(9.101)
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э т о  Д ж / ( к г  • с )  =  м 2 / с 3 :
£ « ( Д м ) 3
I
(9.102)
Ф о р м у л а  (9 .1 0 2 )  о п р е д е л я е т  п о р я д о к  в е л и ч и н ы  д и с с и п и р у е м о й  э н е р ­
г и и  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и .
К а к  у ж е  о т м е ч а л о с ь ,  т у р б у л е н т н о  д в и ж у щ у ю с я  ж и д к о с т ь  м о ж н о  
р а с с м а т р и в а т ь  к а к  ж и д к о с т ь ,  о б л а д а ю щ у ю  н е к о т о р о й  т у р б у л е н т н о й  
в я з к о с т ь ю  пт . О ч е в и д н о ,  ч т о  т у р б у л е н т н а я  в я з к о с т ь  т а к ж е  д о л ж н а  
о п р е д е л я т ь с я  к р у п н о м а с ш т а б н ы м  д в и ж е н и е м ,  т. е . т е м и  ж е  п а р а м е т ­
р а м и  р , Ди, I, п о с к о л ь к у  о с р е д н е н н о е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в  о с н о в н о м  
о п р е д е л я е т с я  к р у п н о м а с ш т а б н ы м и  п у л ь с а ц и я м и .  И з  н и х  м о ж н о  с о с т а ­
в и т ь  л и ш ь  о д н у  к о м б и н а ц и ю ,  и м е ю щ у ю  р а з м е р н о с т ь  в я з к о с т и ,  —  рДи1. 
П о э т о м у  п о р я д о к  в е л и ч и н ы  т у р б у л е н т н о й  в я з к о с т и  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ­
ж е н и е м
Пт & рДи1. ( 9 .1 0 3 )
Р а з д е л и в  п р а в у ю  и  л е в у ю  ч а с т и  н а  м о л е к у л я р н у ю  д и н а м и ч е с к у ю  
в я з к о с т ь  ц , п о л у ч и м
Пт &  Р Д М  -  R e .  (9 .1 0 4 )п п
В  п р а в о й  ч а с т и  в ы р а ж е н и я  ( 9 .1 0 4 ) ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  м о ж е т  с т о я т ь  з н а ­
ч и т е л ь н ы й  п о  в е л и ч и н е  б е з р а з м е р н ы й  ч и с л е н н ы й  к о э ф ф и ц и е н т .  О ч е ­
в и д н о ,  ч т о  э т о т  ч и с л е н н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  б у д е т  з н а ч и т е л ь н о  б л и ж е  к  
е д и н и ц е ,  е с л и  м ы  п о д е л и м  п р а в у ю  ч а с т ь  (9 .1 0 4 )  н а  к р и т и ч е с к о е  ч и с л о  
Р е й н о л ь д с а ,  R e Kp. Т о г д а  п р и  R e  &  R e Kp и м е е м  пт &  П, ч т о  с о о т в е т с т в у е т  
ф и з и ч е с к и м  п р е д с т а в л е н и я м  о  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и :
пт Re__ ____
п ReKp
( 9 .1 0 5 )
Т о г д а  в е л и ч и н а  д и с с и п и р у е м о й  э н е р г и и  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  с л е ­






( 9 .1 0 6 )
И н т е р е с н о  с р а в н и т ь  п о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  с  а н а л о г и ч н ы м  в ы р а ж е ­
н и е м  д л я  л а м и н а р н о г о  д в и ж е н и я .  Д л я  д и с с и п а ц и и  э н е р г и и  з а  е д и н и ц у
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в р е м е н и  в  е д и н и ц е  м а с с ы  л а м и н а р н о  д в и ж у щ е й с я  н е с ж и м а е м о й  ж и д ­
к о с т и  и м е е м  (7 .2 7 ) :
1  dEV п ( dvi dvk\ 2 ^  п ( A u A 2
р  dt 2 р \8xk dxiJ р \ l J ( 9 .1 0 7 )
И з  (9 .1 0 6 )  и  (9 .1 0 7 )  в и д н о ,  ч т о  ф о р м у л ы ,  о п р е д е л я ю щ и е  п о р я д о к  в е ­
л и ч и н ы  д и с с и п и р у е м о й  э н е р г и и  п р и  т у р б у л е н т н о м  и  л а м и н а р н о м  д в и ­
ж е н и я х ,  и д е н т и ч н ы .  О н и  о т л и ч а ю т с я  т о л ь к о  к о э ф ф и ц и е н т а м и  в я з к о ­
с т и .
Р а с с м о т р и м  п у л ь с а ц и и  п р о м е ж у т о ч н ы х  м а с ш т а б о в  Ао <  А <  l. 
В  с о о т в е т с т в и и  с  п р и н я т ы м  п р е д п о л о ж е н и е м  п е р е д а ч а  э н е р г и и  о т  к р у п ­
н о м а с ш т а б н ы х  в и х р е й  в и х р я м  м е н ь ш е г о  м а с ш т а б а  п р о и с х о д и т  б е з  п о т е ­
р и  э н е р г и и  в п л о т ь  д о  с а м ы х  м е л к и х  м а с ш т а б о в ,  г д е  э н е р г и я  д в и ж е н и я  
д и с с и п и р у е т с я  в  т е п л о .  П у с т ь  е  —  п о т о к  э н е р г и и  ч е р е з  и е р а р х и ю  в и х ­
р е й ,  о т  с а м ы х  к р у п н ы х  к  с а м ы м  м е л к и м .  Т о г д а  в  к а ч е с т в е  п а р а м е т р о в ,  
о п р е д е л я ю щ и х  д в и ж е н и е  п у л ь с а ц и й  п р о м е ж у т о ч н ы х  м а с ш т а б о в ,  м о ж ­
н о  в ы б р а т ь  р , А и  е . П о - в и д и м о м у ,  в я з к о с т ь  д л я  д в и ж е н и й  п у л ь с а ц и й  
п р о м е ж у т о ч н ы х  м а с ш т а б о в  е щ е  н е  и г р а е т  з а м е т н о й  р о л и .
О ц е н и м  п о р я д о к  v\, т. е . п о р я д о к  в е л и ч и н ы  и з м е н е н и я  с к о р о с т и  т у р ­
б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  н а  р а с с т о я н и и  А . И з  в ы ш е у к а з а н н ы х  п а р а м е т р о в  
м о ж н о  о б р а з о в а т ь  л и ш ь  о д н у  к о м б и н а ц и ю  с  р а з м е р н о с т ь ю  с к о р о с т и  —  
( е А ) 1 / 3 . Т а к и м  о б р а з о м ,  с  у ч е т о м  (9 .1 0 2 )  и м е е м
/  А \ 1 / 3v\ ~  ( е А ) 1 / 3 ~  A u  f y j  . ( 9 .1 0 8 )
И з  (9 .1 0 8 )  в и д н о ,  ч т о  и з м е н е н и е  с к о р о с т и  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е ­
н и я  ж и д к о с т и  н а  р а с с т о я н и я х  п о р я д к а  А п р о п о р ц и о н а л ь н о  к у б и ч е с к о м у  
к о р н ю  и з  э т о г о  р а с с т о я н и я .  Э т о т  р е з у л ь т а т  н а з ы в а е т с я  з а к о н о м  К о л м о ­
г о р о в а  —  О б у х о в а .
П е р е й д е м  н а к о н е ц  к  р а с с м о т р е н и ю  п у л ь с а ц и й  с а м о г о  м е л к о г о  м а с ­
ш т а б а  А о, в  к о т о р ы х  и  п р о и с х о д и т  д и с с и п а ц и я  э н е р г и и  т у р б у л е н т н о г о  
д в и ж е н и я  в с л е д с т в и е  в я з к о с т и  ж и д к о с т и .  О ц е н и м  п о р я д о к  в е л и ч и н ы  
м а с ш т а б а  с а м ы х  м е л к и х  п у л ь с а ц и й  А 0 . Р а с с м о т р и м  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  
м а с ш т а б а  А:
ReA






А )  »
(9 .1 0 9 )
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Д л я  п у л ь с а ц и й  с а м о г о  м е л к о г о  м а с ш т а б а ,  к о г д а  с у щ е с т в е н н у ю  р о л ь  
н а ч и н а е т  и г р а т ь  в я з к о с т ь  ж и д к о с т и ,  м о ж н о  п о л а г а т ь  R eA 0 ~  1. Т о г д а  
и з  (9 .1 0 9 )  и м е е м
Aq ~
I
R e 3 /4 '
(9 .1 1 0 )
Ф о р м у л у  (9 .1 1 0 )  м о ж н о  п о л у ч и т ь ,  в ы б и р а я  в  к а ч е с т в е  о п р е д е л я ю ­
щ и х  п а р а м е т р о в  р , е  и  ц . Ф о р м у л а  (9 .1 1 0 )  д а е т  о ц е н к у  р а з м е р а  о б л а с т е й  
ж и д к о с т и ,  к о т о р ы е  п р и  з а д а н н о м  ч и с л е  Р е й н о л ь д с а  д в и ж у т с я  к а к  ц е ­
л о е .  Ч е м  б о л ь ш е  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а ,  т е м  м е н ь ш е  р а з м е р  э т и х  о б л а с т е й .
Контрольные вопросы
1. Каковы особенности ламинарного и турбулентного течения?
2. В чем причины турбулизации течения?
3. Что такое критическая скорость и критическое число Рейнольдса?
4. Что такое однородная турбулентность?
5. Что такое изотропная турбулентность?
6. Какое равновесие называют устойчивым, неустойчивым, асимптотиче­
ски устойчивым и нейтральным? Приведите примеры.
7. Что является критерием устойчивости стационарного течения жидко­
сти в линейной теории возмущений?
8. В каких случаях цилиндрическое течение Куэтта будет устойчивым, а 
в каких — неустойчивым: а — цилиндры вращаются в разные сторо­
ны; б — цилиндры вращаются в одну сторону; в — вращается только 
внешний цилиндр; г — вращается только внутренний цилиндр?
9. Жидкость находится между соосными цилиндрами радиусами Ri и R2, 
вращающимися в одну сторону. Угловая скорость внутреннего цилин­
дра равна ш\. При какой угловой скорости внешнего цилиндра Ш2 про­
изойдет потеря устойчивости течения Куэтта? 10
10. В чем смысл нейтральной кривой на плоскости k — Re для течения 
Пуазейля?
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11. Что такое фазовое пространство; фазовая точка; фазовая траектория; 
фазовый портрет? Поясните на примере колебаний математического 
маятника.
12. Что такое аттрактор? Какому состоянию системы соответствует точеч­
ный аттрактор?
13. Какой процесс описывает уравнение Ван дер Поля?
14. Какое состояние системы описывается аттрактором, который называют 
предельным циклом?
15. Что называют бифуркацией? Что такое бифуркация Хопфа?
16. В чем состоит основная идея перехода к турбулентности по сценарию 
Ландау — Хопфа?
17. Что такое странный аттрактор? Приведите пример.
18. В чем суть сценария Рюэля — Такенса?
19. В чем суть сценария Фейгенбаума?
20. Что характеризуют осредненные и пульсационные гидродинамические 
величины?
21. В чем отличие уравнения Рейнольдса от уравнения Навье — Стокса?
22. Как вводится турбулентная вязкость? Как оценивается ее величина от­
носительно молекулярной вязкости?
23. В чем состоит модель Прандтля для турбулентных напряжений? Что 
такое длина пути перемешивания?
24. Как строится цепочка моментных уравнений по методу Фридмана? 
В чем состоит проблема замыкания этой системы уравнений? 25678
25. Как шероховатость поверхности трубы влияет на коэффициент сопро­
тивления при турбулентном движении жидкости?
26. Что такое развитая турбулентность?
27. Что понимают под масштабом пульсаций?
28. Как происходит диссипация энергии жидкости в режиме развитой тур­
булентности?
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29. В чем состоит закон Колмогорова — Обухова?
30. Как оценить масштаб самых мелких пульсаций?
Примеры решения задач
З а д а ч а  9 .1
И м е е т с я  к в а з и с т а ц и о н а р н о е  т у р б у л е н т н о е  т е ч е н и е  ж и д к о с т и  в  н а ­
п р а в л е н и и  о с и  х  в д о л ь  г о р и з о н т а л ь н о й  с т е н к и ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  о с и  у . 
О п р е д е л и т е :  а ) р а с п р е д е л е н и е  о с р е д н е н н о г о  д а в л е н и я  в  п л о с к о с т и ,  п е р ­
п е н д и к у л я р н о й  н а п р а в л е н и ю  т е ч е н и я ;  б ) т у р б у л е н т н ы е  к а с а т е л ь н ы е  н а ­
п р я ж е н и я  T x y .
Р е ш е н и е
П р и  г о р и з о н т а л ь н о м  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  в л и я ­
н и е м  с и л ы  т я ж е с т и .




0  — 1
, d z
0 , Vy =  Vz =  0. (9 .1 1 1 )
В с е  п р о и з в о д н ы е  п о  к о о р д и н а т е  x ,  з а  и с к л ю ч е н и е м  д р / д х ,  т а к ж е  р а в н ы  
н у л ю .
Т о г д а  п р о е к ц и и  у р а в н е н и я  Р е й н о л ь д с а  н а  о с и  к о о р д и н а т  з а п и ш у т с я  
в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
др d 2 Vx d v Xv y
0 =  я  + 2 Р я  , дх ду2 ду
др &v'y2 др
0 =  я  Р Я , 0 =  Я .ду ду дz ( 9 .1 1 2 )
И з  в т о р о г о  у р а в н е н и я  с л е д у е т
р +  pv'y =  c o n s t . (9 .1 1 3 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  д а в л е н и е  ж и д к о с т и  в  п л о с к о с т и ,  п е р п е н д и к у л я р ­
н о й  н а п р а в л е н и ю  т е ч е н и я ,  п р е в ы ш а е т  о с р е д н е н н о е  д а в л е н и е  н а  в е л и ­
ч и н у  p V y .  О б ы ч н о  э т о  м а л а я  д о б а в к а ,  н о  в  н е к о т о р ы х  с л у ч а я х  м о ж е т  
и г р а т ь  в а ж н у ю  р о л ь .
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П р и  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  в  п е р в о м  у р а в н е н и и  м о ж н о  п р е н е ­





dv1 VKJ Vx y
дУ ' ( 9 .1 1 4 )
У ч и т ы в а я ,  ч т о  л е в а я  ч а с т ь  э т о г о  у р а в н е н и я  н е  з а в и с и т  о т  к о о р д и н а ­
т ы  у ,  а  т у р б у л е н т н ы е  н а п р я ж е н и я  н а  с т е н к е  (у  =  0 ) р а в н ы  н у л ю ,  п о с л е  
и н т е г р и р о в а н и я  п о л у ч и м
T x y  =  - p v X vy =  у  д х >  ( 9 . 1 1 5 )
т. е . т у р б у л е н т н о е  н а п р я ж е н и е ,  т а к  ж е  к а к  и  в я з к о е  н а п р я ж е н и е  п р и  
л а м и н а р н о м  т е ч е н и и ,  и з м е н я е т с я  п о  л и н е й н о м у  з а к о н у  в  з а в и с и м о с т и  
о т  р а с с т о я н и я  д о  с т е н к и .
З а д а ч а  9 .2
Н а й д и т е  р а с п р е д е л е н и е  о с р е д н е н н о й  с к о р о с т и  д л я  т у р б у л е н т н о г о  п о ­
т о к а  в  д л и н н о й  т р у б е  ( в д а л и  о т  с т е н к и ) ,  и с п о л ь з у я  г и п о т е з у  П р а н д т л я  
и  п о н я т и е  д л и н ы  п у т и  п е р е м е ш и в а н и я .  Р а д и у с  и  д л и н а  т р у б ы  с о о т в е т ­
с т в е н н о  р а в н ы  R  и  L .
Р е ш е н и е
О б о з н а ч и м  ч е р е з  s  = R  — r  р а с с т о я н и е  о т  с т е н к и  т р у б ы  и , с л е д у я  
г и п о т е з е  П р а н д т л я  ( 9 .7 4 ) ,  п р и м е м ,  ч т о  п у т ь  п е р е м е ш и в а н и я  р а в е н :  l = 
£ s ,  г д е  £  —  н е к о т о р ы й  ф е н о м е н о л о г и ч е с к и й  к о э ф ф и ц и е н т .
П у с т ь  о с ь  z  с о в п а д а е т  с  о с ь ю  с и м м е т р и и  т р у б ы .  Т о г д а  к о м п о н е н т а  
т е н з о р а  т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й  п о  ф о р м у л е  П р а н д т л я  (9 .7 3 )  з а п и ­
ш е т с я  в  в и д е
T rz = p £ 2 s 2 d V - ^  . ( 9 .1 1 6 )
Т о п о л о г и я  о с р е д н е н н о г о  т е ч е н и я  т а к о в а ,  ч т о  Vr =  V^ =  0 , Vz =  
Vz ( r ) .  Е с л и  п р о д о л ь н ы й  г р а д и е н т  о с р е д н е н н о г о  д а в л е н и я  п р и б л и ж е н н о  
з а п и с а т ь  ч е р е з  р а з н о с т ь  д а в л е н и й  н а  к о н ц а х  т р у б к и ,  d p / d z  ~  — A p / L ,  
т о  z - к о м п о н е н т а  у р а в н е н и я  Р е й н о л ь д с а  ( 9 .6 9 )  в  ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р ­
д и н а т а х  б у д е т  и м е т ь  в и д
АР  — 1  d r  (r r̂z)=0 , ( 9 .1 1 7 )
L  r  d r
376
г д е  Е rz =  a rz  +  T rz  —  п о л н о е  к а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е н и е ,  в к л ю ч а ю щ е е  
о с р е д н е н н о е  в я з к о е  н а п р я ж е н и е  и  т у р б у л е н т н о е  н а п р я ж е н и е .
И з  с и м м е т р и и  з а д а ч и  с л е д у е т ,  ч т о  н а  о с и  т р у б ы  к а с а т е л ь н ы х  н а п р я ­
ж е н и й  н е т , т. е . E rz ( r  =  0 )  =  0 . П р и  э т о м  у с л о в и и  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  
(9 .1 1 7 )  т а к о в о :
E rz  =  r2 L P =  то ( 1  -  R )  , (9 .1 1 8 )
г д е  то =  E r z ( s  =  0 )  =  R A p / ( 2 L )  —  к а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е н и е  н а  с т е н к е  
т р у б ы .
В  т у р б у л е н т н о м  я д р е  п о т о к а ,  т. е . в  о с н о в н о й  о б л а с т и  и з м е н е н и я  к о ­
о р д и н а т ы  s , в к л а д  в я з к о г о  н а п р я ж е н и я  a rz  п р е н е б р е ж и м о  м а л  п о  с р а в ­
н е н и ю  с  в к л а д о м  т у р б у л е н т н о г о  н а п р я ж е н и я  T r z . Д р у г и м и  с л о в а м и ,  в  
о б ъ е м е  ж и д к о с т и  п е р е н о с  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  о с у щ е с т в л я е т с я  г л а в ­
н ы м  о б р а з о м  т у р б у л е н т н ы м и  в и х р я м и .  П о э т о м у  п р и б л и ж е н н о  м о ж н о  
з а п и с а т ь ,  ч т о  E rz «  T r z . Т о г д а  и з  в ы р а ж е н и й  (9 .1 1 6 )  и  (9 .1 1 8 )  и м е е м
* V ( § )  =  то ( 1  -  R
(9 .1 1 9 )
П р а н д т л ь  р а с с м а т р и в а л  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  п р и  у с л о в и и  s  ^  R ,  
п о л а г а я  п р а в у ю  ч а с т ь  у р а в н е н и я  (9 .1 1 9 )  р а в н о й  т 0. Э т о  п р и б л и ж е н и е  
в н о с и т  н е к о т о р у ю  п о г р е ш н о с т ь ,  н о  с у щ е с т в е н н о  у п р о щ а е т  м а т е м а т и ч е ­
с к и е  в ы к л а д к и .  С л е д у я  П р а н д т л ю ,  и з  п о с л е д н е г о  у р а в н е н и я  п о л у ч а е м
dvz = ±  1  — , V* =  „ / т оds 0  s  ’ V р
( 9 .1 2 0 )
Ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  и м е е т  т о л ь к о  з н а к  « + » ,  т а к  к а к  о с р е д н е н н а я  
с к о р о с т ь  п р и  у д а л е н и и  о т  с т е н о к  т р у б ы  ( к о о р д и н а т а  s  у в е л и ч и в а е т с я )  
д о л ж н а  в о з р а с т а т ь .
Е с л и  у р а в н е н и е  (9 .1 2 0 )  п р о и н т е г р и р о в а т ь ,  н а ч и н а я  с  н е к о т о р о г о  р а с ­
с т о я н и я  о т  с т е н к и  т р у б ы  s i  д о  п р о и з в о л ь н о г о  з н а ч е н и я  s , т о  п о л у ч и м
Vz -  Vzi =
В  б е з р а з м е р н ы х  п е р е м е н н ы х  v  
з а п и ш е т с я  в  в и д е
V +  — V +  =
v * , s  -г l n “  >
0  s i
s >  s 1 . ( 9 .1 2 1 )
+ =  (V z ) / v * и  s + =  s V * p /n  э т о  в ы р а ж е н и е
1  . s +
l ln  s y
s + >  s + . ( 9 .1 2 2 )
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Т а к и м  о б р а з о м ,  с к о р о с т ь  т у р б у л е н т н о г о  п о т о к а  в  т р у б е  н а  н е к о т о р о м  
у д а л е н и и  о т  с т е н о к  р а с п р е д е л е н а  п о  л о г а р и ф м и ч е с к о м у  з а к о н у .
Н а  о с н о в а н и и  о п ы т н ы х  д а н н ы х  Д а й с л е р  у с т а н о в и л ,  ч т о  £  =  0 ,3 6 . О н  
ж е  п р е д л о ж и л  и с п о л ь з о в а т ь  з н а ч е н и е  s +  =  2 6 , п р и  к о т о р о м  v +  =  1 2 ,8 5 . 
В  э т о м  с л у ч а е  и з  в ы р а ж е н и я  (9 .1 2 2 )  н а х о д и м
v +  =  - ^ l n  s +  +  3 ,8 , s +  >  2 6 . ( 9 .1 2 3 )
0 ,3 6
М н о г о ч и с л е н н ы е  и с с л е д о в а н и я  п о к а з а л и ,  ч т о  л о г а р и ф м и ч е с к о е  р а с ­
п р е д е л е н и е  о с р е д н е н н о й  с к о р о с т и  (9 .1 2 3 )  х о р о ш о  о п и с ы в а е т  п р о ф и л и  
с к о р о с т е й  в  т у р б у л е н т н ы х  п о т о к а х  с  ч и с л а м и  Р е й н о л ь д с а  R e  >  2 0 0 0 0 , 
з а  и с к л ю ч е н и е м ,  р а з у м е е т с я ,  т о н к о г о  п р и с т е н о ч н о г о  с л о я  ж и д к о с т и ,  в  
к о т о р о м  т е ч е н и е  с т а н о в и т с я  л а м и н а р н ы м .
З а д а ч а  9 .3
П р и м е н я я  э м п и р и ч е с к у ю  ф о р м у л у  Д а й с л е р а  ( 9 .7 9 ) ,  р а с с ч и т а й т е  
п р о ф и л ь  с к о р о с т и  в  л а м и н а р н о м  п о д с л о е  и  в  б у ф е р н о й  о б л а с т и  п р и  
т у р б у л е н т н о м  т е ч е н и и  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в  т р у б е .
Р е ш е н и е
В  п р и с т е н о ч н о м  с л о е  ж и д к о с т и  д е й с т в у ю т  к а к  в я з к и е ,  т а к  и  т у р б у ­
л е н т н ы е  н а п р я ж е н и я .  Т о г д а  п о л н о е  к а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е н и е ,  и с п о л ь з у я  
з а к о н  Н ь ю т о н а  д л я  в я з к и х  н а п р я ж е н и й  и  ф о р м у л у  Д а й с л е р а  ( 9 .7 9 )  д л я  
т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й ,  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
^  dvz о
=  - V~,-------Рп vz(R -  r)xdr
x  [1 — exp(- n 2 Vz (R  — r ) / v )] d V z .
d r
(9 .1 2 4 )
В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  в ы р а ж е н и е м  (9 .1 1 8 )  и  з а м е н я я  р а з н о с т ь  1 — s / R  
е д и н и ц е й  ( в б л и з и  с т е н к и  т р у б ы  s ^  R ) ,  п о л у ч и м
d v z 2 -  и ( 2 - 1  м d v zТо =  'Ч —  +  pn Vzs [1 — exp(—n Vzs/v)] — . ds ds ( 9 .1 2 5 )
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Э т о  у р а в н е н и е  п р о и н т е г р и р у е м  в  п р е д е л а х  о т  s  =  0  д о  п р о и з в о л ь н о ­
г о  з н а ч е н и я  s . В  б е з р а з м е р н ы х  п е р е м е н н ы х  т а к о й  и н т е г р а л  и м е е т  в и д
,+ _ d s +
1  +  n 2 v + s + [ 1  — e x p ( — n 2 v + s + ) ]
0  <  s +  <  2 6 .
+
(9 .1 2 6 )
З д е с ь  и с п о л ь з о в а н ы  т е  ж е  б е з р а з м е р н ы е  в е л и ч и н ы ,  ч т о  и  в  п р е д ы ­
д у щ е й  з а д а ч е .  Э м п и р и ч е с к и й  п а р а м е т р  n  д л я  д л и н н ы х  г л а д к и х  т р у б  
р а в е н  0 ,1 2 4 .
Н е л и н е й н о е  и н т е г р а л ь н о е  у р а в н е н и е  (9 .1 2 6 )  м о ж е т  б ы т ь  р е ш е н о  
к а к и м - л и б о  п р и б л и ж е н н ы м  м е т о д о м ,  н а п р и м е р ,  м е т о д о м  и т е р а ц и й .  П р и  
м а л ы х  з н а ч е н и я х  s +  в т о р о е  с л а г а е м о е  в  з н а м е н а т е л е  п о д ы н т е г р а л ь н о г о  
в ы р а ж е н и я  м а л о  ( п о р я д к а  s + 2) и  в  п е р в о м  п р и б л и ж е н и и  м о ж е т  б ы т ь  
п р о и г н о р и р о в а н о .  В  э т о м  с л у ч а е  п о л у ч а е м
v +  =  s + .  ( 9 .1 2 7 )
Э т а  ф о р м у л а  у д о в л е т в о р и т е л ь н о  о п и с ы в а е т  о п ы т н ы е  д а н н ы е  п р и  
0  <  s +  <  5.
З а д а ч а  9 .4
О п р е д е л и т е  с о о т н о ш е н и е  м е ж д у  м о л е к у л я р н о й  и  т у р б у л е н т н о й  в я з ­
к о с т я м и  в  т о ч к е  r  =  0 ,5  R  п р и  т у р б у л е н т н о м  т е ч е н и и  в о д ы  с  п о с т о я н н о й  
о с р е д н е н н о й  с к о р о с т ь ю  в  д л и н н о й  г л а д к о й  т р у б е  р а д и у с а  R  =  7 ,6 2  с м . 
К а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е н и е  н а  с т е н к е  т р у б ы  р а в н о :  т0 =  1 ,6 3  • 1 0 4 П а , п л о т ­
н о с т ь  в о д ы  р  =  1 0 3 к г / м 3 , к и н е м а т и ч е с к а я  в я з к о с т ь  в о д ы  v  =  1 0 - 6  м 2 / с .
Р е ш е н и е
У д о б н о  и с п о л ь з о в а т ь  ц и л и н д р и ч е с к у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т ,  в  к о т о р о й  
п о л я р н а я  о с ь  z  с о в п а д а е т  с  п р о д о л ь н о й  о с ь ю  т р у б ы ,  а  r  —  р а д и а л ь н а я  
к о о р д и н а т а  в  п л о с к о с т и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  т р у б ы .
П о л н о е  к а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е н и е  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  в  в и д е
V̂rz ( . , d^z
(n +  ) IF (П +  пТ)
d v z 
d s  ,
s  =  R  r. (9 .1 2 8 )
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О т с ю д а  о т н о ш е н и е  в я з к о с т е й  р а в н о :
Пт
П
1  E rz
n dvz 
1 ds
1. ( 9 .1 2 9 )
П о д с т а в л я я  т е н з о р  н а п р я ж е н и й  и з  в ы р а ж е н и я  (9 .1 1 8 ) ,  п о л у ч и м
Пт
П




1 — s / R
dv+
ds+
( 9 .1 3 0 )
г д е  и с п о л ь з о в а н ы  б е з р а з м е р н ы е  в е л и ч и н ы ,  в в е д е н н ы е  в  з а д а ч е  9 .2 . 
П р и  s  =  0 ,5  R  и м е е м
s +  =  s v p  =  р Д у / у й  =  4 8 5
П 2 р
(9 .1 3 1 )
И с п о л ь з у я  ф о р м у л у  ( 9 .1 2 3 ) ,  в ы ч и с л и м  п р о и з в о д н у ю  о т  б е з р а з м е р ­




0 ,3 6  ■ 4 8 5
0 ,0 0 5 7 . (9 .1 3 2 )
П о д с т а в л я я  (9 .1 3 2 )  в  в ы р а ж е н и е  ( 9 .1 3 0 ) ,  п о л у ч и м
—  =  8 6 . ( 9 .1 3 3 )П
Э т о т  р е з у л ь т а т  с о о т в е т с т в у е т  т е о р е т и ч е с к о м у  п о л о ж е н и ю  о  т о м ,  ч т о  
п р и  т у р б у л е н т н о м  т е ч е н и и  ж и д к о с т и  в д а л и  о т  с т е н к и  м о л е к у л я р н о й  
в я з к о с т ь ю  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  п о  с р а в н е н и ю  с  т у р б у л е н т н о й .
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Глава 10
Пограничный слой
10.1. Понятие пограничного слоя
Д в и ж е н и е  в я з к о й  ж и д к о с т и  п р и  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  м о ж н о  
р а с с м а т р и в а т ь  к а к  д в и ж е н и е  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  о п и с ы в а е м о е  у р а в ­
н е н и е м  Э й л е р а .  О д н а к о  т а к о е  р а с с м о т р е н и е  б у д е т  з а в е д о м о  н е в е р н ы м  
в б л и з и  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а .  С к о р о с т ь  в я з к о й  ж и д к о с т и  п а ­
д а е т  д о  н у л я  н а  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а  в  т о н к о м  п р и с т е н о ч н о м  
с л о е ,  н а з ы в а е м о м  п о г р а н и ч н ы м  с л о е м .  Е г о  п о п е р е ч н ы й  р а з м е р  ( т о л щ и ­
н а )  м а л  п о  с р а в н е н и ю  с  п р о д о л ь н ы м и  р а з м е р а м и .  П о г р а н и ч н ы й  с л о й  
х а р а к т е р и з у е т с я  б о л ь ш и м  г р а д и е н т о м  с к о р о с т и ,  п е р п е н д и к у л я р н ы м  к  
п о в е р х н о с т и  т е л а ,  ч т о  с в и д е т е л ь с т в у е т  о  б о л ь ш и х  с и л а х  в я з к о с т и ,  о п р е ­
д е л я ю щ и х  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в  э т о м  с л о е .
Т а к и м  о б р а з о м ,  в с ю  о б л а с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ,  о б т е к а ю щ е й  т е л о ,  
м о ж н о  р а з б и т ь  н а  д в е  о б л а с т и :  о б л а с т ь  т о н к о г о  п р и с т е н о ч н о г о  п о г р а ­
н и ч н о г о  с л о я ,  в  к о т о р о й  д в и ж е н и е  в  о с н о в н о м  о п р е д е л я е т с я  в я з к о с т ь ю  
ж и д к о с т и ,  и  в с я  о с т а л ь н а я  о б л а с т ь  д в и ж е н и я  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  в  
к о т о р о й  ж и д к о с т ь  д в и ж е т с я  к а к  и д е а л ь н а я .  С к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д ­
к о с т и  в  д в у х  о б л а с т я х  « с ш и в а ю т с я »  м е ж д у  с о б о й  н а  в н е ш н е й  г р а н и ц е  
п о г р а н и ч н о г о  с л о я .
Р е ж и м  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  з а в и с и т  о т  з н а ч е ­
н и я  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  и  м о ж е т  б ы т ь  л а м и н а р н ы м  и л и  т у р б у л е н т н ы м .  
П р и  л а м и н а р н о м  р е ж и м е  т р а е к т о р и и  д в и ж е н и я  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а ­
с т и ц  ж и д к о с т и  и м е ю т  ф о р м у ,  б л и з к у ю  к  ф о р м е  о б т е к а е м о г о  т е л а .  Л а ­
м и н а р н ы й  п о г р а н и ч н ы й  с л о й  ф о р м и р у е т с я  в  о б л а с т и  п е р е д  о б т е к а е м ы м
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т е л о м .  П р и  т у р б у л е н т н о м  п о г р а н и ч н о м  с л о е  н а  о с р е д н е н н о е  д в и ж е н и е  
н а к л а д ы в а е т с я  п у л ь с а ц и о н н о е  д в и ж е н и е  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц  ж и д ­
к о с т и .
Т у р б у л е н т н ы й  п о г р а н и ч н ы й  с л о й  ф о р м и р у е т с я  в  о б л а с т и  з а  о б т е к а ­
е м ы м  т е л о м  и  н е п о с р е д с т в е н н о  г р а н и ч и т  с  о б щ и м  т у р б у л е н т н ы м  п о т о ­
к о м  ж и д к о с т и  з а  т е л о м .  З н а ч е н и е  к р и т и ч е с к о г о  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а ,  п р и  
к о т о р о м  л а м и н а р н ы й  р е ж и м  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  п е ­
р е х о д и т  в  т у р б у л е н т н ы й ,  з а в и с и т  н е  т о л ь к о  о т  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  и  
в я з к о с т и  ж и д к о с т и ,  н о  и  о т  с т е п е н и  ш е р о х о в а т о с т и  п о в е р х н о с т и  о б т е ­
к а е м о г о  т е л а .
10.2. Уравнения Прандтля
П о с к о л ь к у  п о г р а н и ч н ы й  с л о й  п р е д п о л а г а е т с я  т о н к и м ,  т. е . е г о  т о л щ и н а  
8  з н а ч и т е л ь н о  м е н ь ш е  л и н е й н ы х  р а з м е р о в  о б т е к а е м о г о  т е л а  l, д в и ж е ­
н и е  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п л о с к о е  
д в и ж е н и е .  Р а с с м о т р и м  с т а ц и о н а р н о е  и з о т е р м и ч е с к о е  д в и ж е н и е  в я з к о й  
н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е .  В ы б е р е м  с и с т е м у  к о о р ­
д и н а т  x O y  т а к ,  ч т о  о с ь  x  н а п р а в л е н а  в д о л ь  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  
т е л а .  Т о г д а  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  и  н е р а з р ы в н о с т и  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  
ж и д к о с т и  в н у т р и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  з а п и ш у т с я  в  в и д е
d v x d v x
v x ^  + Vy~o
d x  d y
B v y  d v y
V x x y ^  +  V y ~ ^
d x  d y
1  d p  /  d 2 v x d 2 v x
p d x  +  V V d x 2 +  d y 2
_ !  d i  +  v  V d i  + d  2 v y
p d y  \  d x 2 d y 2
( 1 0 . 1 )
dvx , dvy
---------1------- - =  0 .dx dy
О ц е н и м  п о р я д о к  в е л и ч и н ы  ч л е н о в  у р а в н е н и й  (1 0 .1 )  в  п о г р а н и ч н о м  
с л о е .  О ч е в и д н о ,  с к о р о с т ь  vx в н у т р и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  п о р я д к а  с к о р о ­
с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  v ^ :
v x v ( 1 0 .2 )d v x v ^J<x , r. ~  , .
d x  l
И з  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  о ц е н и м  в е л и ч и н у  п о п е р е ч н о й  с о с т а в ­
л я ю щ е й  с к о р о с т и :
v ю . vy =  о
l + 8 =
8vy ^  v<x у . (10.3)
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П о с к о л ь к у  8  ^  l , т о  и з  п о с л е д н е г о  с о о т н о ш е н и я  с л е д у е т ,  ч т о  v y ^  v x . 
О с т а л ь н ы е  ч л е н ы  у р а в н е н и й  ( 1 0 .1 )  и м е ю т  п о р я д о к





Vy ~ д У
2v
l
д 2Vx v d 2 v x v ^
д х 2 ~  l 2 , д у 2 ~  8 2 '
П о д с т а в л я я  э т и  о ц е н к и  в  у р а в н е н и я  ( 1 0 . 1 ) ,  п о л у ч и м
v ~  +  v ~  ~  _ 1  d p  +  v  ( v ^  +  v ^  \
l +  l ~  p  д х  +  V l 2 +  8 2 7 ,
v 2 >8  , v 2 >8  _  1  д р  , , . ( v ~ 8  , v ~ 8  
l 2 +  l 2 p  д у  +  V l 3 +  l 8 2
(10.4)
П р е ж д е  в с е г о  с р а в н и м  ч л е н ы  в  с к о б к а х  в  п р а в о й  ч а с т и  п е р в о г о  и з  
у р а в н е н и й  ( 1 0 . 1 ):
д2Vx / д 2v x (  8  У
д х  V  ду2 \  l)  ^  '
Т а к  к а к  п е р в ы й  ч л е н  в  с к о б к а х  у р а в н е н и я  (1 0 .1 )  и м е е т  в т о р о й  п о р я д о к  
м а л о с т и  о т н о с и т е л ь н о  в т о р о г о  ч л е н а ,  и м  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .
О т н о ш е н и е  с о о т в е т с т в у ю щ и х  ч л е н о в  в т о р о г о  и  п е р в о г о  у р а в н е н и й
( 1 0 .4 )  и м е е т  п о р я д о к  8/l, з а  и с к л ю ч е н и е м  п е р в ы х  ч л е н о в  в  п р а в ы х  ч а ­
с т я х .  П о э т о м у  в т о р о е  у р а в н е н и е  с в о д и т с я  к  др/ду = 0 , ч т о  с в и д е т е л ь ­
с т в у е т  о  т о м ,  ч т о  д а в л е н и е  п о п е р е к  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  п о с т о я н н о ,  н е  
з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т ы  у . Т о г д а  с и с т е м а  у р а в н е н и й  ( 1 0 . 1 )  п р и м е т  в и д
дvx дvxVx̂  +  v y




1  д р  д 2 v x
p  д х  +  д у 2 ’
д v x  д v y
—  +-------- -- =  0 .
д х  д у
(10.5)
О б о з н а ч и м  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  к о т о р а я  в  о б ­
щ е м  с л у ч а е  м о ж е т  з а в и с е т ь  т о л ь к о  о т  п р о д о л ь н о й  к о о р д и н а т ы  х , ч е р е з  
и .  Р а с с м о т р и м  л и н и ю  т о к а  в д о л ь  в е р х н е й  г р а н и ц ы  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  
М о ж н о  п о л а г а т ь ,  ч т о  э т а  л и н и я  н а х о д и т с я  в  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  и  д л я  
н е е  с п р а в е д л и в о  у р а в н е н и е  Б е р н у л л и :
р  и 2 1  d p  d u
— + —  =  c o n s t ,  =  - и — .
p  2  p d x  d x
( 1 0 .6 )
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У р а в н е н и я  д в и ж е н и я  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  
с л о е  з а п и ш у т с я  в  в и д е
d v x
d x




u —  +  v  
d x
d 2 v x 
d y 2 ,
d v x d v y
—  +-------y  =  0
d x  d y
(10.7)
У р а в н е н и я  ( 1 0 .7 )  н а з ы в а ю т с я  у р а в н е н и я м и  П р а н д т л я  д л я  п о г р а н и ч ­
н о г о  с л о я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  о б  о б т е к а н и и  т е л а  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д ­
к о с т ь ю  р а с п а д а е т с я  н а  д в е  з а д а ч и .  П р е ж д е  в с е г о  н е о б х о д и м о  р а с с м о т ­
р е т ь  о б т е к а н и е  т е л а  и д е а л ь н о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т ь ю .  П р и ч е м  т а к  
к а к  п о г р а н и ч н ы й  с л о й  т о н о к  ( 5  ^  l ) ,  м о ж н о  и  н е  у в е л и ч и в а т ь  р а з м е р  
т е л а  н а  т о л щ и н у  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  а  р а с с м а т р и в а т ь  о б т е к а н и е  р е а л ь ­
н о г о  т е л а .  Е с л и  п е р в а я  з а д а ч а  р е ш е н а ,  т о  и з в е с т н а  с к о р о с т ь  в н е  п о г р а ­
н и ч н о г о  с л о я  u ( x ) .  П о д с т а в л я я  u ( x )  в  у р а в н е н и я  П р а н д т л я  ( 1 0 .7 ) ,  п о с л е  
р е ш е н и я  п о л у ч е н н ы х  у р а в н е н и й  н а й д е м  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  ж и д к о ­
с т и  v x и  v y в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  к а к  ф у н к ц и и  к о о р д и н а т .  Д а л е е  м о ж н о  
в ы ч и с л и т ь  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  т е л о  с о  с т о р о н ы  д в и ж у щ е й с я  ж и д к о ­
с т и .
10.3. Безразмерные уравнения 
Прандтля
П р и в е д е м  у р а в н е н и я  П р а н д т л я  к  б е з р а з м е р н о м у  в и д у . Д л я  э т о г о  в о с ­
п о л ь з у е м с я  с л е д у ю щ и м и  с о о т н о ш е н и я м и  д л я  б е з р а з м е р н ы х  в е л и ч и н  
( о б о з н а ч е н ы  з в е з д о ч к о й ) :
x
v y
lx * ,  у
l У *, vx
v R e
v =~ =  V' 
л/R e
u v = u * ,




( 1 0 .8 )
З д е с ь  l —  х а р а к т е р н ы й  л и н е й н ы й  р а з м е р  о б т е к а е м о г о  т е л а ;  v =  —  х а ­
р а к т е р н а я  с к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а .  П р и н я т ы й  в ы б о р  б е з р а з м е р ­
н ы х  в е л и ч и н  (1 0 .8 )  п о з в о л я е т  и с к л ю ч и т ь  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  и з  б е з р а з ­
м е р н ы х  у р а в н е н и й  П р а н д т л я .
385








---------- 1-------— =  0dx* dy*
u*




+ d 2v x* 
+  d y 2
0 .
(1 0 .9 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  б е з р а з м е р н ы е  у р а в н е н и я  П р а н д т л я  н е  с о д е р ж а т  ч и с ­
л о  Р е й н о л ь д с а .  Н е  с о д е р ж а т  е г о  и  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  н а  о б т е к а е м о й  
п о в е р х н о с т и  (п р и л и п а н и е  и  н е п р о т е к а н и е )  и  н а  в е р х н е й  г р а н и ц е  п о г р а ­
н и ч н о г о  с л о я :
y *  =  0 , v x* =  0 , v y* = 0 ; „
У ’ y* ( 1 0 . 1 0 ) 
y * d, Vx*  u *.
П о э т о м у  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  (1 0 .9 )  т а к ж е  н е  с о д е р ж и т  ч и с л о  Р е й ­
н о л ь д с а .  Б е з р а з м е р н ы е  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  с к о р о с т и  з а в и с я т  т о л ь к о  
о т  б е з р а з м е р н ы х  к о о р д и н а т :
vx* =  f i  ( x * ,y * ) ,  Vy* =  / 2  ( x * , y * ) .  ( 1 0 . 1 1 )
П о с к о л ь к у  ф у н к ц и и  f i  и  / 2 о т  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  н е  з а в и с я т  и  в  
с х о д с т в е н н ы х  т о ч к а х  ( о д и н а к о в ы е  x *  и  y * )  к а ж д а я  и з  э т и х  ф у н к ц и й  
и м е е т  и м е е т  о д н о  и  т о  ж е  з н а ч е н и е  п р и  л ю б о м  ч и с л е  Р е й н о л ь д с а ,  т о  
с о г л а с н о  ( 1 0 .8 )  п р и  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  к а р т и н а  д в и ж е н и я  
ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  п о д в е р г а е т с я  п о д о б н о м у  п р е о б р а з о в а н и ю ,  
п р и  к о т о р о м  п р о д о л ь н ы е  с к о р о с т ь  и  к о о р д и н а т а  о с т а ю т с я  н е и з м е н н ы м и ,  
а  п о п е р е ч н ы е  с к о р о с т ь  и  к о о р д и н а т а  у м е н ь ш а ю т с я  в  л/ R e  р а з .
В е л и ч и н а  б е з р а з м е р н о й  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т ы  н е  з а в и с и т  о т  ч и с л а  
Р е й н о л ь д с а  и  в  п р е д е л а х  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  д о л ж н а  б ы т ь  п о р я д к а  е д и ­
н и ц ы  (y* ~  1 ) . П о э т о м у  и з  с о о т н о ш е н и й  (1 0 .8 )  п р и  y  =  d м о ж н о  о ц е н и т ь  
п о р я д о к  т о л щ и н ы  п о г р а н и ч н о г о  с л о я :
y  ~  d, d ~  , ( 1 0 . 1 2
V  R e
т. е . т о л щ и н а  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  у м е н ь ш а е т с я  с  у в е л и ч е н и е м  ч и с л а  Р е й ­
н о л ь д с а  к а к  R e - 1 /2 .
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10.4. Обтекание полубесконечной 
пластины
В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  с т а ц и о н а р н о е  о б т е к а н и е  в я з к о й  н е с ж и ­
м а е м о й  ж и д к о с т ь ю  п о л у б е с к о н е ч н о й  т о н к о й  п л а с т и н к и .
П у с т ь  п л а с т и н к а  р а с п о л о ж е н а  в д о л ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а .  Р е ш е н и е  
п е р в о й  ч а с т и  з а д а ч и  н а м  и з в е с т н о .  П р и  о б т е к а н и и  т о н к о й  п л а с т и н к и  
п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  п о т о к о м  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  о н а  в о о б щ е  н е  о к а ­
з ы в а е т  н и к а к о г о  в л и я н и я  н а  н а б е г а ю щ и й  п о т о к ,  т. е . о д н о р о д н ы й  п о ­
т о к  о с т а е т с я  о д н о р о д н ы м  п е р е д  п л а с т и н к о й  и  н а д  н е й  в н е  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я .
Н а ч а л о  д е к а р т о в о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  с о в м е с т и м  с  п е р е д н е й  к р о м ­
к о й  п л а с т и н ы ,  а  о с ь  x  н а п р а в и м  в д о л ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  (р и с .  1 0 . 1 ).
А У
Р и с .  1 0 .1
Т о г д а
и  =  Уж =  c o n s t ,
Д л я  о п р е д е л е н и я  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  
в о с п о л ь з у е м с я  у р а в н е н и я м и  П р а н д т л я :
d u
d x
ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е
d v x d v x  d  2 v x
Vx ~ d X  +  Vy ~ д У  =
d v x  , d v y
+  = 0 .
d x  d y
( 1 0 .1 3 )
Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  н а  п о в е р х н о с т и  п л а с т и н к и  ( у с л о в и я  п р и л и п а н и я  
и  н е п р о т е к а н и я )  и  н а  в н е ш н е й  г р а н и ц е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  т а к о в ы :
у  =  0 , x  >  0 , vx  =  0 , Vy  =  0 ;
у  d, Vx vrx>.
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И з  (1 0 .1 1 )  с л е д у е т ,  ч т о  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  (1 0 .1 3 )  д л я  б е з р а з м е р н ы х  
к о м п о н е н т  в е к т о р а  с к о р о с т и  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к и м  о б р а з о м :
v x*
v x
V f 1 ( x * j y * ) j v y* / R e v f 2 ( x * j У* ) .
В  с и л у  б е с к о н е ч н о с т и  п л а с т и н к и  р е ш е н и е  н е  д о л ж н о  з а в и с е т ь  о т  
х а р а к т е р н о г о  р а з м е р а  l. Э т о  з н а ч и т ,  ч т о  ф у н к ц и и  f 1 и  f 2 д о л ж н ы  з а в и ­
с е т ь  о т  т а к и х  к о м б и н а ц и й  x *  и  у * , к о т о р ы е  н е  с о д е р ж а л и  б ы  р а з м е р  l. 
Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  т а к о й  к о м б и н а ц и е й  я в л я е т с я
— у , / ^ .  ( 1 0 .1 4 )
/ x * l̂ Jx/l V v x
Т о ч н о  т а к  ж е  д о л ж е н  о т с у т с т в о в а т ь  р а з м е р  l и  в  о п р е д е л е н и и  vy. 
Э т о г о  м о ж н о  д о б и т ь с я ,  н е с к о л ь к о  и з м е н и в  м н о ж и т е л ь  п е р е д  ф у н к ц и е й  
f 2 с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
v
V R e x, f2 (x* jy* )vy
v v ^
x
f 2 ( x * j y *) .
С л е д о в а т е л ь н о ,  и с к о м ы е  ф у н к ц и и  д о л ж н ы  и м е т ь  в и д
v x =  v ^ f i У\  —v x
v y =
vv̂  v
-------- f 2 У\  —
x  v x
(1 0 .1 5 )
П р и  п о м о щ и  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  м о ж н о  в ы р а з и т ь  f 1 ч е р е з  
f 2 и л и  н а о б о р о т .  Т о г д а ,  и с п о л ь з у я  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  П р а н д т л я ,  п о ­
л у ч и м  н е л и н е й н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  в т о р о г о  п о р я д к а  д л я  
н е и з в е с т н о й  ф у н к ц и и  f 1 и л и  f 2 . П о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е  с  и с п о л ь з о в а н и ­
е м  в ы ш е п р и в е д е н н ы х  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  м о ж е т  б ы т ь  р е ш е н о  т о л ь к о  
ч и с л е н н о .
Д и ф ф е р е н ц и р у я  v x п о  к о о р д и н а т е  у  и  у м н о ж а я  н а  к о э ф ф и ц и е н т  в я з ­
к о с т и ,  д л я  к а с а т е л ь н о г о  н а п р я ж е н и я  н а  п о в е р х н о с т и  п л а с т и н к и  п о л у ­
ч и м
Pxy   П<9v*
д У y= 0
n v ~ y / —  f 1 =  k V
у n x  y= 0  V x
n p v 3 > (1 0 .1 6 )
К о э ф ф и ц и е н т  k  — f l  
П р а н д т л я  и  р а в е н  k  —
о п р е д е л е н  и з  ч и с л е н н о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я
y= 0
0 ,3 3 2 .
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И н т е г р и р у я  в д о л ь  п л а с т и н к и  п о  x  о т  0  д о  l ,  п о л у ч и м  с и л у , д е й с т в у ­
ю щ у ю  н а  о б е  с т о р о н ы  п л а с т и н к и  е д и н и ч н о й  ш и р и н ы :
i
F  =  2  J  P Xy d x  =  1 , 3 2 8 .  ( 1 0 .1 7 )
о
Т о л щ и н у  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  5  м о ж н о  о ц е н и т ь  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  
Н а  в е р х н е й  г р а н и ц е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  у  =  5 , a  v x  ~  v . Т о г д а  ф у н к ц и я  
f i  д о л ж н а  б ы т ь  п о р я д к а  е д и н и ц ы . Э т о ,  в  с в о ю  о ч е р е д ь ,  б у д е т  т о г д а ,  к о ­
г д а  б е з р а з м е р н ы й  а р г у м е н т  ф у н к ц и и  f  б у д е т  р а в е н  н е к о т о р о м у  ч и с л у ,  
п о с т о я н н о м у  в д о л ь  в с е г о  п о г р а н и ч н о г о  с л о я :
5 c o n s t , 5 c o n s t (1 0 .1 8 )
И з  (1 0 .1 8 )  в и д н о ,  ч т о  т о л щ и н а  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  р а с т е т  в д о л ь  п л а ­
с т и н к и  п р о п о р ц и о н а л ь н о  к о р н ю  к в а д р а т н о м у  и з  р а с с т о я н и я  о т  п е р е д ­
н е й  к р о м к и  п л а с т и н к и .
М о ж н о  о ц е н и т ь  т о л щ и н у  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  и  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  
С о г л а с н о  ( 1 0 . 1 2 ) ,  и м е е м
5
О д н а к о  д л я  п о л у б е с к о н е ч н о й  п л а с т и н к и  э т о  в ы р а ж е н и е  н е  д о л ж н о  с о ­
д е р ж а т ь  х а р а к т е р н о й  д л и н ы  l . Э т о  в о з м о ж н о  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  у м н о ­
ж и м  п р а в у ю  ч а с т ь  п о с л е д н е г о  в ы р а ж е н и я  н а  б е з р а з м е р н у ю  к о о р д и н а т у
г l-Jx* ly/xjl I vx
5 ~  .—  =  — . ; 5 =  c o n s t  W — .
v R e  y v M l / v  V v ^
10.4.1. Толщина вытеснения
В о о б щ е  т о л щ и н а  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  —  в е л и ч и н а  н е о п р е д е л е н н а я .  С к о ­
р о с т ь  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  п л а в н о  п е р е х о д и т  в  с к о р о с т ь  в н е  
п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  Н и к а к о й  р е з к о й  г р а н и ц ы  м е ж д у  д в у м я  о б л а с т я м и  
д в и ж е н и я  в  д е й с т в и т е л ь н о с т и ,  к о н е ч н о ,  н е  с у щ е с т в у е т .  Д л я  о п р е д е л е н ­
н о с т и  п р и  с р а в н е н и и  р е з у л ь т а т о в  р а з л и ч н ы х  р а с ч е т о в  п о л ь з у ю т с я  п о ­
н я т и е м  т о л щ и н ы  в ы т е с н е н и я ,  5*.
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У А
О п р е д е л е н и е  т о л щ и н ы  в ы т е с н е н и я  о ч е ­
в и д н о  и з  р и с .  1 0 .2 . П р и р а в н и в а я  п л о щ а д ь  
8^иж  и  п л о щ а д ь ,  з а к л ю ч е н н у ю  м е ж д у  а с и м п ­




/ < " '
ж  -  Vx) d y .  ( 1 0 .1 9 )
0
Р и с .  1 0 .2
С о г л а с н о  в ы р а ж е н и ю  ( 1 0 .1 9 ) ,  п р о и з в е д е ­
н и е  8 ^ ж  х а р а к т е р и з у е т  у м е н ь ш е н и е  о б ъ е м н о ­
г о  р а с х о д а  з а  с ч е т  т о р м о ж е н и я  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е .
В  з а д а ч е  о б т е к а н и я  п о л у б е с к о н е ч н о й  п л а с т и н ы  п о т о к о м  в я з к о й  
н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в  р е з у л ь т а т е  ч и с л е н н о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  
д в и ж е н и я  П р а н д т л я  д л я  т о л щ и н ы  в ы т е с н е н и я  п о л у ч е н о
10.4.2. Разгонный участок
Н а  о с н о в е  п р е д с т а в л е н и й  о  п о г р а н и ч н о м  с л о е  м о ж н о  о ц е н и т ь  д л и н у  
р а з г о н н о г о  у ч а с т к а  в  т р у б е  д и а м е т р о м  d .
П у с т ь  и з  н е к о т о р о г о  р е з е р в у а р а  ж и д к о с т ь  п о с т у п а е т  в  т р у б у ,  и м е я  
н а  в х о д е  п о ч т и  о д н о р о д н о е  п о  с е ч е н и ю  т р у б ы  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т е й .  
П о  м е р е  п р о д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в д о л ь  т р у б ы  п р о ф и л ь  с к о р о с т и  с т а н о ­
в и т с я  в с е  б о л е е  в ы т я н у т ы м  и  н а к о н е ц ,  п о с л е  п р о х о ж д е н и я  н е к о т о р о г о  
у ч а с т к а  т р у б ы  д л и н о й  L p , п р и о б р е т а е т  п а р а б о л и ч е с к у ю  ф о р м у ,  с о о т ­
в е т с т в у ю щ у ю  т о ч н о м у  р е ш е н и ю  з а д а ч и  о б  у с т а н о в и в ш е м с я  л а м и н а р ­
н о м  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  в  т р у б е  (р и с .  1 0 .3 ) .  М ы  м о ж е м  р а с с м а т р и в а т ь  
т а к у ю  з а д а ч у  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .
О ч е в и д н о ,  в  н а ч а л е  т р у б ы  н а  е е  с т е н к е  о б р а з у е т с я  п о г р а н и ч н ы й  
с л о й ,  т о г д а  к а к  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  ж и д к о с т ь  д в и ж е т с я  с  о д и н а к о в о й  
с к о р о с т ь ю .  П о  м е р е  п р о д в и ж е н и я  в д о л ь  т р у б ы  т о л щ и н а  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я  р а с т е т ,  и  п о с л е  т о г о  к а к  о н а  с т а н е т  п р и б л и з и т е л ь н о  р а в н о й  р а д и у с у  
т р у б ы ,  м о ж н о  п о л а г а т ь ,  ч т о  п р о ф и л ь  с к о р о с т и  б у д е т  п а р а б о л и ч е с к и м .
(1 0 .2 0 )
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Р и с .  1 0 .3












1 2 , 0 v
R e
1 2 , 0
d;
( 1 0 .2 1 )
г д е  v  —  с р е д н я я  п о  с е ч е н и ю  т р у б ы  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и .
Т а к ,  п р и  ч и с л е  Р е й н о л ь д с а ,  р а в н о м  6 0 0 , р а з г о н н ы й  у ч а с т о к  р а в е н  
5 0  d . Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  л и ш ь  п о с л е  п р о х о ж д е н и я  в д о л ь  т р у б ы  р а с с т о я ­
н и я , р а в н о г о  п я т и д е с я т и  д и а м е т р а м ,  д в и ж е н и е  в  т р у б е  б у д е т  п о д ч и н я т ь ­
с я  т е о р е т и ч е с к и м  ф о р м у л а м ,  п о л у ч е н н ы м  д л я  л а м и н а р н о г о  д в и ж е н и я  
в  б е с к о н е ч н о й  т р у б е .
А н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  о  д л и н е  р а з г о н н о г о  у ч а с т к а  п р и в о ­
д и т  к  с л е д у ю щ е м у  р е з у л ь т а т у :
L p  =  0 ,0 3 5  R e  d.
Т а к  ч т о  п р и  R e  =  6 0 0  д л и н а  р а з г о н н о г о  у ч а с т к а  р а в н а  21  d.
10.5. Интегральное соотношение 
Кармана
Р е ш е н и е  з а д а ч  л а м и н а р н о г о  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  с о п р я ж е н о  с  о п р е д е л е н ­
н ы м и  в ы ч и с л и т е л ь н ы м и  т р у д н о с т я м и  д а ж е  д л я  п р о с т е й ш и х  с л у ч а е в ,  
к о г д а  и з в е с т н а  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  
М ы  у б е д и л и с ь  в  э т о м  п р и  о п и с а н и и  о б т е к а н и я  п о л у б е с к о н е ч н о й  т о н к о й  
п л а с т и н к и ,  к о г д а  р е з у л ь т а т  у д а л о с ь  п о л у ч и т ь  т о л ь к о  ч и с л е н н ы м  р е ш е ­
н и е м  н е л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  П р а н д т л я .  П о э т о м у  я в л я е т с я  а к т у а л ь н ы м
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п о и с к  э ф ф е к т и в н ы х  п р и б л и ж е н н ы х  м е т о д о в  о п и с а н и я  л а м и н а р н о г о  п о ­
г р а н и ч н о г о  с л о я  и  д а л е е  о п р е д е л е н и я  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я ,  д е й с т в у ю ­
щ е й  н а  д в и ж у щ и е с я  в  ж и д к о с т и  т е л а .
П е р в ы й  п р и б л и ж е н н ы й  м е т о д  р а с ч е т а  л а м и н а р н о г о  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я  б ы л  р а з р а б о т а н  Т . К а р м а н о м  в  1 9 2 1  г. Б ы л о  п р е д л о ж е н о  п р о и н ­
т е г р и р о в а т ь  у р а в н е н и я  П р а н д т л я  п о  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т е  п о г р а н и ч ­
н о г о  с л о я .  Д а л е е  з а м е н и т ь  и с т и н н ы й  п р о ф и л ь  п р о д о л ь н о й  с к о р о с т и  в  
п о г р а н и ч н о м  с л о е  н е к о т о р ы м  а п п р о к с и м и р у ю щ и м  в ы р а ж е н и е м ,  к о т о ­
р о е  у д о в л е т в о р я е т  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м .  Э т о т  ш а г  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  н е п о с р е д с т в е н н о  д л я  т о л щ и н ы  п о г р а н и ч ­
н о г о  с л о я .
Р а с с м о т р и м  м е т о д  К а р м а н а  п о д р о б н е е .  Н а п о м н и м ,  ч т о  л а м и н а р н о е  
д в и ж е н и е  в я з к о й  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  о п и с ы в а е т с я  у р а в н е н и ­
я м и  П р а н д т л я  (1 0 .7 ) :
dvx dvx du 82vx
vx Х Х  +  V yx y  =  u d X  +  v  w  ■
dvx dvy— +-------- = 0dx dy ( 1 0 .2 2 )
П р о и н т е г р и р у е м  э т и  у р а в н е н и я  п о  т о л щ и н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  в  
п р е д е л а х  о т  0  д о  5 ( x )  с  у ч е т о м  з а в и с и м о с т и  т о л щ и н ы  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я  5  о т  п р о д о л ь н о й  к о о р д и н а т ы  х .  П р и  э т о м  в о с п о л ь з у е м с я  с л е д у ю ­
щ е й  ф о р м у л о й  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  и н т е г р а л а  с  п е р е м е н н ы м и  п р е д е л а ­
м и :
b(x) b(x)
д  f  f  д  f  d b  d a
- J  f ( x , y ) d y  =  J  d X d y  +  f (x , b ) d x  -  f ( x , a )  Tx -  (10-23)
a(x) a(x)
П р о в е д е м  и н т е г р и р о в а н и е  п о ч л е н н о .  Д л я  п е р в о г о  ч л е н а  л е в о й  ч а с т и  
у р а в н е н и я  ( 1 0 . 2 2 ) и м е е м
г <5




Интегрирование второго члена левой части (10.22) дает
dvx
Vy ~Qydy = VxVys -  !  v x d y  dy =0 J dy
s
dvx




( 1 0 .2 5 )
=  v x (x,s)vy ( x , ^ ) +  2 dx f  vx dy- 1  v x ( x , ^ ) d X .
s s
З д е с ь  м ы  в о с п о л ь з о в а л и с ь  у р а в н е н и е м  н е р а з р ы в н о с т и  и  т е м ,  ч т о  н а  
г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и  (п р и  у  =  0 ) в  с о о т в е т с т в и и  с  у с л о в и я м и  п р и ­
л и п а н и я  и  н е п р о т е к а н и я  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  с к о р о с т и  д о л ж н ы  б ы т ь  
р а в н ы  н у л ю .
П р о и н т е г р и р у е м  п о  у  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и :
s s
/  ^ V x d y  =  -  /  ^Vy d yJ dx J dy
0 0
s
v y M ) =  -  d x / v x d y + v xM ) d x .
(1 0 .2 6 )
П о д с т а в л я я  (1 0 .2 6 )  в  в ы р а ж е н и е  ( 1 0 .2 5 ) ,  п о л у ч и м
s s




1  d  f  2 1  2 dS
+ 2 d x  Vx  d y  + 2 v * ( x ’ i )  d X '
(1 0 .2 7 )
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Интегрирование остальных членов уравнения Прандтля очевидно:
В  п е р в о м  с о о т н о ш е н и и  у ч т е н о ,  ч т о  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  в н е  п о г р а н и ч н о ­
г о  с л о я  н е  з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т ы  у .  В о  в т о р о м  с о о т н о ш е н и и  п р е д п о л а ­
г а е т с я ,  ч т о  п р о ф и л ь  п р о д о л ь н о й  с к о р о с т и  v x в  з а в и с и м о с т и  о т  к о о р д и ­
н а т ы  у  п л а в н о  п е р е х о д и т  п р и  у  =  8  в  с к о р о с т ь  и  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  
т а к ,  ч т о  п р о и з в о д н а я  о т  v x п о  у  п р и  у  =  8  р а в н а  н у л ю .
П р и н и м а я  в о  в н и м а н и е ,  ч т о  н а  в е р х н е й  г р а н и ц е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  
v x ( x ,  8 ) =  u ( x ) ,  и  п о д с т а в л я я  п о л у ч е н н ы е  с о о т н о ш е н и я  в  у р а в н е н и е  
П р а н д т л я ,  п о л у ч и м  и н т е г р а л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  К а р м а н а  д л я  л а м и н а р ­
н о г о  д в и ж е н и я  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е :
И н т е г р а л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  К а р м а н а  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н о  п р и  
р е ш е н и и  з а д а ч  о  д в и ж е н и и  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в  п о г р а ­
н и ч н о м  с л о е  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  К а к  и  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  у р а в н е н и й  
П р а н д т л я ,  п р е ж д е  в с е г о  н е о б х о д и м о  р е ш и т ь  з а д а ч у  о б  о б т е к а н и и  р а с ­
с м а т р и в а е м о г о  т е л а  н е с ж и м а е м о й  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т ь ю .  В  р е з у л ь т а ­
т е  э т о г о  р е ш е н и я  о п р е д е л я е т с я  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в н е  п о ­
г р а н и ч н о г о  с л о я  u ( x ) .  Д а л е е  п р е д с т а в и т ь  п р и б л и ж е н н о е  в ы р а ж е н и е  
д л я  п р о д о л ь н о й  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  v x , 
к о т о р о е  у д о в л е т в о р я е т  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м .  Е с л и  т е п е р ь  п о д с т а в и т ь  
а п п р о к с и м а ц и ю  v x в  и н т е г р а л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  К а р м а н а ,  т о  п о л у ч и м  
н е к о т о р о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л ь н о  т о л щ и н ы  п о г р а ­
н и ч н о г о  с л о я  8 . Р е ш а я  э т о  у р а в н е н и е ,  н а х о д и м  8 ( x ) .  П о д с т а в л я я  н а й ­
д е н н у ю  ф у н к ц и ю  8 ( x )  в  а п п р о к с и м и р у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  п р о д о л ь н о й  
с к о р о с т и ,  п о л у ч и м  о к о н ч а т е л ь н о е  в ы р а ж е н и е  д л я  v x . И ,  н а к о н е ц ,  д и ф ­
ф е р е н ц и р у я  v x п о  п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т е ,  п о л у ч и м  н а п р я ж е н и е  т р е н и я ,  
а  п о с л е  и н т е г р и р о в а н и я  п о  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а  н а й д е м  д е й ­







10.6. Обтекание полубесконечной 
пластины
П р о и л л ю с т р и р у е м  в ы ш е о п и с а н н ы й  а л г о р и т м  н а  з а д а ч е  о б т е к а н и я  п л о с ­
к о й  п о л у б е с к о н е ч н о й  п л а с т и н к и  п о т о к о м  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о ­
с т и  (р и с .  1 0 .1 ) .  Р е ш е н и е  э т о й  з а д а ч и  с  и с п о л ь з о в а н и е м  ч и с л е н н о г о  и н ­
т е г р и р о в а н и я  у р а в н е н и й  П р а н д т л я  о п и с а н о  в ы ш е .
К а к  и  р а н е е ,  п р и н и м а е м  н е з а в и с и м о с т ь  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о ­
с т и  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  о т  к о о р д и н а т :
d u
u  =  Уж =  c o n s t ,  —  =  0 .
d x
Б у д е м  а п п р о к с и м и р о в а т ь  п р о д о л ь н у ю  с к о р о с т ь  v x  п о л и н о м о м  т р е ­
т ь е й  с т е п е н и  п о  п е р е м е н н о й  у :
Vx =  « о  +  а г у  +  а 2 у 2 +  а з у 3 . ( 1 0 .3 0 )
Н е и з в е с т н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  а^ д о л ж н ы  б ы т ь  н а й д е н ы  и з  г р а н и ч ­
н ы х  у с л о в и й  и  б у д у т  з а в и с е т ь  о т  т о л щ и н ы  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  5  к а к  о т  
п а р а м е т р а .  П р и м е м  с л е д у ю щ и е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я :
У =  0 ,  
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Р а в е н с т в о  н у л ю  п е р в о й  п р о и з в о д н о й  с к о р о с т и  п р и н и м а е т с я  и с х о д я  
и з  п р е д п о л о ж е н и я ,  ч т о  с к о р о с т ь  v x п л а в н о  п е р е х о д и т  в  v ^  н а  в н е ш н е й  
г р а н и ц е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  Р а в е н с т в о  н у л ю  в т о р о й  п р о и з в о д н о й  с к о ­
р о с т и  с л е д у е т  и з  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  П р а н д т л я ,  т а к  к а к  п р и  у  =  0  
в с е  е г о  ч л е н ы  д л я  п л о с к о й  п л а с т и н к и  р а в н ы  н у л ю , а  с л е д о в а т е л ь н о ,  
р а в е н  н у л ю  и  ч л е н ,  с о д е р ж а щ и й  в т о р у ю  п р о и з в о д н у ю  с к о р о с т и  v x п о  
к о о р д и н а т е  у .
И з  п е р в о г о  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  с л е д у е т  а 0 =  0 . И з  ч е т в е р т о г о  у с л о ­
в и я  с л е д у е т  а 2 =  0 . В т о р о е  и  т р е т ь е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  п р и в о д я т  к  
а л г е б р а и ч е с к и м  у р а в н е н и я м  д л я  к о э ф ф и ц и е н т о в  а г и  а 3 :
v<x =  аг5 +  а353, 0 =  аг + 3  а352. (10.31)
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О т с ю д а  н а х о д и м
3  V со Vo
a i  =  2  2 S ’ Й 3  =  -  2 0 '
Т о г д а  д л я  с к о р о с т и  v x  п о л у ч и м
Vx 1
2  Vo




( 1 0 .3 2 )
П о д с т а в и м  (1 0 .3 2 )  в  с о о т н о ш е н и е  К а р м а н а  ( 1 0 .2 9 ) .  П о с л е  и н т е г р и ­
р о в а н и я  п о  у  п о л у ч и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  д л я  т о л щ и н ы  п о ­
г р а н и ч н о г о  с л о я  S:
13 dS  v
1 4 0  о d x  S
О б щ е е  р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  и м е е т  в и д
(1 0 .3 3 )
S2
2 8 0  v
1 3  Vo
X +  С.
П о с т о я н н у ю  и н т е г р и р о в а н и я  c  с л е д у е т  п о л о ж и т ь  р а в н о й  н у л ю ,  т а к  к а к  
S =  0 п р и  x  =  0 . Т о г д а  и м е е м
S 4 ,6 4 л /—
V
( 1 0 .3 4 )
Н а й д е м  с и л у  в я з к о г о  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  
п л а с т и н к и :
xy d v x
y= 0
3 1
2  nVo  S
0 ’ 3 2 4
PnVlo
x
(1 0 .3 5 )
Н а п о м н и м ,  ч т о  и з  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  П р а н д т л я  ч и с л о в о й  к о э ф ф и ­
ц и е н т  р а в е н  0 ’ 3 3 2 .
И н т е г р и р у я  (1 0 .3 5 )  в д о л ь  д л и н ы  п л а с т и н к и  п о  ф о р м у л е  ( 1 0 .1 7 ) ,  н а й ­
д е м  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  н а  о б е  с т о р о н ы  п л а с т и н к и  е д и н и ч н о й  ш и р и н ы  
д л и н о й  I:
F  =  1 , 2 9 6 V p n l V 0 . (1 0 .3 6 )
В  р е ш е н и и  у р а в н е н и й  П р а н д т л я  ч и с л о в о й  к о э ф ф и ц и е н т  р а в е н  1 ,3 2 8 .
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Н а й д е м  т о л щ и н у  в ы т е с н е н и я :
д*
s
—  (Уж  -  V x ) d y  =  -  д.
8
о
П о д с т а в л я я  с ю д а  в ы р а ж е н и е  д и з  ( 1 0 .3 4 ) ,  п о л у ч и м
д* =  1 ,7 4  — . (1 0 .3 7 )
Уж
Ч и с л е н н о е  р е ш е н и е  д а е т  к о э ф ф и ц и е н т  1 ,7 2 .
Т а к и м  о б р а з о м ,  и н т е г р а л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  К а р м а н а  и  п р е д л о ж е н ­
н ы й  и м  а л г о р и т м  п о з в о л я ю т  д о в о л ь н о  п р о с т о  п о л у ч и т ь  р е ш е н и е  п о с т а в ­
л е н н о й  з а д а ч и ,  к о т о р о е  у д о в л е т в о р и т е л ь н о  с о г л а с у е т с я  с  е е  ч и с л е н н ы м  
р е ш е н и е м .
10.7. Отрыв пограничного слоя
И з  о п ы т а  и з в е с т н о ,  ч т о  п р и  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  п р о и с х о д и т  
о т р ы в  п о т о к а  ж и д к о с т и  о т  п о в е р х н о с т и  в ы п у к л о г о  о б т е к а е м о г о  т е л а  и  
о б р а з о в а н и е  з о н ы  в и х р е в о г о  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  з а  к о р м о й  т е л а , 
ч т о  п р и в о д и т  к  р е з к о м у  в о з р а с т а н и ю  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я .  С  ф и з и ч е ­
с к о й  т о ч к и  з р е н и я  э т о  я в л е н и е  м о ж н о  о б ъ я с н и т ь  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .
Р а с с м о т р и м  о б т е к а н и е  н е к о т о р о г о  в ы п у к л о г о  т е л а .  Н а и б о л ь ш е е  п о  
п л о щ а д и  с е ч е н и е  т е л а  п л о с к о с т ь ю ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  н а б е г а ю щ е м у  п о ­
т о к у ,  н а з ы в а е т с я  м и д е л е в ы м  с е ч е н и е м .
В ы б е р е м  л и н и ю  т о к а ,  п р и л е г а ю щ у ю  к  в е р х н е й  г р а н и ц е  п о г р а н и ч н о ­
г о  с л о я  (р и с .  1 0 .4 ) .  М о ж н о  п о л а г а т ь ,  ч т о  о н а  п р о х о д и т  в  о б л а с т и ,  г д е  
ж и д к о с т ь  м о ж н о  с ч и т а т ь  и д е а л ь н о й ,  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  в д о л ь  э т о й  л и ­
н и и  т о к а  с п р а в е д л и в о  у р а в н е н и е  Б е р н у л л и .
О п и р а я с ь  н а  т о ч н ы е  р е ш е н и я  у р а в н е ­
н и й  Н а в ь е  —  С т о к с а ,  м о ж н о  у т в е р ж д а т ь ,  
ч т о  д о  м и д е л е в а  с е ч е н и я  с к о р о с т ь  д в и ­
ж е н и я  ж и д к о с т и  в о з р а с т а е т  в н и з  п о  т е ­
ч е н и ю  о т  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  
д о  н е к о т о р о й  м а к с и м а л ь н о й  с к о р о с т и  в
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м и д е л е в о м  с е ч е н и и .  С л е д о в а т е л ь н о ,  с о г л а с н о  у р а в н е н и ю  Б е р н у л л и ,  д а в ­
л е н и е  п р и  э т о м  у м е н ь ш а е т с я  о т  д а в л е н и я  в  н а б е г а ю щ е м  п о т о к е  д о  м и ­
н и м а л ь н о г о  д а в л е н и я  в  м и д е л е в о м  с е ч е н и и .  П о с л е  м и д е л е в а  с е ч е н и я  
к а р т и н а  и з м е н я е т с я  н а  о б р а т н у ю :  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  в н и з  п о  т е ч е н и ю  
п а д а е т ,  а  д а в л е н и е  в о з р а с т а е т .  П о с к о л ь к у  д а в л е н и е  п о п е р е к  п о г р а н и ч ­
н о г о  с л о я  н е  и з м е н я е т с я  и  о п р е д е л я е т с я  д а в л е н и е м  н а  е г о  в н е ш н е й  г р а ­
н и ц е , т о  и  в н у т р и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  д а в л е н и е  п о с л е  м и д е л е в а  с е ч е н и я  
б у д е т  в о з р а с т а т ь  в н и з  п о  п о т о к у .
Т а к и м  о б р а з о м ,  ж и д к о с т ь  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  з а  м и д е л е в ы м  с е ч е ­
н и е м  т о р м о з и т с я  н е  т о л ь к о  в с л е д с т в и е  е е  в я з к о с т и ,  н о  и  в с л е д с т в и е  
п р о т и в о д а в л е н и я ,  п р е п я т с т в у ю щ е г о  е е  д в и ж е н и ю .  В  р е з у л ь т а т е  м о ж е т  
о к а з а т ь с я ,  ч т о  в  н е к о т о р о й  т о ч к е  п о в е р х н о с т и  т е л а  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  
ж и д к о с т и  в н у т р и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  о к а ж е т с я  р а в н о й  н у л ю  н е  т о л ь к о  
н а  п о в е р х н о с т и  т е л а ,  н о  и  в  б л и з к и х  к  п о в е р х н о с т и  т е л а  у ч а с т к а х  ж и д ­
к о с т и  (р и с .  1 0 .5 ) .  Б о л е е  т о г о ,  в  т о ч к а х ,  л е ж а щ и х  е щ е  н и ж е  п о  п о т о к у ,  
ж и д к о с т ь  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  м о ж е т  д в и г а т ь с я  н а в с т р е ч у  д в и ж е н и ю  
ж и д к о с т и  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .
Н а  р и с .  1 0 .5  п о к а з а н ы  п р и б л и з и т е л ь ­
н ы е  р а с п р е д е л е н и я  с к о р о с т е й  в н у т р и  п о ­
г р а н и ч н о г о  с л о я  з а  м и д е л е в ы м  с е ч е н и е м . 
Я с н о ,  ч т о  т а к о е  в с т р е ч н о е  д в и ж е н и е  с т и ­
м у л и р у е т  о б р а з о в а н и е  з а в и х р е н н о с т и  п о ­
т о к а  в  к о р м о в о й  ч а с т и  т е л а .  П о г р а н и ч ­
н ы й  с л о й  к а к  б ы  п о д м ы в а е т с я  в с т р е ч н ы -
Р и с .  1 0 .5
м и  д в и ж е н и я м и  и  о т р ы в а е т с я  о т  п о в е р х ­
н о с т и  т е л а  в  в и д е  к р у п н ы х  н е р е г у л я р н ы х  в и х р е й ,  о б р а з у я  т а к  н а з ы ­
в а е м ы й  с п у т н ы й  п о т о к  ж и д к о с т и .  Э т о  п р и в о д и т  к  р е з к о м у  у в е л и ч е н и ю  
с о п р о т и в л е н и я  т е л а .  О ч е в и д н о ,  с  м а т е м а т и ч е с к о й  т о ч к и  з р е н и я  в о з м о ж ­
н ы й  о т р ы в  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  п р о и з о й д е т  н е  р а н ь ш е ,  ч е м  б у д е т  р а в н а  
н у л ю  п р о и з в о д н а я  ( d v x / d y )  п р и  у  =  0  ( т о ч к а  A  н а  р и с .  1 0 .5 ) .  Т о л ь к о  в  
о б л а с т и  н и ж е  п о  п о т о к у  о т н о с и т е л ь н о  т о ч к и  A ,  в  к о т о р о й  ( d v x / d y )  =  0 , 
м о ж е т  с у щ е с т в о в а т ь  в с т р е ч н о е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е ,  
а  с л е д о в а т е л ь н о ,  и  о т р ы в  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  у м е н ь ш е н и я  с о п р о т и в л е н и я  о б т е к а е м ы х  т е л  
н е о б х о д и м о ,  е с л и  э т о  в о з м о ж н о ,  и л и  п р е д о т в р а т и т ь  о т р ы в  п о г р а н и ч н о ­
г о  с л о я ,  и л и , е с л и  э т о  н е в о з м о ж н о ,  с т р е м и т ь с я  к  т о м у ,  ч т о б ы  е г о  о т р ы в  
п р о и з о ш е л  к а к  м о ж н о  б л и ж е  к  з а д н е й  к р о м к е  о б т е к а е м о г о  т е л а . В  п о ­
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с л е д н е м  с л у ч а е  р а з м е р  о б л а с т и  с п у т н о г о  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  б у д е т  
м е н ь ш е ,  а  с л е д о в а т е л ь н о ,  б у д е т  м е н ь ш е  и  с о п р о т и в л е н и е  т е л а . П о э т о м у  
х о р о ш о  о б т е к а е м ы е  т е л а  д о л ж н ы  и м е т ь  к а п л е в и д н у ю  ф о р м у  с  п л а в н о й ,  
п о с т е п е н н о  с у ж а ю щ е й с я  к о р м о в о й  ч а с т ь ю .  П о в е р х н о с т и  х о р о ш о  о б т е ­
к а е м ы х  т е л  д о л ж н ы  б ы т ь  г л а д к и м и ,  л и ш е н н ы м и  д а ж е  н е з н а ч и т е л ь н ы х  
в ы с т у п о в  и  ш е р о х о в а т о с т е й .  Т а к у ю  ф о р м у  и м е ю т  п р о ф и л и  к р ы л ь е в  и  
ф ю з е л я ж е й  с о в р е м е н н ы х  д о з в у к о в ы х  с а м о л е т о в .
И н о г д а  д л я  п р е д о т в р а щ е н и я  о т р ы в а  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  в п е р е д и  
к р ы л а  с т а в я т  п р е д к р ы л к и ,  в  к о т о р ы х  в о з д у х  р а з г о н я е т с я  и  « п р о д у в а е т »  
п о г р а н и ч н ы й  с л о й  д о  к о н ц а  п р о ф и л я .
О д н и м  и з  с п о с о б о в  п р е д о т в р а щ е н и я  о т р ы в а  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  я в ­
л я е т с я  о т с о с  в о з д у х а  в н у т р ь  о б т е к а е м о г о  т е л а .  П р и  э т о м  п о г р а н и ч н ы й  
с л о й  к а к  б ы  п р и ж и м а е т с я  к  п о в е р х н о с т и .  Д о п о л н и т е л ь н ы е  э н е р г е т и ч е ­
с к и е  з а т р а т ы  н а  о т с о с  в о з д у х а  м о г у т  о к у п и т ь с я  у м е н ь ш е н и е м  с о п р о ­
т и в л е н и я  т е л а . Д л я  х о р о ш о  о б т е к а е м ы х  т е л  о с н о в н о й  в к л а д  в  с и л у  с о ­
п р о т и в л е н и я  д а е т  н е  о т р ы в  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  а  с и л ы  в я з к о г о  т р е н и я  
ж и д к о с т и  н а  о б т е к а е м о й  п о в е р х н о с т и .
10.8. Турбулентный пограничный 
слой
Л а м и н а р н о е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  п р и  б о л ь ш и х  ч и с ­
л а х  Р е й н о л ь д с а  с т а н о в и т с я  н е у с т о й ч и в ы м  и  с  у в е л и ч е н и е м  ч и с л а  Р е й ­
н о л ь д с а  б у д е т  т у р б у л е н т н ы м .  Т у р б у л е н т н ы й  п о г р а н и ч н ы й  с л о й  —  э т о  
п р и с т е н о ч н ы й  с л о й  т у р б у л е н т н о  д в и ж у щ е й с я  ж и д к о с т и ,  в  к о т о р о м  з а ­
м е т н о  и з м е н я е т с я  о с р е д н е н н а я  с к о р о с т ь .
С р е д н я я  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в н у т р и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  
п о р я д к а  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  v . В  к а ч е с т в е  х а р а к т е р н о г о  л и ­
н е й н о г о  р а з м е р а  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  т о л щ и н у  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  8 . 
Т о г д а  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  д л я  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  
м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к :  R e  =  v ^ 8 / v .
Е с л и  с к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  о к а ж е т с я  н а с т о л ь к о  б о л ь ш о й ,  
ч т о  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  п р е в ы с и т  к р и т и ч е с к о е  з н а ч е н и е ,  т о  д в и ж е н и е  
ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  б у д е т  т у р б у л е н т н ы м .
Е с л и  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  в е л и к о ,  н о  н е с к о л ь к о  м е н ь ш е  к р и т и ч е с к о ­
г о ,  в о з м о ж н а  д р у г а я  п р и ч и н а  т у р б у л и з а ц и и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  П р и
399
д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  в д о л ь  с т е н к и  т о л щ и н а  л а м и н а р н о г о  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я  у в е л и ч и в а е т с я  п р о п о р ц и о н а л ь н о  к о р н ю  к в а д р а т н о м у  и з  п р о д о л ь ­
н о й  к о о р д и н а т ы  х .  С л е д о в а т е л ь н о ,  у в е л и ч и в а е т с я  и  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а
п р о п о р ц и о н а л ь н о  v^X:
R e  ~  8 , 8  ̂\ [X, R e  ~  \ [Х.
Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  е с л и  в  н е к о т о р о й  т о ч к е  с  к о о р д и н а т о й  х  ч и с л о  Р е й ­
н о л ь д с а  д о с т и г н е т  с в о е г о  к р и т и ч е с к о г о  з н а ч е н и я ,  т о  л а м и н а р н о е  д в и ­
ж е н и е  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  с т а н е т  н е у с т о й ч и в ы м  и  в н и з  п о  
п о т о к у  б у д е т  т у р б у л е н т н ы м .
Р а с ч е т  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  о с н о в а н  н а  
т е о р и и  т у р б у л е н т н о с т и  П р а н д т л я ,  п р е д с к а з ы в а ю щ е й  л о г а р и ф м и ч е с к и й  
п р о ф и л ь  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  с  н е к о т о р ы м и  э м п и р и ­
ч е с к и м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .  К а к  п о к а з ы в а е т  о п ы т  и  т е о р е т и ч е с к и е  о ц е н ­
к и , т о л щ и н а  т у р б у л е н т н о г о  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  п р о п о р ц и о н а л ь н а  х, а н е  
л/Х, к а к  д л я  л а м и н а р н о г о  с л о я ,  т. е . т о л щ и н а  т у р б у л е н т н о г о  п о г р а н и ч ­
н о г о  с л о я  р а с т е т  в н и з  п о  п о т о к у  б ы с т р е е ,  ч е м  п р и  л а м и н а р н о м  д в и ж е ­
н и и  ж и д к о с т и .
10.9. Кризис сопротивления
Р а с с м о т р и м  з а в и с и м о с т ь  к о э ф ф и ц и е н т а  с о п р о т и в л е н и я  о т  ч и с л а  Р е й ­
н о л ь д с а  п р и  о б т е к а н и и  ш а р а  п о т о к о м  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .
Т а к а я  з а в и с и м о с т ь  п о л у ч е н а  э к с п е р и м е н т а л ь н о  и  п р и б л и з и т е л ь н о  
и м е е т  в и д ,  п о к а з а н н ы й  н а  р и с .  1 0 .6 .
П р и  м а л ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  о п р е ­






П р и  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  п а д е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  с о п р о т и в ­
л е н и я  н е с к о л ь к о  з а м е д л я е т с я ,  а в  д а л ь н е й ш е м  д а ж е  в о з р а с т а е т  ( о б ­
л а с т ь  I I ) .  В о з р а с т а н и е  с в я з а н о  с  т е м ,  ч т о  п р и  э т и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д ­
с а  п р о и с х о д и т  о т р ы в  л а м и н а р н о г о  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  и  з а  ш а р о м  о б ­
р а з у е т с я  б о л ь ш а я  о б л а с т ь  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я ,  р а з м е р  к о т о р о й  в  
о с н о в н о м  и  о п р е д е л я е т  с о п р о т и в л е н и е  ш а р а .
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Д а л е е  в  д о в о л ь н о  ш и р о к о м  и н т е р в а л е  и з м е н е н и я  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  
к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  о с т а е т с я  п р а к т и ч е с к и  н е и з м е н н ы м . Д е й ­
с т в и т е л ь н о ,  к а к  с л е д у е т  и з  б е з р а з м е р н ы х  у р а в н е н и й  П р а н д т л я ,  к а р т и н а  
д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  л а м и н а р н о м  п о г р а н и ч н о м  с л о е  п р и  у в е л и ч е н и и  
ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  т а к о в а ,  ч т о  п р о д о л ь н ы е  к о о р д и н а т а  и  с к о р о с т ь  н е  и з ­
м е н я ю т с я ,  а  п о п е р е ч н ы е  у м е н ь ш а ю т с я  о б р а т н о  п р о п о р ц и о н а л ь н о  л/ R e .  
С л е д о в а т е л ь н о ,  и  п р о д о л ь н а я  к о о р д и н а т а  т о ч к и  о т р ы в а  п о г р а н и ч н о ­
г о  с л о я  н е  и з м е н я е т с я  п р и  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а ,  п о э т о м у  н е  
и з м е н я е т с я  и  р а з м е р  т у р б у л е н т н о й  о б л а с т и  з а  ш а р о м ,  а  с т а л о  б ы т ь ,  и  
к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  д о л ж е н  о с т а в а т ь с я  п р и б л и з и т е л ь н о  п о с т о ­
я н н ы м .
П р и  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  (2  ^  3 ) ■ 1 0 5  ( о б л а с т ь  I I I )  н а с т у п а е т  р е з ­
к о е  у м е н ь ш е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  с о п р о т и в л е н и я .  Э т о  я в л е н и е  н а з ы в а е т с я  
к р и з и с о м  с о п р о т и в л е н и я .  К р и з и с  с о п р о т и в л е н и я  о б я з а н  с в о и м  в о з н и к ­
н о в е н и е м  т у р б у л и з а ц и и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  н а  ш а р е .  Т у р б у л е н т н ы й  п о ­
г р а н и ч н ы й  с л о й  л у ч ш е  « с в я з а н »  с  о с н о в н ы м  п о т о к о м  ж и д к о с т и  з а  с ч е т  
п о п е р е ч н ы х  т у р б у л е н т н ы х  п у л ь с а ц и й ,  ч т о  и  с м е щ а е т  т о ч к у  о т р ы в а  п о ­
г р а н и ч н о г о  с л о я  в  к о р м о в у ю  ч а с т ь  ш а р а .  Э т о ,  в  с в о ю  о ч е р е д ь ,  п р и в о д и т  
к  у м е н ь ш е н и ю  о б л а с т и  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  з а  ш а р о м ,  а  с л е д о в а ­
т е л ь н о ,  и  к  у м е н ь ш е н и ю  е г о  с о п р о т и в л е н и я .
Контрольные вопросы
1. Что такое пограничный слой?
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2. Какое свойство жидкости определяет ее течение в ламинарном погра­
ничном слое?
3. Что является критерием при определении положения верхней границы 
пограничного слоя?
4. Каковы причины турбулизации пограничного слоя?
5. Как изменяется толщина пограничного слоя при увеличении числа Рей­
нольдса?
6. Во сколько раз изменится сила, действующая на пластинку со стороны 
жидкости, которая движется вдоль поверхности этой пластинки, если 
скорость жидкости уменьшить в 4 раза?
7. Как различается толщина ламинарного пограничного слоя на полубес­
конечной пластинке в точках с координатами x = 1  см и x =  4 см?
8. Что называют толщиной вытеснения? В чем смысл этой величины?
9. Как изменится длина разгонного участка, если скорость течения жид­
кости в трубе увеличить в два раза?
10. В двух одинаковых трубках движутся с одинаковыми скоростями жид­
кости с разными вязкостями, причем коэффициент вязкости жидко­
сти в первой трубке больше. В какой трубке больше длина разгонного 
участка?
11. Что такое миделево сечение?
12. Как изменяются скорость и давление жидкости в пограничном слое 
вниз по потоку до миделева сечения и после него при обтекании вы­
пуклого тела?
13. Какой критерий используют для определения точки отрыва погранич­
ного слоя? 1456
14. Как изменяется число Рейнольдса вниз по течению жидкости вдоль 
ламинарного пограничного слоя при обтекании полубесконечной пла­
стины?
15. Как изменяется сила сопротивления при отрыве пограничного слоя?
16. Что называют кризисом сопротивления? В чем его причина?
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Примеры решения задач
З а д а ч а  1 0 .1
О п р е д е л и т е  д и н а м и к у  н а р а с т а н и я  т о л щ и н ы  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  
в б л и з и  б е с к о н е ч н о й  п л а с т и н к и ,  к о т о р а я  в н е з а п н о  п р и в е д е н а  в  д в и ж е ­
н и е  с  п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю  v  в  п л о с к о с т и  р а с п о л о ж е н и я  п л а с т и н к и .  
В ы ч и с л и т е  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  п л а с т и н к и  с о  с т о ­
р о н ы  в я з к о й  ж и д к о с т и ,  и  т о л щ и н у  в ы т е с н е н и я .
Р е ш е н и е
В ы б е р е м  т а к у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т  x O y ,  п р и  к о т о р о й  о с ь  x  н а п р а в ­
л е н а  в  с т о р о н у  д в и ж е н и я  п л а с т и н ы ,  а  н а ч а л о  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  с о в м е ­
щ е н о  с  п о в е р х н о с т ь ю  п л а с т и н ы  (р и с .  1 0 .7 ) .  В р е м я  о т с ч и т ы в а е м  с  т о г о  
м о м е н т а ,  к о г д а  п л а с т и н а  н а ч а л а  д в и г а т ь с я .
В н е з а п н о е  д в и ж е н и е  п л а с т и н ы  с  п о с т о я н ­
н о й  с к о р о с т ь ю  v , б л а г о д а р я  п р и л и п а н и ю  ж и д ­
к о с т и  к  п о в е р х н о с т и  п л а с т и н ы  и  с и л а м  в н у т ­
р е н н е г о  т р е н и я  ( в я з к о с т и ) ,  в ы з ы в а е т  д в и ж е ­
н и е  ж и д к о с т и .  Т о л щ и н а  с л о я  ж и д к о с т и ,  в о ­
в л е к а е м о й  п л а с т и н о й  в  д в и ж е н и е ,  б у д е т  р а с т и  
с  т е ч е н и е м  в р е м е н и ,  т. е . 0 (t  1 ) <  0 ( t 2) <  0 ( t 3 )
(р и с .  1 0 .7 ) ,  п р и ч е м  н а  б о л ь ш о м  у д а л е н и и  о т  
п л а с т и н ы  ж и д к о с т ь  о с т а е т с я  н е п о д в и ж н о й .
Т а к и м  о б р а з о м ,  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  б у д е т  п р о и с х о д и т ь  в  п р и с т е ­
н о ч н о й  о б л а с т и  0  <  y  <  0 ( t ) ,  г д е  0 ( t )  —  р а с т у щ а я  с о  в р е м е н е м  т о л щ и н а  
п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  П р е д п о л о ж и м  д а л е е ,  ч т о  п р о ф и л и  с к о р о с т и  с  т е ч е ­
н и е м  в р е м е н и  о с т а ю т с я  п о д о б н ы м и ,  т. е .
—  =  ^ (У * ) , У* =  y  =  0  ( 1 ° .3 8 )
v  o ( t )
п р и ч е м  н е и з в е с т н а я  ф у н к ц и я  ^ ( y * ) о п р е д е л я е т с я  п р о ф и л е м  с к о р о с т и  
т е ч е н и я  ж и д к о с т и .
О б р а т и м с я  к  с о о т н о ш е н и ю  К а р м а н а  ( 1 0 .2 9 ) .  П о с к о л ь к у  м ы  р а с с м а т ­
р и в а е м  н е с т а ц и о н а р н о е  т е ч е н и е  ж и д к о с т и ,  т о  к  л е в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  






П р е ж д е  в с е г о  у ч т е м ,  ч т о  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  ж и д к о с т ь  н е п о ­
д в и ж н а ,  т. е . v x =  0 . К р о м е  т о г о ,  с к о р о с т ь  v x н е  з а в и с и т  о т  п р о д о л ь н о й  
к о о р д и н а т ы  х .  Т о г д а  и н т е г р а л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  К а р м а н а  з а п и ш е т с я  в  
в и д е
т dvx . dvx
-Жd y + v iy 0 . ( 1 0 .3 9 )y= 0
В ы ч и с л и м  п р о и з в о д н ы е ,  в х о д я щ и е  в  э т о  у р а в н е н и е :  
d v x , ( У* \ d 5  d 2v x /  1
d t
vp у л  d p  
' 5  )  d t ’ dy2 vp 5 2
г д е  ш т р и х  о з н а ч а е т  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  п о  у * .
П о д с т а в л я я  п о л у ч е н н ы е  в ы р а ж е н и я  в  и н т е г р а л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  
К а р м а н а  ( 1 0 .2 9 ) ,  п о с л е  и н т е г р и р о в а н и я  п о  у* п о л у ч и м
г д е
d 5
M 5 —  =  v N ,  
d t
1 1
M  =  -  J  p y *  d y  * =  J  p  d y  *
0 0
( 1 0 .4 0 )
i
N  =  J  >p" d y * =  p  ^.
0
В  в ы р а ж е н и и  д л я  в е л и ч и н ы  M  у ч т е н ы  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  п р и л и ­
п а н и я  ж и д к о с т и  н а  п о в е р х н о с т и  п л а с т и н ы  и  т о ,  ч т о  н а  р а с с т о я н и и  5  о т  
п л а с т и н ы  ж и д к о с т ь  н е п о д в и ж н а :
p ( y *  =  ° )  =  1  p ( y *  =  1 )  =  0 . ( 1 0 .4 1 )
И н т е г р и р о в а н и е  у р а в н е н и я  (1 0 .3 9 )  п о  в р е м е н и  с  у ч е т о м  н а ч а л ь н о г о  
у с л о в и я  5  =  0  п р и  t  =  0  п р и в о д и т  к  с л е д у ю щ е м у  в ы р а ж е н и ю :
5 (t ) =  N V t (10.42)
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Т а к и м  о б р а з о м ,  т о л щ и н а  с л о я  в о в л е ч е н н о й  в  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  
р а с т е т  п р о п о р ц и о н а л ь н о  к о р н ю  к в а д р а т н о м у  и з  в р е м е н и .
Ч т о б ы  р а с с ч и т а т ь  в е л и ч и н ы  M  и  N , о п р е д е л е н н ы е  в ы р а ж е н и я ­
м и  ( 1 0 .4 0 ) ,  н е о б х о д и м о  з н а т ь  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т е й  н а д  п л а с т и н о й ,  
т . е . ф у н к ц и ю  р .  М о ж н о  б ы л о  б ы  в о с п о л ь з о в а т ь с я  т о ч н ы м  в ы р а ж е н и е м  
д л я  ф у н к ц и и  р ,  к о т о р о е  б ы л о  п о л у ч е н о  р а н е е  [см . р е ш е н и е  з а д а ч и  7 .8 , 
в ы р а ж е н и е  (7 .1 5 7 ) ] .  Н о  м ы  п о с т у п и м  и н а ч е ,  п р и д е р ж и в а я с ь  а л г о р и т м а  
К а р м а н а  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  з а д а ч и .
Б у д е м  а п п р о к с и м и р о в а т ь  н е и з в е с т н у ю  ф у н к ц и ю  р  п о л и н о м о м  т р е ­
т ь е й  с т е п е н и  п о  п е р е м е н н о й  У*:
р  =  а 0 +  а \ у *  +  a 2y l  +  а 3у * .  ( 1 0 .4 3 )
Н е и з в е с т н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  a i  н а й д е м  и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  (1 0 .4 1 )  
и  д в у х  с о о т н о ш е н и й
У =  о .
У =  Ф





о. ( 1 0 .4 4 )
Обоснование этих соотношение приведено на с. 395 при решении зада­
чи обтекания полубесконечной пластины потоком вязкой несжимаемой 
жидкости.
В принятом приближении получим для функции р  следующее вы­
ражение:
3 1 3 ,
р  =  1 -  g У* +  2 У3 , 0  -  У* -  1  (1° . 45)
Используя это выражение для вычисления величин M  и N , для тол­
щины слоя движущейся жидкости получим
5 ( t )  =  2 \ j 2 v t . ( 1 0 .4 6 )
Н а й д е м  с и л у  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  п л а с т и н к и :
P xy d v x
y= 0
v  д р  




4  / 2 V P
С л е д о в а т е л ь н о ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  п л а с т и н к у  с и л а  н а п р а в л е н а  п р о т и ­
в о п о л о ж н о  н а п р а в л е н и ю  д в и ж е н и я  п л а с т и н к и  и  у м е н ь ш а е т с я  о б р а т н о  
п р о п о р ц и о н а л ь н о  к о р н ю  к в а д р а т н о м у  и з  в р е м е н и .
405
Теперь вычислим толщину вытеснения:
6 *
s
-  f ( v
v  .
1




\ j 2 v t .
0 0
Р а з у м е е т с я ,  т о л щ и н а  в ы т е с н е н и я  р а с т е т  с о  в р е м е н е м  т а к  ж е ,  к а к  и  
т о л щ и н а  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .
З а д а ч а  1 0 . 2
О ц е н и т е  т о л щ и н у  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  в б л и з и  к р и т и ч е с к о й  т о ч к и  у  
о б т е к а е м о г о  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т ь ю  к р у г о в о г о  ц и л и н д р а  р а ­
д и у с а  R .  С к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  р а в н а  v ^ .
Р е ш е н и е
О б о з н а ч и м  ч е р е з  x  =  R - r  р а с с т о я н и е  о т  к р и т и ч е с к о й  т о ч к и .  С л е д у я  
р е ш е н и ю  з а д а ч и  о б  о б т е к а н и и  ц и л и н д р а  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т ь ю ,  в б л и ­
з и  к р и т и ч е с к о й  т о ч к и  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  д л я  р а д и а л ь н о й  с к о р о с т и  
и м е е м  ( 6 . 1 0 2 ):
u  «  v ^  М  -  ^ Г -Л  . ( 1 0 .4 7 )
П о с к о л ь к у  м ы  р а с с м а т р и в а е м  р а с с т о я н и я ,  м а л ы е  п о  с р а в н е н и ю  с  
р а д и у с о м  ц и л и н д р а ,  т. е . x / R  ^  1, т о  в ы р а ж е н и е  (1 0 .4 7 )  п р е о б р а з у е т с я  
к  в и д у
x
u  «  2 v ^  — . (1 0 .4 8 )
R
Н е  п о в т о р я я  р а с с у ж д е н и й  § 1 0 .4 ,  н а п о м н и м ,  ч т о  о ц е н к а  т о л щ и н ы  п о ­
г р а н и ч н о г о  с л о я  п р и  о б т е к а н и и  п о л у б е с к о н е ч н о й  п л а с т и н ы  д а е т  (1 0 .1 8 ) :
6 ~ 5
г д е  v  —  к и н е м а т и ч е с к а я  в я з к о с т ь  ж и д к о с т и ;  u  —  с к о р о с т ь  и д е а л ь н о й  
ж и д к о с т и  в н е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  В  д а н н о м  с л у ч а е  о ц е н к о й  д л я  с к о р о ­
с т и  u  я в л я е т с я  в ы р а ж е н и е  ( 1 0 .4 8 ) .  Т о г д а  д л я  т о л щ и н ы  п о г р а н и ч н о г о  






Т а к и м  о б р а з о м ,  в б л и з и  к р и т и ч е с к о й  т о ч к и  т о л щ и н а  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я  з а в и с и т  о т  к и н е м а т и ч е с к о й  в я з к о с т и  ж и д к о с т и ,  р а д и у с а  ц и л и н д р а  
и  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а ,  н о  н е  з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т .
З а д а ч а  1 0 .3
В  з а д а ч е  о б т е к а н и я  п о л у б е с к о н е ч н о й  п л а с т и н ы  ( § 1 0 .6 )  и с п о л ь з у й т е  
в м е с т о  к у б и ч е с к о й  (1 0 .3 0 )  л и н е й н у ю  а п п р о к с и м а ц и ю  п р о д о л ь н о й  с к о ­
р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  и  р а с с ч и т а й т е  т о л щ и н у  
п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  т о л щ и н у  в ы т е с н е н и я  и  с и л у , д е й с т в у ю щ у ю  с о  с т о ­
р о н ы  ж и д к о с т и  н а  ч а с т ь  п л а с т и н к и  е д и н и ч н о й  ш и р и н ы  и  д л и н о й  l.
Р е ш е н и е
П о  у с л о в и ю  з а д а ч и  п р о д о л ь н а я  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  и м е е т  в и д
Vx =  a o  +  a r y .  ( 1 0 .5 0 )
Д л я  о п р е д е л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  а 0 и  a r в о с п о л ь з у е м с я  г р а н и ч н ы м и  
у с л о в и я м и  д л я  с к о р о с т и  н а  п л а с т и н е  и  н а  в е р х н е й  г р а н и ц е  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я :
Vx (y  =  0 )  =  0 , Vx (y  =  6 ) =  V" , ( 1 0 .5 1 )
г д е  V"  —  с к о р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а .  О т с ю д а  п о л у ч а е м
ao =  0 ,
V"
a i  =  1 " .
Т о г д а  и н т е г р а л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  К а р м а н а  з а п и ш е т с я  в  в и д е
1  d 6  v
6  "  d x  6
Р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  т а к о в о :
(1 0 .5 2 )
6
. / v x
3 , 4 6 а / —V V c o ( 1 0 .5 3 )
П о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  о т л и ч а е т с я  о т  (1 0 .3 4 )  т о л ь к о  ч и с л е н н ы м  к о ­
э ф ф и ц и е н т о м .
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  п л а с т и н к и ,  р а в н а :
^  dvx
P xy = = nV"
y = 0




П о с л е  и н т е г р и р о в а н и я  п о  x  в  п р е д е л а х  о т  0  д о  l н а й д е м  с и л у , д е й ­
с т в у ю щ у ю  н а  о б е  с т о р о н ы  п л а с т и н к и  е д и н и ч н о й  ш и р и н ы  и  д л и н о й  l:
F = 1,156 у/рфи^. ( 1 0 .5 5 )
Н а й д е м  т о л щ и н у  в ы т е с н е н и я :
s ____
8* = —  [  (уж -  vx ) dy =  18 = 1,73л / XV. ( 1 0 .5 6 )
v<x J 2 Vо
З а м е т и м ,  ч т о  ч и с л е н н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  в  в ы р а ж е н и и  (1 0 .5 6 )  м а л о  
о т л и ч а е т с я  о т  п о л у ч е н н о г о  р а н е е  к о э ф ф и ц и е н т а  1 ,7 4  (1 0 .3 7 )  и  о т  ч и с ­
л е н н о г о  р а с ч е т а  —  1 ,7 2 .
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11.1. Модель разреженного газа
Напомним, что основу молекулярно-кинетической теории вещества со­
ставляют три положения:
• любые вещества состоят из мельчайших частиц — атомов и моле­
кул ;
• молекулы участвую т в непрерывном хаотическом движении, на­
зываемом тепловым;
• молекулы взаимодействуют м еж ду собой силами притяжения и 
отталкивания.
Особенность молекулярного строения газа состоит в том, что зани­
маемый им объем много больше суммарного объема составляющих его 
молекул. Так что в среднем большую часть времени молекулы дви ж ут­
ся свободно и лишь изредка взаимодействуют друг с другом.
Разреженным принято называть такой газ, в котором усредненная 
по времени потенциальная энергия взаимодействия м еж ду молекулами  
значительно меньше средней кинетической энергии их теплового движе­
ния. Э то  означает, что средняя длина свободного пробега молекул много 
больше радиуса действия сил межмолекулярного взаимодействия. Или
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т о  ж е  с а м о е  в  т е р м и н а х  х а р а к т е р н ы х  в р е м е н :  с р е д н е е  в р е м я  с в о б о д ­
н о г о  д в и ж е н и я  о т д е л ь н о й  м о л е к у л ы  м е ж д у  д в у м я  п о с л е д о в а т е л ь н ы м и  
с т о л к н о в е н и я м и  с  д р у г и м и  м о л е к у л а м и  м н о г о  б о л ь ш е  с р е д н е г о  в р е м е н и  
м о л е к у л я р н о г о  в з а и м о д е й с т в и я .
С у щ е с т в е н н ы м  в  м о д е л и  р а з р е ж е н н о г о  г а з а  я в л я е т с я  т о ,  ч т о  о н а  
у ч и т ы в а е т  т о л ь к о  п а р н ы е  в з а и м о д е й с т в и я  м е ж д у  м о л е к у л а м и ,  в  т о  в р е ­
м я  к а к  в е р о я т н о с т ь  м н о г о ч а с т и ч н ы х  с т о л к н о в е н и й  п о л а г а е т  п р е н е б р е ­
ж и м о  м а л о й .
Ч т о б ы  о п р е д е л и т ь  к о л и ч е с т в е н н ы й  к р и т е р и й  с т е п е н и  р а з р е ж е н н о ­
с т и  г а з а ,  н е о б х о д и м о  п р и н я т ь  н е к о т о р у ю  м о д е л ь  о т д е л ь н о й  м о л е к у л ы .  
П у с т ь  р а д и у с  д е й с т в и я  с и л  м е ж м о л е к у л я р н о г о  в з а и м о д е й с т в и я  р а в е н  d. 
Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  н а  р а с с т о я н и и  м е ж д у  ц е н т р а м и  м а с с  д в у х  м о л е к у л ,  
б о л ь ш е м  d , э т и  м о л е к у л ы  н е  в з а и м о д е й с т в у ю т  д р у г  с  д р у г о м .  П р и м е м ,  
ч т о  в  е д и н и ц е  о б ъ е м а  г а з а  н а х о д и т с я  n  ( м - 3 ) м о л е к у л .  В е л и ч и н у  n  п р и ­
н я т о  н а з ы в а т ь  ч и с л о в о й  п л о т н о с т ь ю  и л и  к о н ц е н т р а ц и е й  г а з а .  Т о г д а  
о б ъ е м ,  п р и х о д я щ и й с я  в  с р е д н е м  н а  о д н у  м о л е к у л у ,  р а в е н  n - 1 . С т е п е н ь  
р а з р е ж е н н о с т и  г а з а  х а р а к т е р и з у ю т  п а р а м е т р о м  е 0 , к о т о р ы й  о п р е д е л я ­
е т с я  к а к  о т н о ш е н и е  о б ъ е м а  о б л а с т и  д е й с т в и я  м о л е к у л я р н ы х  с и л  к  о б ъ ­
е м у , п р и х о д я щ е м у с я  в  с р е д н е м  н а  о д н у  м о л е к у л у  в  г а з е :
£о
d 3 
n -  1 n d 3.
О ч е в и д н о ,  д л я  р а з р е ж е н н о г о  г а з а  д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  н е р а в е н с т в о
£о <  1 .
О ц е н и м  з н а ч е н и е  п а р а м е т р а  р а з р е ж е н н о с т и  в о з д у х а  в  а т м о с ф е р е  
п р и  н о р м а л ь н ы х  у с л о в и я х .  В  э т о м  с л у ч а е  n  =  2 ,7  х  1 0 25  м - 3 . П о  п о ­
р я д к у  в е л и ч и н ы  d  ~  1 0 - 1 0  м . О т с ю д а  п о л у ч а е м  е 0 ~  1 0 - 5 . С л е д о в а ­
т е л ь н о ,  в о з д у х  п р и  а т м о с ф е р н о м  д а в л е н и и  с  в ы с о к о й  т о ч н о с т ь ю  м о ж н о  
м о д е л и р о в а т ь  к а к  р а з р е ж е н н ы й  г а з .
П р и  к а к и х  з н а ч е н и я х  п а р а м е т р а  е 0 г а з  м о ж н о  с ч и т а т ь  р а з р е ж е н ­
н ы м ?  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  к а к и м  д о л ж н о  б ы т ь  м а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  е 0 , 
п р и  к о т о р о м  г а з  е щ е  м о ж н о  с ч и т а т ь  р а з р е ж е н н ы м ?  О т в е т и т ь  н а  э т о т  
в о п р о с  в  р а м к а х  к и н е т и ч е с к о й  т е о р и и  г а з о в  н е в о з м о ж н о .  К а к  п о к а з ы в а ­
е т  э к с п е р и м е н т ,  м о д е л ь  р а з р е ж е н н о г о  г а з а  с п р а в е д л и в а  п р и  е 0 <  1 0 - 4 , 
ч т о  с о о т в е т с т в у е т  д а в л е н и я м  д о  1 0 6 П а .
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П р и  н е к о т о р ы х  у с л о в и я х  р е ш е н и е  п р и к л а д н ы х  з а д а ч  д и н а м и к и  р а з ­
р е ж е н н о г о  г а з а  ( с о п р о т и в л е н и е  д в и ж у щ и х с я  в  г а з е  т е л ,  т е п л о о б м е н  
м е ж д у  г а з о м  и  т е л о м  и  т. д . )  н е  т р е б у е т  и с п о л ь з о в а н и я  у р а в н е н и я  
Б о л ь ц м а н а  д л я  о п и с а н и я  п р о ц е с с о в  п е р е н о с а  в о  в с е м  о б ъ е м е  г а з а .  Д о ­
с т а т о ч н о  в ы ч и с л и т ь  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  и  т е м п е р а т у р у  г а з а  н а  о с н о в е  
р е ш е н и я  у р а в н е н и я  Б о л ь ц м а н а  в  т о н к о м  п р и с т е н о ч н о м  с л о е  т о л щ и н о й  
п о р я д к а  с р е д н е й  д л и н ы  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  м о л е к у л ,  в  т а к  н а з ы в а е м о м  
к н у д с е н о в с к о м  с л о е .  С о с т о я н и е  г а з а  в д а л и  о т  м е ж ф а з н о й  г р а н и ц ы  м о ж ­
н о  о п и с ы в а т ь  у р а в н е н и я м и  г и д р о д и н а м и к и  Н а в ь е  —  С т о к с а  —  Ф у р ь е .  
П р и  э т о м  в  к а ч е с т в е  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  к  э т и м  у р а в н е н и я м  и с п о л ь з о ­
в а т ь  п о л у ч е н н ы е  и з  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  Б о л ь ц м а н а  м а к р о с к о п и ч е с к и е  
в е л и ч и н ы  в  к н у д с е н о в с к о м  с л о е .
Д о с т о и н с т в о  т а к о г о  п о д х о д а  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  з н а ч е н и я  м а к р о с к о ­
п и ч е с к и х  в е л и ч и н  в  к н у д с е н о в с к о м  с л о е  н е  з а в и с я т  о т  ф о р м ы  г р а н и ч н о й  
п о в е р х н о с т и .  Э т о  с в я з а н о  с  т е м ,  ч т о  т о л щ и н а  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я  п р е ­
н е б р е ж и м о  м а л а  п о  с р а в н е н и ю  с  е е  к р и в и з н о й .  С л е д о в а т е л ь н о ,  д о с т а ­
т о ч н о  р е ш и т ь  у р а в н е н и е  Б о л ь ц м а н а  о д и н  р а з  д л я  п л о с к о й  п о в е р х н о с т и ,  
и  п о л у ч е н н ы е  м а к р о с к о п и ч е с к и е  в е л и ч и н ы  и с п о л ь з о в а т ь  в  к а ч е с т в е  г р а ­
н и ч н ы х  у с л о в и й  к  у р а в н е н и я м  г и д р о д и н а м и к и  п р и  о п и с а н и и  п р о ц е с с о в  




Э к с п е р и м е н т а л ь н о  и  т е о р е т и ч е с к и  у с т а н о в л е н о ,  ч т о  п р о ц е с с ы  п е р е н о с а  
в  г а з а х ,  а  т а к ж е  п о л я  с к а л я р н ы х  м а к р о с к о п и ч е с к и х  в е л и ч и н  ( п л о т н о ­
с т и ,  к о н ц е н т р а ц и и ,  т е м п е р а т у р ы )  в  с у щ е с т в е н н о й  с т е п е н и  з а в и с я т  о т  
с о о т н о ш е н и я  м е ж д у  с р е д н е й  д л и н о й  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  м о л е к у л  l и  х а ­
р а к т е р н ы м  л и н е й н ы м  р а з м е р о м  с и с т е м ы  L . О т н о ш е н и е  э т и х  в е л и ч и н  
н а з ы в а ю т  ч и с л о м  К н у д с е н а :
K n  =  у .  (1 1 .1
L
Ч и с л о  К н у д с е н а  м о ж н о  в ы р а з и т ь  ч е р е з  и с п о л ь з у е м ы е  в  г и д р о д и н а ­
м и к е  ч и с л а  М а х а  ( M )  и  Р е й н о л ь д с а  ( R e ) .  Н а п о м н и м ,  ч т о  п е р в о е  о п р е д е -
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ляется отношением скорости движения газа v к скорости звука в газе с:
M
v
-  с  
с
>
г д е  у  —  п о к а з а т е л ь  а д и а б а т ы ;  p  —  д а в л е н и е ;  р  —  п л о т н о с т ь  г а з а .  И с ­
п о л ь з у я  у р а в н е н и е  с о с т о я н и я  г а з а  К л а п е й р о н а  —  М е н д е л е е в а
p  R T
Р  Р
с к о р о с т ь  з в у к а  в  г а з е  з а п и ш е м  в  в и д е
с R TY -------.
Р
З д е с ь  R  —  м о л я р н а я  г а з о в а я  п о с т о я н н а я ;  T  —  а б с о л ю т н а я  т е м п е р а т у р а  
г а з а ;  р  —  м о л я р н а я  м а с с а  г а з а .
Ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  о п р е д е л я е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
R e  =  P V L
n
г д е  n  —  к о э ф ф и ц и е н т  д и н а м и ч е с к о й  в я з к о с т и  г а з а .
В  к и н е т и ч е с к о й  т е о р и и  г а з о в  д л я  м о д е л и  т в е р д ы х  с ф е р и ч е с к и х  м о ­
л е к у л  п о л у ч е н о  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  в я з к о с т и :
1 18 R T
П =  о  Р\  ---------2  \  п р
и л и  ч е р е з  с к о р о с т ь  з в у к а :
П = \ — P c l -
V y  п
О т с ю д а  в ы р а з и м  с р е д н ю ю  д л и н у  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  м о л е к у л :
I = Л  Y Y .
V 2  с р
Т о г д а  ч и с л о  К н у д с е н а  з а п и ш е т с я  в  в и д е  
K n  = п  г -  M  , „ ,  „ г -  M  
2  ^  R e  =  1 ,2 5 3 ^ Y  R e .
( 1 1 .2 )
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Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а н и е  з н а ч е н и й  ч и с л а  К н у д с е н а  н а к л а д ы в а е т  с о ­
о т в е т с т в у ю щ и е  ф о р м у л е  ( 8 .2 )  о г р а н и ч е н и я  н а  з н а ч е н и я  ч и с е л  М а х а  и  
Р е й н о л ь д с а .  К о н е ч н о ,  с л е д у е т  п о м н и т ь ,  ч т о  ч и с л о  К н у д с е н а ,  в  о т л и ч и е  
о т  ч и с е л  М а х а  и  Р е й н о л ь д с а ,  н е  з а в и с и т  о т  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а .  
Е с л и  г а з  н е п о д в и ж е н ,  т о  ч и с л а  М а х а  и  Р е й н о л ь д с а  р а в н ы  н у л ю ,  в  т о  ж е  
в р е м я  ч и с л о  К н у д с е н а  о т л и ч н о  о т  н у л я . О н о  о п р е д е л я е т с я  з н а ч е н и я м и  
д а в л е н и я  и  т е м п е р а т у р ы  г а з а ,  а  т а к ж е  л и н е й н ы м  р а з м е р о м  о б т е к а е м о ­
г о  т е л а . П о э т о м у  ф о р м у л а  ( 8 .2 )  м о ж е т  б ы т ь  п о л е з н о й  т о л ь к о  в  с л у ч а е  
д в и ж у щ е г о с я  г а з а .
У с л о в и е м  п р и м е н и м о с т и  у р а в н е н и й  г и д р о д и н а м и к и  к  о п и с а н и ю  я в ­
л е н и й  п е р е н о с а  в  р а з р е ж е н н ы х  г а з а х  я в л я е т с я  м а л о с т ь  ч и с л а  К н у д с е -  
н а . К а к  п о к а з ы в а е т  о п ы т ,  п р и  с у щ е с т в е н н о  м а л ы х  ч и с л а х  К н у д с е н а  
K n  <  1 0 - 2  м о ж н о  с ч и т а т ь  г а з  с п л о ш н о й  с р е д о й  и  о п и с ы в а т ь  е г о  с о ­
с т о я н и е  у р а в н е н и я м и  Н а в ь е  —  С т о к с а  —  Ф у р ь е  с  о б ы ч н ы м и  д л я  г и д р о ­
д и н а м и к и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  п р и л и п а н и я .  Т а к о й  р е ж и м  п е р е н о с а  
н а з ы в а ю т  к о н т и н у а л ь н ы м ,  и л и  р е ж и м о м  с п л о ш н о й  с р е д ы .
О с о б е н н о с т ь  н е р а в н о в е с н о г о  с о с т о я н и я  г а з а  п р и  ч и с л а х  К н у д с е н а  
0 ,0 1  <  K n  <  0 ,1  с о с т о и т  в  с л е д у ю щ е м .  Н а  р а с с т о я н и и  о т  п о в е р х н о с т и  
о б т е к а е м о г о  т е л а  б о л е е  п о р я д к а  с р е д н е й  д л и н ы  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  м о ­
л е к у л  в ы п о л н я е т с я  г и п о т е з а  с п л о ш н о с т и  с р е д ы ,  т. е . м о ж н о  в ы д е л и т ь  
т а к о й  ф и з и ч е с к и  б е с к о н е ч н о  м а л ы й  э л е м е н т  о б ъ е м а  г а з а ,  к о т о р ы й  у д о ­
в л е т в о р я е т  н е р а в е н с т в у  ( 2 .2 ) .  П о э т о м у  я в л е н и я  п е р е н о с а  в  г а з е  н а  т а к о м  
у д а л е н и и  о т  т е л а  м о ж н о  о п и с ы в а т ь  у р а в н е н и я м и  г и д р о д и н а м и к и .  О д ­
н а к о  н е п о с р е д с т в е н н о  о к о л о  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а  с у щ е с т в у е т  
т о н к и й  с л о й  г а з а  т о л щ и н о й  п о р я д к а  с р е д н е й  д л и н ы  с в о б о д н о г о  п р о б е ­
г а  м о л е к у л ,  в  к о т о р о м  г и п о т е з а  с п л о ш н о с т и  з а в е д о м о  н е  в ы п о л н я е т с я ,  
и , с л е д о в а т е л ь н о ,  у р а в н е н и я  г и д р о д и н а м и к и  в  э т о м  с л о е  н е п р и м е н и м ы . 
Э т о т  т о н к и й  п р и с т е н о ч н ы й  с л о й  н а з ы в а ю т  к н у д с е н о в с к и м  с л о е м .  Д л я  
о п и с а н и я  ф и з и к о - х и м и ч е с к и х  п р о ц е с с о в  в  к н у д с е н о в с к о м  с л о е  н е о б х о ­
д и м о  и с п о л ь з о в а т ь  м е т о д ы  к и н е т и ч е с к о й  т е о р и и  г а з о в .
Р е ж и м  д в и ж е н и я  г а з а  и л и  т е п л о о б м е н а ,  п р и  к о т о р о м  в д а л и  о т  т е л а  
г а з  м о ж н о  м о д е л и р о в а т ь  к а к  с п л о ш н у ю  с р е д у ,  а  в  т о н к о м  п р и г р а н и ч н о м  
с л о е  у ч и т ы в а т ь  е г о  м о л е к у л я р н у ю  с т р у к т у р у ,  н а з ы в а ю т  р е ж и м о м  с о  
с к о л ь ж е н и е м .
С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  ( 1 1 .2 ) р е ж и м у  с о  с к о л ь ж е н и е м  с о о т в е т с т в у е т
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следующее неравенство:
0 , 0 1  <  M  <  0 , 1 .
R e
(11.3)
В  т е о р и и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  д л я  р а з р е ж е н н о г о  г а з а  т а к ж е  н е о б х о ­
д и м о  у ч и т ы в а т ь  н а л и ч и е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я  (р и с .  1 1 . 1 ) .
У р а в н е н и е  П р а н д т л я ,  п о л у ч е н н о е  и з  
у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а ,  в  к н у д с е -  
н о в с к о м  с л о е  н е п р и м е н и м о .  О н о  о п и с ы ­
в а е т  д в и ж е н и е  р а з р е ж е н н о г о  г а з а  в  п о ­
г р а н и ч н о м  с л о е ,  н о  в н е  к н у д с е н о в с к о г о  
с л о я .  В  о б л а с т и  г а з а  з а  п о г р а н и ч н ы м  
с л о е м  с и л ы  в я з к о г о  т р е н и я  н е с у щ е с т в е н ­
н ы , и  д в и ж е н и е  г а з а  в  э т о й  о б л а с т и  о п и ­
с ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  Э й л е р а .
В  к а ч е с т в е  х а р а к т е р н о г о  р а з м е р а  з а д а ч и  с л е д у е т  п р и н я т ь  н е  р а з м е р  




Р и с .  1 1 .1
д л я  п о г р а н и ч н о г о  с л о я
l L
K n  =  -  =  — K n
5 5
в  р е ж и м е  с о  с к о л ь ж е н и е м  д о л ж н о  и м е т ь  з н а ч е н и я  в  и н т е р в а л е
(11.4)
0 , 0 1  <  K n  <  0 , 1 .
З д е с ь  K n  —  ч и с л о  К н у д с е н а ,  о п р е д е л е н н о е  п о  х а р а к т е р н о м у  р а з м е р у  
в с е г о  о б т е к а е м о г о  т е л а .
В  с о о т в е т с т в и и  с о  с д е л а н н о й  р а н е е  о ц е н к о й  т о л щ и н а  п о г р а н и ч н о г о  




Т о г д а  с  у ч е т о м  (1 1 .4 )  р е ж и м у  с о  с к о л ь ж е н и е м  в  т е о р и и  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я  с о о т в е т с т в у е т  с л е д у ю щ е е  н е р а в е н с т в о :
M
0 ,0 1  <  —  <  0 ,1 . ( 1 1 .5 )
R e
П р и  у с л о в и и  в ы п о л н е н и я  н е р а в е н с т в а  ( 1 1 .3 ) ,  а  в  т е о р и и  п о г р а н и ч ­
н о г о  с л о я  —  н е р а в е н с т в а  ( 1 1 .5 ) ,  д л я  о п и с а н и я  д в и ж е н и я  р а з р е ж е н н о г о
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г а з а  в н е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  у р а в н е н и я  г и д р о д и ­
н а м и к и .  О д н а к о  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  п р и л и п а н и я  н е п р и м е н и м ы  к  э т и м  
у р а в н е н и я м  и  д о л ж н ы  б ы т ь  з а м е н е н ы  у с л о в и я м и ,  у ч и т ы в а ю щ и м и  с у ­
щ е с т в о в а н и е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я .
11.3. Скольжение и температурный скачок
В  г а з о в о й  д и н а м и к е  п р и  м а л ы х  ч и с л а х  К н у д с е н а  ( K n  <  0 ,0 1 )  в  к а ч е с т в е  
г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  к  у р а в н е н и ю  Н а в ь е  —  С т о к с а  и с п о л ь з у ю т  у с л о в и е  
п р и л и п а н и я .  П о л а г а ю т ,  ч т о  г а з  н а  с т е н к е  д в и ж е т с я  в м е с т е  с о  с т е н к о й  с  
т о й  ж е  с к о р о с т ь ю ,  т. е . г а з  н е п о д в и ж е н  о т н о с и т е л ь н о  с т е н к и .  Т е м п е р а ­
т у р а  г а з а  р а в н а  т е м п е р а т у р е  с т е н к и .
В  р е ж и м е  с о  с к о л ь ж е н и е м  н е л ь з я  и г н о р и р о в а т ь  н а л и ч и е  к н у д с е н о в -  
с к о г о  с л о я  в б л и з и  м е ж ф а з н о й  п о в е р х н о с т и .  Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  п р и л и ­
п а н и я  о к а з ы в а ю т с я  н е п р и г о д н ы м и .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  е с л и  м о л е к у л ы  р а с ­
с е и в а ю т с я  с т е н к о й  д и ф ф у з н о  ( р а в н о в е р о я т н о  в о  в с е х  н а п р а в л е н и я х ) ,  т о  
м а к р о с к о п и ч е с к а я  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  о т н о с и т е л ь н о  с т е н к и ,  о б у ­
с л о в л е н н а я  р а с с е я н н ы м и  м о л е к у л а м и ,  р а в н а  н у л ю . Ф у н к ц и я  р а с п р е д е ­
л е н и я  н а л е т а ю щ и х  н а  с т е н к у  м о л е к у л  ф о р м и р у е т с я  г л а в н ы м  о б р а з о м  з а  
с ч е т  м е ж м о л е к у л я р н ы х  с т о л к н о в е н и й  в д а л и  о т  с т е н к и ,  н а  р а с с т о я н и и  
н е с к о л ь к и х  с р е д н и х  д л и н  с в о б о д н о г о  п р о б е г а .  П о э т о м у  о н а  у ч и т ы в а е т  
д в и ж е н и е  г а з а  о т н о с и т е л ь н о  т е л а . П о с к о л ь к у  с к о р о с т ь  г а з а  в  к н у д с е -  
н о в с к о м  с л о е  о п р е д е л я е т с я  ф у н к ц и я м и  р а с п р е д е л е н и я  н а л е т а ю щ и х  и  
о т р а ж е н н ы х  с т е н к о й  м о л е к у л ,  т о  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  о т н о с и т е л ь н о  
с т е н к и  о т л и ч н а  о т  н у л я .
В ы б е р е м  с в я з а н н у ю  с о  с т е н к о й  с и с т е м у  к о о р д и н а т  x O y  т а к и м  о б р а ­
з о м ,  ч т о  о с ь  x  н а п р а в л е н а  п а р а л л е л ь н о  с т е н к е  в д о л ь  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  
г а з а ,  а  о с ь  у  —  п е р п е н д и к у л я р н о  е й  ( р и с .  1 1 .2 ).
П у с т ь  л и н и я  M M  п р е д с т а в л я е т  в е р х н ю ю  г р а н и ц у  к н у д с е н о в с к о г о  
с л о я ,  с п л о ш н а я  к р и в а я  с о о т в е т с т в у е т  и с т и н н о й  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а ­
з а ,  v x0 —  и с т и н н а я  с к о р о с т ь  г а з а  н а  с т е н к е .  В е л и ч и н а  v s п о л у ч е н а  п р о ­
д о л ж е н и е м  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  и з  о б л а с т и  с п л о ш н о й  с р е д ы  в  с л о й  
К н у д с е н а  д о  с т е н к и .
Д о п у с т и м ,  ч т о  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  г и д р о д и н а м и к и  в н е  к н у д с е н о в -  
с к о г о  с л о я  и з в е с т н о .  П р о э к с т р а п о л и р у е м  э т о  р е ш е н и е  в  с л о й  К н у д с е -  
н а  ( п у н к т и р н а я  л и н и я ) .  П р и  э т о м  п о л у ч и м  н е к о т о р у ю  ф и к т и в н у ю  с к о -
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Р и с .  1 1 .2
р о с т ь  г а з а  v s н а  с т е н к е .  И с п о л ь з у я  э т у  с к о р о с т ь  в  к а ч е с т в е  г р а н и ч н о г о  
у с л о в и я  к  у р а в н е н и ю  Н а в ь е  —  С т о к с а ,  м ы  п о л у ч и л и  б ы  и с т и н н о е  п о л е  
в е к т о р а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  в н е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я .  Ф и к т и в н у ю  
с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  н а  с т е н к е  о т н о с и т е л ь н о  э т о й  с т е н к и  v s н а з ы в а ­
ю т  с к о р о с т ь ю  с к о л ь ж е н и я ,  и л и  п р о с т о  с к о л ь ж е н и е м .
О ц е н и м  с к о р о с т ь  с к о л ь ж е н и я .  О б о з н а ч и м  с к о р о с т ь  г а з а  н а  р а с с т о я ­
н и и  с р е д н е й  д л и н ы  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  о т  с т е н к и  (н а  л и н и и  M M ) с и м ­
в о л о м  v i . И з  р и с .  1 1 .2  в и д н о ,  ч т о
З д е с ь  н и ж н и й  с и м в о л  т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  п р о и з в о д н а я  е с т ь  т а н г е н с  у г л а  
н а к л о н а  к а с а т е л ь н о й  к  и с т и н н о м у  п р о ф и л ю  с к о р о с т и  в н е  к н у д с е н о в с к о ­
г о  с л о я .
П р о й д я  ч е р е з  к н у д с е н о в с и й  с л о й  д о  с т е н к и ,  м о л е к у л ы  н е  и с п ы ­
т ы в а ю т  с т о л к н о в е н и й ,  п о э т о м у  и х  н а п р а в л е н н а я  с о с т а в л я ю щ а я  п о -  
п р е ж н е м у  р а в н а  v i.
П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  д о л я  м о л е к у л  е  р а с с е и в а е т с я  с т е н к о й  д и ф ф у з н о  
( и з о т р о п н о ) ,  а  д о л я  1  — е  о т р а ж а е т с я  з е р к а л ь н о ,  с о х р а н я я  н а п р а в л е н ­
н у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  с к о р о с т и  v i. В е л и ч и н а  е , п р и н и м а ю щ а я  з н а ч е н и я  в  
и н т е р в а л е  ( 0 , 1 ) ,  н а з ы в а е т с я  к о э ф ф и ц и е н т о м  д и ф ф у з н о г о  о т р а ж е н и я .
С к о р о с т ь  с к о л ь ж е н и я  о п р е д е л и м ,  и с х о д я  и з  т о г о ,  ч т о  ч и с л о  м о л е к у л ,
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н а л е т а ю щ и х  н а  с т е н к у ,  р а в н о  ч и с л у  м о л е к у л ,  о т р а ж е н н ы х  о т  н е е :
1
v s =  ~  
2
Vs +  l d v x
д У +  2 < 1 -  £>
, , d v x 
Vs +  H  7 T -  
д У +  2 £ ■ 0
В  п о с л е д н е м  с л а г а е м о м  у ч т е н о ,  ч т о  д и ф ф у з н о  р а с с е я н н ы е  м о л е к у л ы  н е  
д а ю т  в к л а д  в  с к о р о с т ь  н а п р а в л е н н о г о  д в и ж е н и я  г а з а .
О т с ю д а  с к о р о с т ь  с к о л ь ж е н и я  р а в н а :
v s





З а п и ш е м  э т о  п р и б л и ж е н н о е  в ы р а ж е н и е  и н а ч е :
v s c  к ' ^
д У
cm 2 £ ( 1 1 .6 )
г д е  c m  —  п о с т о я н н а я  в я з к о с т н о г о  с к о л ь ж е н и я ;  v s —  в я з к о с т н о е  с к о л ь ­
ж е н и е .  Э т о  с в я з а н о  с  т е м ,  ч т о  т о р м о ж е н и е  г а з а  в н е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я  
о б у с л о в л е н о  с и л о й  в я з к о г о  т р е н и я .
В  н а с т о я щ е е  в р е м я  с у щ е с т в у е т  м н о ж е с т в о  р а б о т ,  в  к о т о р ы х  п о с т о я н ­
н а я  в я з к о с т н о г о  с к о л ь ж е н и я  в ы ч и с л е н а  м е т о д а м и  к и н е т и ч е с к о й  т е о р и и  
г а з о в .  П о к а з а н о ,  ч т о  о н а  з а в и с и т  о т  п а р а м е т р о в  в з а и м о д е й с т в и я  м о л е ­
к у л  м е ж д у  с о б о й  и  с  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т ь ю .  П р и  п о л н о с т ь ю  д и ф ф у з ­
н о м  р а с с е я н и и  м о л е к у л  с т е н к о й  е е  в е л и ч и н а  п о р я д к а  е д и н и ц ы .
Д о  с и х  п о р  м ы  п о л а г а л и ,  ч т о  т е м п е р а т у р а  г а з а  в д о л ь  с т е н к и  о д ­
н о р о д н а .  О к а з ы в а е т с я  п р о д о л ь н ы й  г р а д и е н т  т е м п е р а т у р ы  с т и м у л и р у е т  
д в и ж е н и е  г а з а  в д о л ь  с т е н к и  в  н а п р а в л е н и и  г р а д и е н т а  т е м п е р а т у р ы .  Т а ­
к о е  д в и ж е н и е  г а з а  п р и н я т о  н а з ы в а т ь  т е п л о в ы м  с к о л ь ж е н и е м .  Э т о  я в ­
л е н и е , в  о т л и ч и е  о т  в я з к о с т н о г о  с к о л ь ж е н и я ,  н е л ь з я  о б ъ я с н и т ь  в  р а м к а х  
г и д р о д и н а м и к и ,  н е о б х о д и м о  и с п о л ь з о в а т ь  м о л е к у л я р н о - к и н е т и ч е с к и е  
п р е д с т а в л е н и я .  М о л е к у л ы ,  н а л е т а ю щ и е  н а  с т е н к у  и з  о б л а с т и  в ы с о к о й  
т е м п е р а т у р ы ,  и м е ю т  в  с р е д н е м  б о л ь ш у ю  т е п л о в у ю  с к о р о с т ь  и , с л е д о в а ­
т е л ь н о ,  п е р е д а ю т  с т е н к е  в  с р е д н е м  б о л ь ш и й  т а н г е н ц и а л ь н ы й  и м п у л ь с ,  
ч е м  м о л е к у л ы ,  н а л е т а ю щ и е  и з  о б л а с т и  н и з к о й  т е м п е р а т у р ы .  В о з н и к а е т  
т а н г е н ц и а л ь н а я  с и л а ,  с  к о т о р о й  г а з  д е й с т в у е т  н а  т е л о  и  к о т о р а я  н а п р а в ­
л е н а  п р о т и в о п о л о ж н о  г р а д и е н т у  т е м п е р а т у р ы .  Т о г д а  в  с о о т в е т с т в и и  с  
т р е т ь и м  з а к о н о м  Н ь ю т о н а  с о  с т о р о н ы  т е л а  н а  г а з  д е й с т в у е т  р а в н а я  п о  
в е л и ч и н е  с и л а ,  н а п р а в л е н н а я  в  с т о р о н у  в о з р а с т а н и я  т е м п е р а т у р ы .
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Р а с ч е т  т е п л о в о г о  с к о л ь ж е н и я  в п е р в ы е  в ы п о л н и л  М а к с в е л л .  П о л у ­
ч е н н ы й  и м  р е з у л ь т а т  п о з д н е е  у т о ч н я л с я  и  о б о б щ а л с я  м н о г и м и  а в т о р а ­
м и . С к о р о с т ь  т е п л о в о г о  с к о л ь ж е н и я  о п р е д е л я е т с я  с л е д у ю щ и м  в ы р а ж е ­
н и е м :
v  d T
Vts = cts T d X ’ ( 7 )
г д е  c ts  —  п о с т о я н н а я  т е п л о в о г о  с к о л ь ж е н и я ;  v  —  к о э ф ф и ц и е н т  к и н е ­
м а т и ч е с к о й  в я з к о с т и  г а з а .  П о с т о я н н а я  c ts , к а к  и  c m , т а к ж е  з а в и с и т  о т  
п а р а м е т р о в  в з а и м о д е й с т в и я  м о л е к у л  м е ж д у  с о б о й  и  с о  с т е н к о й .  П р и  
л ю б о м  р а с с е я н и и  м о л е к у л  с т е н к о й  е е  в е л и ч и н а  п о р я д к а  е д и н и ц ы .
В  о б щ е м  с л у ч а е  с к о р о с т ь  с к о л ь ж е н и я  п р е д с т а в л я е т  с у м м у  в я з к о с т ­
н о г о  и  т е п л о в о г о  с к о л ь ж е н и я :
Vs , (  dv Л  v dTcm 1 ( о  I +  c t s ^  j  ■
\ дУ J T  dx
( 1 1 .8 )
П у с т ь  т е м п е р а т у р ы  г а з а  и  т е л а  р а з л и ч н ы .  П у с т ь  с р е д н я я  к и н е т и ч е ­
с к а я  э н е р г и я  о т р а ж е н н ы х  м о л е к у л  с о о т в е т с т в у е т  т е м п е р а т у р е  п о в е р х ­
н о с т и  т е л а .  Н о  с р е д н я я  э н е р г и я  н а л е т а ю щ и х  н а  с т е н к у  м о л е к у л  с о о т ­
в е т с т в у е т  т е м п е р а т у р е  г а з а  в д а л и  о т  т е л а . П о с к о л ь к у  т е м п е р а т у р а  г а з а  
в  к н у д с е н о в с к о м  с л о е  о п р е д е л я е т с я  с р е д н е й  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и е й  к а к  
о т р а ж е н н ы х ,  т а к  и  н а л е т а ю щ и х  м о л е к у л ,  т о  т е м п е р а т у р а  г а з а  в б л и з и  
с т е н к и  н е  р а в н а  т е м п е р а т у р е  с т е н к и .
Н а  р и с .  1 1 .3  и л л ю с т р и р у е т с я  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  г а з а  в б л и ­
з и  с т е н к и  д л я  с л у ч а я ,  к о г д а  т е м п е р а т у р а  г а з а  в ы ш е  т е м п е р а т у р ы  с т е н ­
к и . И с п о л ь з о в а н ы  с л е д у ю щ и е  о б о з н а ч е н и я :  T w —  т е м п е р а т у р а  с т е н к и ;  
Т 0 и  T s —  с о о т в е т с т в е н н о  и с т и н н а я  и  ф и к т и в н а я  т е м п е р а т у р ы  г а з а  н а  
с т е н к е ;  с п л о ш н а я  л и н и я  с о о т в е т с т в у е т  р е а л ь н о м у  р а с п р е д е л е н и ю  т е м ­
п е р а т у р ы  в  г а з е ;  п у н к т и р н а я  л и н и я  —  э к с т р а п о л я ц и я  р а с п р е д е л е н и я  
т е м п е р а т у р ы  г а з а  в  о б л а с т и  с п л о ш н о й  с р е д ы  ч е р е з  к н у д с е н о в с к и й  с л о й  
д о  с т е н к и .
У р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и  Ф у р ь е  о п и с ы в а е т  р а с п р е д е л е н и е  т е м ­
п е р а т у р ы  г а з а  в н е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я  и  н е  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н о  
в н у т р и  н е г о .  Е с л и  б ы  с к о р о с т ь  г а з а  и  е г о  т е м п е р а т у р а  б ы л и  и з в е с т н ы  
н а  в е р х н е й  г р а н и ц е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я  (н а  л и н и и  M M ), т о  р е ш е н и е  
у р а в н е н и й  Н а в ь е  —  С т о к с а  —  Ф у р ь е  п о з в о л и л о  б ы  о п р е д е л и т ь  и с т и н н ы е  
с к о р о с т ь  г а з а  и  е г о  т е м п е р а т у р у  в д а л и  о т  с т е н к и  ( в ы ш е  л и н и и  M M ).
Д о п у с т и м ,  ч т о  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и  и з в е с т н о .  П р о -  
э к с т р а п о л и р у е м  э т о  р е ш е н и е  в  с л о й  К н у д с е н а  ( п у н к т и р н а я  л и н и я ) .  П р и
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Р и с .  1 1 .3
э т о м  п о л у ч и м  н е к о т о р у ю  ф и к т и в н у ю  т е м п е р а т у р у  г а з а  T s н а  с т е н к е .  И с ­
п о л ь з у я  э т у  т е м п е р а т у р у  в  к а ч е с т в е  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  к  у р а в н е н и ю  
т е п л о п р о в о д н о с т и ,  м ы  п о л у ч и л и  б ы  и с т и н н о е  п о л е  т е м п е р а т у р ы  г а з а  
в н е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я .  О т л и ч и е  ф и к т и в н о й  т е м п е р а т у р ы  г а з а  T s о т  
т е м п е р а т у р ы  с т е н к и  T w , т . е . 8 T  =  T s — T w , н а з ы в а ю т  т е м п е р а т у р н ы м  
с к а ч к о м .  Е щ е  р а з  о т м е т и м ,  ч т о  T s —  э т о  н е к о т о р а я  ф и к т и в н а я  в е л и ч и ­
н а , о т л и ч а ю щ а я с я  к а к  о т  и с т и н н о й  т е м п е р а т у р ы  г а з а  н а  с т е н к е  T 0 , т а к  
и  о т  т е м п е р а т у р ы  с т е н к и  T w .
О ц е н и м  в е л и ч и н у  т е м п е р а т у р н о г о  с к а ч к а .  Н а  р а с с т о я н и и  д л и н ы  с в о ­
б о д н о г о  п р о б е г а  о т  с т е н к и  м о л е к у л ы  и м е ю т  э н е р г и ю ,  с р е д н е е  з н а ч е н и е  
к о т о р о й  с о о т в е т с т в у е т  т е м п е р а т у р е  (р и с .  1 1 .3 ) :
Н а л е т а ю щ и е  н а  с т е н к у  м о л е к у л ы  п р о х о д я т  р а с с т о я н и е  l, н е  и с п ы ­
т а в  с т о л к н о в е н и й  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  н е  и з м е н и в  с в о ю  э н е р г и ю .  В н о в ь  
п о л а г а е м ,  ч т о  в  к н у д с е н о в с к о м  с л о е  п о л о в и н а  м о л е к у л  л е т и т  к  с т е н к е ,  
а  п о л о в и н а  о т  н е е . Д о л я  м о л е к у л  е  р а с с е и в а е т с я  с т е н к о й  д и ф ф у з н о  с  
т е м п е р а т у р о й  с т е н к и ,  а  д о л я  1 — е  о т р а ж а е т с я  з е р к а л ь н о .  Т о г д а  п р и ­








О т с ю д а  д л я  т е м п е р а т у р н о г о  с к а ч к а  н а х о д и м
S T  =  T s -  T w =
е  \ д у
З а п и ш е м  э т о  в ы р а ж е н и е  т а к :
S T (11.9)
г д е  Ст —  к о н с т а н т а  т е м п е р а т у р н о г о  с к а ч к а ,  з а в и с я щ а я  о т  п а р а м е т р о в  
в з а и м о д е й с т в и я  м о л е к у л  м е ж д у  с о б о й  и  с о  с т е н к о й .  Р а с ч е т  н а  о с н о в е  
к и н е т и ч е с к о й  т е о р и и  г а з о в  п р и  п о л н о с т ь ю  д и ф ф у з н о м  р а с с е я н и и  м о л е ­
к у л  с т е н к о й  п о к а з а л ,  ч т о  е е  в е л и ч и н а  п р и б л и з и т е л ь н о  р а в н а  д в у м .
И с п о л ь з о в а н и е  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  с к о л ь ж е н и я  (1 1 .8 )  и  т е м п е р а т у р ­
н о г о  с к а ч к а  ( 1 1 .9 )  в м е с т о  у с л о в и й  п р и л и п а н и я  п р и  р е ш е н и и  у р а в н е н и й  
г и д р о д и н а м и к и  и  т е п л о п р о в о д н о с т и  у ч и т ы в а е т  н а л и ч и е  к н у д с е н о в с к о г о  
с л о я .  К о н е ч н о ,  э т о  н е  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  т о ч н ы е  р а с п р е д е л е н и я  с к о ­
р о с т и  и  т е м п е р а т у р ы  г а з а  в н у т р и  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я ,  н о  з а т о  в н е  е г о  
о п и с ы в а е т  и с т и н н ы е  п р о ф и л и  э т и х  в е л и ч и н .
11.4. Решение задач гидродинамики 
разреженного газа
П о л у ч и м  р е ш е н и е  н е с к о л ь к и х  к л а с с и ч е с к и х  з а д а ч  г и д р о д и н а м и к и  с  
у ч е т о м  н а л и ч и я  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  м ы  о т к а ж е м ­
с я  о т  п р и н я т ы х  в  г и д р о д и н а м и к е  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  п р и л и п а н и я  г а з а  
к  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а ,  а  у ч т е м  с к о л ь ж е н и е  и  т е м п е р а т у р н ы й  
с к а ч о к .  В о с п о л ь з у е м с я  о б щ и м  р е ш е н и е м  у р а в н е н и й  г и д р о д и н а м и к и  д л я  
р а з о б р а н н ы х  р а н е е  з а д а ч ,  а  п о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я  о п р е д е л и м  и з  
г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  с к о л ь ж е н и я .  К р о м е  т о г о ,  р а с с м о т р и м  р я д  з а д а ч ,  р е ­
ш и т ь  к о т о р ы е  с  и с п о л ь з о в а н и е м  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  п р и л и п а н и я  н е в о з ­
м о ж н о ,  т а к  к а к  о п р е д е л я ю щ у ю  р о л ь  в  э т и х  з а д а ч а х  и г р а е т  к н у д с е н о в -  
с к и й  с л о й .
11.4.1. Плоское течение Куэтта
Постановка этой задачи и ее решение с граничными условиями прили­
пания представлены в пункте 7.5.1.
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О б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  Н а в ь е  —  С т о к с а  (7 .3 1 )  в к л ю ч а е т  д в е  п о ­
с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я  —  а  и  b, к о т о р ы е  д о л ж н ы  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  
и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .
Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  с к о л ь ж е н и я  н а  н и ж н е й  п л а с т и н е  с о г л а с н о  (1 1 .6 )  
з а п и ш е т с я  в  в и д е
Vx (у =  0 ) =  с т l dvx
ду y = о
( 1 1 . 1 0 )
В е р х н я я  п л а с т и н а  д в и ж е т с я  о т н о с и т е л ь н о  н и ж н е й  с о  с к о р о с т ь ю  u . 
П о э т о м у  с  у ч е т о м  п р а в и л а  Г а л и л е я  с л о ж е н и я  с к о р о с т е й  г р а н и ч н о е  у с л о ­
в и е  с к о л ь ж е н и я  з а п и с ы в а е т с я  в  в и д е
d v
Vx ( у  =  h )  =  - C m l -Tjyx +  U. (1 1 .1 1 )
З н а к  м и н у с  в  п р а в о й  ч а с т и  у ч и т ы в а е т ,  ч т о  н о р м а л ь  к  в е р х н е й  п л а с т и н е  
н а п р а в л е н а  п р о т и в о п о л о ж н о  к о о р д и н а т н о й  о с и  у .
И з  у р а в н е н и й  ( 7 .3 1 ) ,  ( 1 1 .1 0 ) - ( 1 1 .1 1 )  н а х о д и м  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  
м е ж д у  п л а с т и н а м и :
v x ( у  )
y / h  +  Cm K n
u
1 +  2 c m K n K n = h
( 1 1 . 1 2 )
З д е с ь  K n  —  ч и с л о  К н у д с е н а .
В  с л у ч а е  п р е и м у щ е с т в е н н о  д и ф ф у з н о г о  р а с с е я н и я  м о л е к у л  п л а с т и ­
н а м и  в  р е ж и м е  с о  с к о л ь ж е н и е м ,  к а к  э т о  с л е д у е т  и з  ( 1 1 .6 ) ,  и м е е т  м е с т о  
н е р а в е н с т в о :  с т K n  ^  1. Т о г д а  в ы р а ж е н и е  ( 1 1 .1 2 )  п о с л е  л и н е а р и з а ц и и  
п о  ч и с л у  K n  п р и м е т  с л е д у ю щ и й  в и д :
v x ( у  ) =  u h  ( 1  -  2 Cm K n )  +  Cm K n (1 1 .1 3 )
В  п р е д е л е  K n  ^  0  п о л у ч а е м  р е з у л ь т а т  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  т е о р и и  
(7 .3 3 )  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  п р и л и п а н и я .
Н а  р и с .  1 1 .4  п о к а з а н о  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о ­
с т и  д в и ж е н и я  г а з а  м е ж д у  п л а с т и н а м и  п р и  д и ф ­
ф у з н о м  р а с с е я н и и  м о л е к у л  (е  =  1) и  K n  =  0 ,1 .
П о с к о л ь к у  с к о р о с т ь  г а з а  н а  с т е н к е  о т л и ч а е т ­
с я  о т  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  с а м о й  с т е н к и ,  н а к л о н  
п р я м о й  м е н ь ш е ,  ч е м  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  у с л о в и й  
п р и л и п а н и я  ( п у н к т и р н а я  л и н и я ) .
Рис. 11.4
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Р а с с ч и т а е м  н а п р я ж е н и е  т р е н и я  н а  п о в е р х н о с т и  н и ж н е й  п л а с т и н ы :
dvx и
P x y  ( 0 ) =  - Ц ^ ~  =  - Ц Г
1
( 1 1 .1 4 )
д у  h  1 +  2 c m K n
П о л а г а я  c m K n  ^  1, в  л и н е й н о м  п р и б л и ж е н и и  п о  ч и с л у  K n  п о л у ч и м
и
P x y  ( 0 )  =  — ц h  (1  -  2 c m K n ) .  
Т а к и м  о б р а з о м ,  с к о л ь ж е н и е  у м е н ь ш а е т  с и л у  т р е н и я .
(11.15)
11.4.2. Теплоперенос между пластинами
Р а с с м о т р и м  с т а ц и о н а р н ы й  т е п л о п е р е н о с  в  о д н о к о м п о н е н т н о м  г а з е ,  н а ­
х о д я щ е м с я  м е ж д у  б е с к о н е ч н ы м и  п а р а л л е л ь н ы м и  п л а с т и н а м и ,  р а с п о л о ­
ж е н н ы м и  п е р п е н д и к у л я р н о  н а п р а в л е н и ю  с и л ы  т я ж е с т и .  Т е м п е р а т у р у  
н и ж н е й  п л а с т и н ы  о б о з н а ч и м  Т , а  в е р х н е й  —  Т 2 . Т е м п е р а т у р ы  п л а с т и н  
п о д д е р ж и в а ю т с я  п о с т о я н н ы м и  в н е ш н и м и  и с т о ч н и к а м и  т е п л а .  Ч т о б ы  
и с к л ю ч и т ь  е с т е с т в е н н у ю  к о н в е к ц и ю  г а з а ,  п р и м е м  Т 2 >  Т\.
К а к  и з в е с т н о ,  к р и т е р и е м  в о з н и к н о в е н и я  е с т е с т в е н н о й  к о н в е к ц и и  я в ­
л я е т с я  з н а ч е н и е  ч и с л а  Г р а с г о ф а :
G r
l 3 g p 2 ( T 2 -  T 1 ) h 3
П2 ( 1 1 .1 6 )
г д е  в  —  к о э ф ф и ц и е н т  о б ъ е м н о г о  т е п л о в о г о  р а с ш и р е н и я  г а з а ;  g  —  у с к о ­
р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я ;  p  —  с р е д н я я  п л о т н о с т ь  г а з а ;  ц —  к о э ф ф и ц и ­
е н т  в я з к о с т и .
Ч и с л о  Г р а с г о ф а  о п р е д е л я е т с я  к а к  о т н о ш е н и е  п о д ъ е м н о й  с и л ы ,  д е й ­
с т в у ю щ е й  н а  н е о д н о р о д н о  н а г р е т ы й  г а з ,  к  с и л е  в н у т р е н н е г о  т р е н и я  
( в я з к о с т и )  п р и  д в и ж е н и и  г а з а .  В  с л у ч а е  м а л о й  н е о д н о р о д н о с т и  т е м п е ­
р а т у р ы  г а з а  с и л а  в я з к о с т и  п о д а в л я е т  п о д ъ е м н у ю  с и л у , ч и с л о  Г р а с г о ф а  
м а л о  ( G r  ^  1 ) и  с в о б о д н о й  к о н в е к ц и е й  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .  Е с л и  ж е  т е м ­
п е р а т у р а  г а з а  с и л ь н о  н е о д н о р о д н а ,  п о д ъ е м н а я  с и л а  м о ж е т  с у щ е с т в е н н о  
п р е в о с х о д и т ь  с и л у  в я з к о с т и ,  ч и с л о  Г р а с г о ф а  в е л и к о  ( G r  ^  1 ) ,  с в о б о д ­
н а я  к о н в е к ц и я  б у д е т  о п р е д е л я ю щ и м  м е х а н и з м о м  т е п л о о б м е н а .
П о л а г а е м ,  ч т о  G r  ^  1 и , с л е д о в а т е л ь н о ,  г а з  н е п о д в и ж е н .
В ы б е р е м  с и с т е м у  к о о р д и н а т ,  к а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  7 .2 .
Т е м п е р а т у р а  г а з а  н е о д н о р о д н а  в д о л ь  о с и  у . С л е д о в а т е л ь н о ,  и  т е п л о ­
в о й  п о т о к  н а п р а в л е н  в д о л ь  э т о й  к о о р д и н а т н о й  о с и .
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Поскольку в режиме со скольжением число Кнудсена мало, плотность 
теплового потока описывается законом теплопроводности Фурье:
Л дТ
qy =  -А  У
(11.18)
где А — коэффициент теплопроводности газа.
Подставим (11.18) в (11.17). При этом следовало бы учесть зави­
симость коэффициента теплопроводности газа от температуры и через 
нее от координаты у . Учесть эту зависимость несложно, но при этом 
получим дополнительное слагаемое порядка квадрата градиента тем­
пературы. Поскольку была принята малая неоднородность температу­
ры, полагаем, что коэффициент теплопроводности зависит от средней 
температуры газа и не изменяется с координатой у. Тогда из (11.18) и
(11.17) получим
д2Т
ду2 =  °. (1L19)
Отсюда получаем линейную зависимость температуры от координа­
ты у:
Т =  ay + b. (11.20)
Постоянные интегрирования а и b определим из граничных условий 
температурного скачка (11.9) на каждой пластине:
Т (0) =  Ti +  Ct l





( 1 1 .2 1 )
В граничном условии для верхней пластины перед членом скачка 
температуры поставлен знак минус, так как нормаль к пластине на­
правлена противоположно координатной оси у .
Из уравнений (11.20) и (11.21) получаем следующее распределение 
температуры газа между пластинами:
Т  ( у )  =  Т 1 +
y/h  +  ct Kn 
1 +  2 ct Kn (Т2 Т1).
( 1 1 .2 2 )
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Е с л и  и м е е т  м е с т о  п р е и м у щ е с т в е н н о  д и ф ф у з н о е  р а с с е я н и е  м о л е к у л  
н а  п л а с т и н а х ,  т о  СтK n  ^  1. Т о г д а  в ы р а ж е н и е  (1 1 .2 2 )  п о с л е  л и н е а р и з а ­
ц и и  п о  э т о м у  м а л о м у  п а р а м е т р у  п р и н и м а е т  с л е д у ю щ и й  в и д :
T (у) У  ( 1  — 2 c T K n )  +  c T K n  
h
(T 2 — T i )  +  T i . (1 1 .2 3 )
И с п о л ь з у я  з а к о н  т е п л о п р о в о д н о с т и  Ф у р ь е  ( 1 1 .1 8 ) ,  п о л у ч и м  в ы р а ж е ­
н и е  п л о т н о с т и  т е п л о в о г о  п о т о к а
qy  =  — A h ( T 2 — T i  ) ( 1  — 2 с т  K n ) .  ( 1 1 .2 4 )
З н а к  м и н у с  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  т е п л о в о й  п о т о к  н а п р а в л е н  п р о т и в о п о л о ж ­
н о  о с и  у ,  т. е . о т  п л а с т и н ы  с  б о л е е  в ы с о к о й  т е м п е р а т у р о й  к  п л а с т и н е  
с  м е н ь ш е й  т е м п е р а т у р о й .  Н а л и ч и е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я  у м е н ь ш а е т  и н ­
т е н с и в н о с т ь  т е п л о о б м е н а  м е ж д у  п л а с т и н а м и ,  т а к  к а к  у м е н ь ш а е т с я  т е м ­
п е р а т у р н а я  н е о д н о р о д н о с т ь  г а з а .
11.4.3. Движение газа в трубке
Н е с к о л ь к о  у с л о ж н и м  з а д а ч у ,  р е ш е н н у ю  в  п у н к т е  7 .5 .3 .  П у с т ь  в д о л ь  
т р у б к и  р а д и у с а  r 0 к р о м е  г р а д и е н т а  д а в л е н и я  п о д д е р ж и в а е т с я  п о с т о ­
я н н ы й  г р а д и е н т  т е м п е р а т у р ы .
Д а в л е н и е  и  т е м п е р а т у р а  г а з а  з а в и с я т  о т  п р о д о л ь н о й  к о о р д и н а т ы  z :
z )  =  p “ ( 1 + p o  d = z )  • T ( z ) = T « ( 1 + T o  f z ) - ( 1 1 2 5
О б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  Н а в ь е  —  С т о к с а  п р е ж н е е  ( 7 .5 3 ) .  П о с к о л ь ­
к у  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  н а  о с и  т р у б к и  н е  м о ж е т  б ы т ь  б е с к о н е ч н о й ,  
п о с т о я н н а я  и н т е г р и р о в а н и я  а  р а в н а  н у л ю .
Д л я  о п р е д е л е н и я  д р у г о й  п о с т о я н н о й  и н т е г р и р о в а н и я  b в о с п о л ь з у е м ­
с я  г р а н и ч н ы м  у с л о в и е м  с к о л ь ж е н и я  ( 1 1 .8 ):
, ( d v z )  1 d T
v ( r  =  r o )  =  — c ” 4 * j  +  c “ " T  l z -  ( 1 1 ' 2 6 )
З н а к  м и н у с  в  п р а в о й  ч а с т и  п е р е д  в я з к о с т н ы м  с к о л ь ж е н и е м  у ч и т ы в а е т ,  
ч т о  в н у т р е н н я я  н о р м а л ь  к  п о в е р х н о с т и  т р у б к и  н а п р а в л е н а  п р о т и в о п о ­
л о ж н о  р а д и у с - в е к т о р у  r .
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В  к и н е т и ч е с к о й  т е о р и и  г а з о в  д л я  м о д е л и  т в е р д ы х  с ф е р и ч е с к и х  м о ­
л е к у л  п о л у ч е н о  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  к и н е м а т и ч е ­
с к о й  в я з к о с т и :  ______
v
Р
1 8 R T
2 V
( 1 1 .2 7 )
З д е с ь  R  —  м о л я р н а я  г а з о в а я  п о с т о я н н а я ;  T  —  а б с о л ю т н а я  т е м п е р а т у р а  
г а з а ;  ц  —  м о л я р н а я  м а с с а  г а з а ;  l —  с р е д н я я  д л и н а  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  
м о л е к у л .
И с п о л ь з у я  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 1 1 .2 6 ) ,  с  у ч е т о м  (1 1 .2 7 )  о п р е д е л и м  
п о с т о я н н у ю  и н т е г р и р о в а н и я :
b
A 1
- 4цГ) ( 1  +  2c™K n ) +  2  Cts
8 R T  l d T  
п ц  T 0 d z
( 1 1 .2 8 )
П о д с т а в л я я  з н а ч е н и я  п о с т о я н н ы х  и н т е г р и р о в а н и я  в  в ы р а ж е н и е  
( 7 .5 3 ) ,  п о л у ч и м
v Z г 1 14ц
r 2
- л  +  2 c m K n  
r 5
dp 1
dZ +  2  Cts
8 R T  l d T  
п ц  T 0 d z
( 1 1 .2 9 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  д в и ж е н и е  г а з а  с т и м у л и р у е т с я  г р а д и е н т а м и  д а в л е ­
н и я  ( п о т о к  П у а з е й л я )  и  т е м п е р а т у р ы  ( т е п л о в о е  с к о л ь ж е н и е ) .  И з  в ы р а ­
ж е н и я  (1 1 .2 9 )  с л е д у е т ,  ч т о  с к о р о с т ь  п у а з е й л е в с к о г о  п о т о к а  г а з а  в  к а ­
п и л л я р е  з а в и с и т  о т  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  и  и м е е т  п а р а б о л и ч е с к и й  
п р о ф и л ь ,  а  с к о р о с т ь  т е п л о в о г о  с к о л ь ж е н и я  о т  к о о р д и н а т  н е  з а в и с и т  
( п л о с к и й  п р о ф и л ь ) .  Э т о т  в ы в о д  с п р а в е д л и в  в н е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я .  
В н у т р и  с л о я  К н у д с е н а  и с т и н н а я  с к о р о с т ь  о б о и х  п о т о к о в  н е  я в л я е т с я  
н и  п а р а б о л и ч е с к о й ,  н и  п л о с к о й ,  а  з а в и с и т  о т  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  
с л о ж н ы м  о б р а з о м .
Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  д а е т  р а з н ы й  в к л а д  в  п о т о к и .  Е с л и  в к л а д  с к о л ь ­
ж е н и я  в  п у а з е й л е в с к и й  п о т о к  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  м а л у ю  д о б а в к у  к  р е ­
з у л ь т а т у  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  т е о р и и ,  т о  т е п л о в о е  с к о л ь ж е н и е  ф о р м и ­
р у е т с я  в н у т р и  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я  и  н е  о п и с ы в а е т с я  в  р а м к а х  г и д р о ­
д и н а м и к и .
Н а й д е м  с и л у  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  п о в е р х н о ­
с т и  т р у б к и  в  н а п р а в л е н и и  о с и  z :
P r П
dvZ
dr r = r  0
r 0 d p
2  d z ’
( 1 1 .3 0 )
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С и л а  т р е н и я  п р и  д в и ж е н и и  г а з а  в д о л ь  с т е н к и  к а п и л л я р а  н е  з а в и с и т  н и  
о т  с к о л ь ж е н и я ,  н и  о т  в я з к о с т и  г а з а .





r 2 л T_ x dp 1
=  — 77°  ( 1  +  4 CmK n )   + -  Cts
8 n d z  2
8 R T  l d T  
п ц  T 0 d z
( 1 1 .3 1 )
Р а с с м о т р и м  э ф ф е к т  т е р м о м о л е к у л я р н о й  р а з н о с т и  д а в л е н и й .  И т а к ,  
г а з  н а х о д и т с я  в  з а к р ы т о м  н а  т о р ц а х  к а п и л л я р е .  Ф и к с и р о в а н н ы й  г р а ­
д и е н т  т е м п е р а т у р ы  в д о л ь  т р у б к и  с т и м у л и р у е т  т е п л о в о е  с к о л ь ж е н и е ,  
к о т о р о е ,  в  с в о ю  о ч е р е д ь ,  п р и в о д и т  к  п е р е р а с п р е д е л е н и ю  д а в л е н и я  г а з а  
в д о л ь  т р у б к и .  В  с т а ц и о н а р н о м  с о с т о я н и и  в  г а з е  у с т а н о в и т с я  г р а д и е н т  
д а в л е н и я  т а к о й ,  ч т о  с т и м у л и р у е м ы й  и м  п у а з е й л е в с к и й  п о т о к ,  у с р е д н е н ­
н ы й  п о  п о п е р е ч н о м у  с е ч е н и ю  к а п и л л я р а ,  к о м п е н с и р у е т  п о т о к  т е п л о в о г о  
с к о л ь ж е н и я ,  к о т о р ы й  в ы з в а л  п о я в л е н и е  г р а д и е н т а  д а в л е н и я .
П р и р а в н и в а я  у с р е д н е н н у ю  п о  с е ч е н и ю  к а п и л л я р а  с к о р о с т ь  д в и ж е ­
н и я  г а з а  (1 1 .3 1 )  н у л ю , с  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  в я з к о с т и  
(1 1 .2 7 )  п о л у ч и м
d p /p o
d T / T o
Y =  5 c ts K n 2 . (1 1 .3 2 )
Е с л и  в  (1 1 .3 2 )  з а м е н и т ь  p 0 и  T 0 с о о т в е т с т в е н н о  н а  p  и  T , а  з а т е м  п р о ­
и н т е г р и р о в а т ь  п о  д а в л е н и ю  в  п р е д е л а х  о т  p i  д о  p 2 и  п о  т е м п е р а т у р е  —  
о т  T i д о  T 2 , п о л у ч и м
p i T A 1
p2 T 2
( 1 1 .3 3 )
Э т а  ф о р м у л а  у с т а н а в л и в а е т  с в я з ь  м е ж д у  т е м п е р а т у р а м и  и  д а в л е н и я м и  
г а з а  н а  т о р ц а х  з а к р ы т о г о  к а п и л л я р а .
Э ф ф е к т  т е р м о м о л е к у л я р н о й  р а з н о с т и  д а в л е н и й  н е о б х о д и м о  у ч и т ы ­
в а т ь  д л я  в в е д е н и я  п о п р а в о к  п р и  и з м е р е н и и  д а в л е н и я  г а з а  в  э к с п е р и м е н ­
т а л ь н ы х  я ч е й к а х ,  т е м п е р а т у р а  к о т о р ы х  о т л и ч н а  о т  т е м п е р а т у р ы  и з м е ­
р и т е л ь н о г о  п р и б о р а .  Э т о  о с о б е н н о  в а ж н о  п р и  н и з к и х  д а в л е н и я х .
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11.4.4. Задача Стокса
З а д а ч а  С т о к с а  о б  о б т е к а н и и  ш а р а  о д н о р о д н ы м  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  
п о т о к о м  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  п р и  м а л ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  
р е ш е н а  р а н е е  ( § 7 . 6 ) .  Д л я  к а с а т е л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  с к о р о с т и  п о т о к а  
н а  п о в е р х н о с т и  ш а р а  б ы л о  п р и н я т о  у с л о в и е  п р и л и п а н и я .  Э т о  с п р а в е д ­
л и в о  д л я  к а п е л ь н ы х  ж и д к о с т е й  и  г а з о в  п р и  д о с т а т о ч н о  м а л ы х  ч и с л а х  
К н у д с е н а  ( K n  <  0 ,0 1 ) ,  к о г д а  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  с у щ е с т в о в а н и е м  к н у д -  
с е н о в с к о г о  с л о я .
Р а с с м о т р и м  о б т е к а н и е  ш а р а  р а д и у с а  r 0 п о т о к о м  р а з р е ж е н н о г о  г а з а  
в  р е ж и м е  с о  с к о л ь ж е н и е м  (0 ,0 1  <  K n  <  0 ,1 ) .  Д л я  э т о г о  д о с т а т о ч н о  
г р а н и ч н о е  у с л о в и е  п р и л и п а н и я  (7 .8 3 )  з а м е н и т ь  у с л о в и е м  в я з к о с т н о г о  
с к о л ь ж е н и я  ( 1 1 .6 ).
Ф у н к ц и и  f  ( r ) ,  g ( r )  и  h ( r ) ,  к о т о р ы е  о п р е д е л я ю т  з а в и с и м о с т ь  о т  р а ­
д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  с о о т в е т с т в е н н о  с о с т а в л я ю щ и х  в е к т о р а  с к о р о с т и  
г а з а  v r , Vq и  д а в л е н и я  р ,  п о л у ч е н ы  и з  о б щ е г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  С т о к с а  
и  д а н ы  в ы р а ж е н и я м и  (7 .9 4 )  и  ( 7 .9 5 ) .  Д в е  п о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я  
о п р е д е л я ю т с я  и з  у с л о в и й  ( 7 .8 7 )  н а  б е с к о н е ч н о м  у д а л е н и и  о т  ш а р а :
D  =  0 , C  =  и .  ( 1 1 .3 4 )
Д в е  д р у г и е  п о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я  о п р е д е л и м  и з  у с л о в и й  н е п р о ­
т е к а н и я  и  с к о л ь ж е н и я :
\ п , ( d v Q V  , 1  d v rf Ы  =  о ,  vq =  -  7  + (1 1 .3 5 )
Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  с к о л ь ж е н и я  з а п и ш е м  с  у ч е т о м  ( 7 .8 5 ) :
g ( r о ) =  c m i [  -  g  +  1  f
* d r  r  r
( 1 1 .3 6 )
r= r  0
П о д с т а в и в  в  (1 1 .3 5 )  и  (1 1 .3 6 )  в ы р а ж е н и я  ( 7 .9 4 )  и  ( 7 .9 5 ) ,  п р и  r  =  r 0 
п о л у ч и м  с и с т е м у  д в у х  л и н е й н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й  д л я  п о с т о ­
я н н ы х  и н т е г р и р о в а н и я  A  и  B . И з  р е ш е н и я  э т и х  у р а в н е н и й  н а х о д и м
A 1  3о r0U
1
1 +  3 c m K n ,
B
3 1 +  2 c m K n
2 roU  1 +  3 c m K n
(1 1 .3 7 )
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Т о г д а  д л я  к о м п о н е н т  в е к т о р а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  п о л у ч и м
Э г о  1 +  2 c m K n  + 1 rg  1 .
2 r  1 +  3 c m K n  2 r 3 1 +  3 c m K n  ’
v e -  1 - T
3 ro  1 +  2 c m K n  1 r g
-'Ш±
1
4  r  1 +  3 c m K n  4  r 3 1 +  3 c m K n
(1 1 .3 8 )
u  s in  в .
Д а в л е н и е  г а з а  н а  п о в е р х н о с т и  ш а р а  о п р е д е л я е т с я  и з  в ы р а ж е н и й  
( 7 .8 8 ) ,  ( 7 .9 5 )  и  (1 1 .3 7 ) :
3 n  1 +  2 c m K n
P  =  P o -  o _ — TT“  u c o s  в  2 r 0 1 +  3 c m K n
(1 1 .3 9 )
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  ш а р  с о  с т о р о н ы  г а з а ,  о п р е д е л я е т с я  и н т е г р и ­
р о в а н и е м  н а п р я ж е н и й  п о  п о в е р х н о с т и  ш а р а  ( 7 .1 0 0 ) :
F z  =  ф  ( P r r  c o s  в  — P r e  s in  в ) г=го d S . ( 1 1 .4 0 )
К о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  ( с м .  п р и л .  B .4 ) :
d v rPr - p  +  2 n  ~ d r ,
P  =  f d v e _  v e  + 1  d v r
re П l  d r  r  r  д в
(1 1 .4 1 )
С  у ч е т о м  (1 1 .3 8 )  н а п р я ж е н и я  н а  п о в е р х н о с т и  ш а р а  о п р е д е л я ю т с я  
с л е д у ю щ и м и  в ы р а ж е н и я м и :
P ( x . 3  n 1  +  6 c mKn
P rr (r  =  r 0 ) =  —p 0 +  - —   -------1— u  cos в ,
2 r 0 1 +  3 c m K n
P re  ( r  =  r o )  =  — 3  ^
1
( 1 1 .4 2 )
u  s in  в .
2 r 0 1 +  3 c m K n
П о д с т а в л я я  (1 1 .4 2 )  в  ( 1 1 .4 0 ) ,  д л я  д е й с т в у ю щ е й  н а  ш а р  с и л ы  н а х о д и м
1 +  2 c m  K n
F z =  6 n r 0n u
1 +  3 c m K n
(1 1 .4 3 )
Формула (11.43) впервые была получена А. Б. Бассе (А. В. Basset,
1961) и носит его имя. По третьему закону Ньютона на газ со стороны
v r
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ш а р а  д е й с т в у е т  р а в н а я  п о  в е л и ч и н е  с и л а ,  н а п р а в л е н н а я  п р о т и в о п о л о ж ­
н о  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а .  Е с л и  р а с с м а т р и в а т ь  д в и ж е н и е  ш а р а  
в  н е п о д в и ж н о м  г а з е  в  н а п р а в л е н и и  о с и  z  с о  с к о р о с т ь ю  и ,  т о  в ы р а ж е н и е  
( 1 1 .4 3 ) ,  в з я т о е  с  п р о т и в о п о л о ж н ы м  з н а к о м ,  о п и с ы в а е т  с и л у  л о б о в о г о  
с о п р о т и в л е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  ш а р  с о  с т о р о н ы  г а з а .
П р и  K n  ^  0  и з  (1 1 .4 3 )  с л е д у е т  ф о р м у л а  С т о к с а .  С  у в е л и ч е н и е м  
ч и с л а  К н у д с е н а  н а ч и н а е т  п р о я в л я т ь с я  с к о л ь ж е н и е ,  к о т о р о е  у м е н ь ш а е т  
с и л у  с о п р о т и в л е н и я .
Е с л и  c m K n  ^  1, т о  и з  (1 1 .4 3 )  и м е е м
В  с л у ч а е  з е р к а л ь н о г о  о т р а ж е н и я  м о л е к у л  н а  п о в е р х н о с т и  ш а р а  п р и  
м а л о м ,  н о  ф и к с и р о в а н н о м  з н а ч е н и и  ч и с л а  К н у д с е н а  c m K n  ^  т о .  Т о г д а  
д е й с т в у ю щ а я  н а  ш а р  с и л а  р а в н а :
ч т о  в  п о л т о р а  р а з а  м е н ь ш е ,  ч е м  п о  з а к о н у  С т о к с а .  Э т о  с в я з а н о  с  т е м ,  
ч т о  н а  п о в е р х н о с т и  ш а р а  о т с у т с т в у е т  н а п р я ж е н и е  т р е н и я ,  и  с и л а  о б у ­
с л о в л е н а  т о л ь к о  н о р м а л ь н ы м  н а п р я ж е н и е м .
11.4.5. Термофорез
Т е р м о ф о р е з  —  я в л е н и е  д в и ж е н и я  м а к р о с к о п и ч е с к и х  ч а с т и ц ,  с т и м у л и ­
р о в а н н о е  н е о д н о р о д н о  н а г р е т ы м  г а з о м .
Г а з  в  ц е л о м  н е п о д в и ж е н ,  в н е ш н и е  с и л ы  о т с у т с т в у ю т .  Ч т о  ж е  з а с т а в ­
л я е т  ч а с т и ц у  д в и г а т ь с я ?  К а к о в а  п р и р о д а  с и л ы ,  к о т о р а я  с т и м у л и р у е т  
э т о  д в и ж е н и е ?  В п е р в ы е  н а  э т и  в о п р о с ы  о т в е т и л  Э п ш т е й н 18.
Р а с с м о т р и м  э т о  я в л е н и е  п р и  м а л ы х  ч и с л а х  К н у д с е н а ,  в  р е ж и м е  с о  
с к о л ь ж е н и е м .  Е с л и  т е п л о п р о в о д н о е  т е л о  п о м е с т и т ь  в  н е о д н о р о д н о  н а ­
г р е т ы й  г а з ,  т о  т е м п е р а т у р а  э т о г о  т е л а  о к а ж е т с я  т а к ж е  н е о д н о р о д н о й .  
С т е п е н ь  н е о д н о р о д н о с т и  з а в и с и т  о т  х а р а к т е р а  в з а и м о д е й с т в и я  м о л е к у л  
г а з а  с  п о в е р х н о с т ь ю  э т о г о  т е л а  и  е г о  т е п л о п р о в о д н о с т и .  Г р а д и е н т  т е м ­
п е р а т у р ы  т е л а  п о р о ж д а е т  с и л у , к о т о р а я  с т и м у л и р у е т  т е п л о в о е  с к о л ь ­
ж е н и е  г а з а  в д о л ь  е г о  п о в е р х н о с т и ,  н а п р а в л е н н о е  в  с т о р о н у  г р а д и е н т а
18E p s t e in  P .  S. Zur T heorie des R adiom eters / /  Zs. Phys. 1929. Bd. 54, № 7 /8 .
S. 537-563.
F z =  6 n r о n u  ( 1  -  c m K n )  . ( 1 1 .4 4 )
F z =  А-ктор и , ( 1 1 .4 5 )
429
т е м п е р а т у р ы .  П о  т р е т ь е м у  з а к о н у  Н ь ю т о н а  н а  т е л о  с о  с т о р о н ы  г а з а  
д е й с т в у е т  р а в н а я  п о  в е л и ч и н е  с и л а ,  н а п р а в л е н н а я  в  с т о р о н у ,  г д е  т е м ­
п е р а т у р а  г а з а  н и ж е .  Е е  н а з ы в а ю т  т е р м о ф о р е т и ч е с к о й  с и л о й .
Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  в ы ч и с л е н и я  т е р м о ф о р е т и ч е с к о й  с и л ы  н е о б х о ­
д и м о  о п р е д е л и т ь  п о л е  т е м п е р а т у р  в  г а з е  (н а л и ч и е  ч а с т и ц ы  и с к а ж а е т  
р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  в  г а з е )  и  в н у т р и  ч а с т и ц ы ,  р а с п р е д е л е н и е  
т е м п е р а т у р ы  п о  п о в е р х н о с т и  ч а с т и ц ы  и  с т и м у л и р у е м о е  и м  т е п л о в о е  
с к о л ь ж е н и е ,  а  з а т е м  о п р е д е л и т ь  н о р м а л ь н о е  и  к а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е н и я  
в  г а з е  н а  п о в е р х н о с т и  ч а с т и ц ы .
П у с т ь  в  г а з е  с о з д а н  в н е ш н и м и  и с т о ч н и к а м и  т е п л а  п о с т о я н н ы й  г р а ­
д и е н т  т е м п е р а т у р ы  V T TO. П о м е с т и м  в  г а з  с ф е р и ч е с к у ю  ч а с т и ц у ,  р а д и у с  
к о т о р о й  r 0 , а  т е п л о п р о в о д н о с т ь  Хр . З д е с ь  и  д а л е е  н и ж н и м  и н д е к с о м  p  
б у д е м  о б о з н а ч а т ь  ф и з и ч е с к и е  в е л и ч и н ы ,  о т н о с я щ и е с я  к  ч а с т и ц е .
К о о р д и н а т н у ю  о с ь  z  в ы б е р е м  в  н а п р а в л е н и и  п о с т о я н н о г о  г р а д и е н т а  
т е м п е р а т у р ы  V T TO, к а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  1 1 .5 .
Р и с .  1 1 .5
О п р е д е л и м  ч и с л о  К н у д с е н а  к а к  о т н о ш е н и е  с р е д н е й  д л и н ы  с в о б о д ­
н о г о  п р о б е г а  м о л е к у л  к  р а д и у с у  ч а с т и ц ы :
K n  =  — . (1 1 .4 6 )
Го
П о л а г а е м  K n  ^  1. П о э т о м у  д в и ж е н и е  г а з а  и  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е ­
р а т у р ы  в  н е м  в н е  к н у д с е н о в с к о г о  с л о я  б у д е м  о п и с ы в а т ь  у р а в н е н и я м и  
Н а в ь е  —  С т о к с а  —  Ф у р ь е  с  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  с к о л ь ж е н и я  и  с к а ч к а  
т е м п е р а т у р ы ;  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  в н у т р и  ч а с т и ц ы  —  у р а в н е н и ­
е м  т е п л о п р о в о д н о с т и .
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С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  в б л и з и  ч а с т и ц ы ,  с т и м у л и р у е м а я  н е о д н о ­
р о д н о с т ь ю  т е м п е р а т у р ы  е е  п о в е р х н о с т и ,  з а в е д о м о  м а л а . С л е д о в а т е л ь н о ,  
м а л о  и  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а .  П о э т о м у  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  у д о в л е т в о ­
р я е т  у р а в н е н и ю  С т о к с а  (7 .7 9 ) :
П A v  =  V p . (1 1 .4 7 )
П л о т н о с т ь  т е п л о в о г о  п о т о к а  и  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  в  г а з е  
о п и с ы в а ю т с я  с л е д у ю щ и м и  у р а в н е н и я м и :
q  =  - A V T ,  A T  =  0 , ( 1 1 .4 8 )
г д е  A —  к о э ф ф и ц и е н т  т е п л о п р о в о д н о с т и  г а з а .
П л о т н о с т ь  т е п л о в о г о  п о т о к а  и  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  в  ч а с т и ц е  
о п р е д е л я ю т с я  у р а в н е н и я м и
q p =  — ApV Tp, ATp = 0. ( 1 1 .4 9 )
И н д е к с  p о т н о с и т с я  к  п а р а м е т р а м  ч а с т и ц ы .
В в е д е м  с ф е р и ч е с к у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т  ( r ,  в, <̂ ) ,  к а к  п о к а з а н о  н а  
р и с .  7 .8 .
И с п о л ь з у я  в т о р у ю  г и п о т е з у  Б и р к г о ф а ,  п о л а г а е м ,  ч т о  в с е  ф и з и ч е ­
с к и е  в е л и ч и н ы  з а в и с я т  т о л ь к о  о т  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  r  и  п о л я р н о г о  
у г л а  в . Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  я в л я е т с я  о с е с и м м е т р и ч н о й .
Т е м п е р а т у р у  в  ц е н т р е  ч а с т и ц ы  и  г а з а  в  п л о с к о с т и ,  п е р п е н д и к у л я р ­
н о й  о с и  z  и  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  ц е н т р  ч а с т и ц ы ,  о б о з н а ч и м  T 0 .
Д л я  в ы ч и с л е н и я  с и л ы  т е р м о ф о р е з а  п о л а г а е м ,  ч т о  н а  б о л ь ш о м  у д а ­
л е н и и  о т  ч а с т и ц ы  г а з  н е п о д в и ж е н .  Т о г д а  п р и  r  ^  ж  д л я  т е м п е р а т у р ы  
г а з а  и  с к о р о с т и  е г о  д в и ж е н и я  в ы п о л н я ю т с я  с л е д у ю щ и е  у с л о в и я :
T  =  T 0 +  |VT ^ |r  cos в, v  =  0 . ( 1 1 .5 0 )
Т е п е р ь  з а п и ш е м  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  н а  п о в е р х н о с т и  с ф е р ы .  
О б о з н а ч и м  п о к а  н е и з в е с т н у ю  т е м п е р а т у р у  п о в е р х н о с т и  ч а с т и ц ы  Tw:
T w (в ) =  T p(r  =  Го, в ) . ( 1 1 .5 1 )
О н а  б у д е т  о п р е д е л е н а  в  х о д е  р е ш е н и я  з а д а ч и .  Ф и к т и в н а я  т е м п е р а т у р а  
г а з а  Ts, п о л у ч е н н а я  п р о д о л ж е н и е м  т е м п е р а т у р ы  и з  о б л а с т и  Н а в ь е  —
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Стокса в слой Кнудсена, в соответствии с (11.9) связана с температурой 
Tw соотношением
T —T S T w
r = r  0
Ts =  T (r =  ro). (11.52)
В стационарном состоянии радиальные составляющие векторов по­
тока тепла в газе и внутри частицы на ее поверхности должны быть 
равны. В противном случае температура поверхности частицы с тече­
нием времени будет изменяться. Условие непрерывности радиального 
потока тепла на поверхности частицы:
Скорость движения газа вдоль поверхности сферы включает вяз­
костное и тепловое скольжения:
Распределения температуры в газе (T ) и частице (Tp) описываются 
уравнениями (11.48) и (11.49). С учетом осевой симметрии эти уравне­
ния записываются в виде
Вид граничных условий (11.50), (11.52) и (11.53) позволяет полагать 
следующую угловую зависимость температур:
(11.53)
Условие непротекания:
vr (r =  r0) =  0. (11.54)
(11.55)
+  cts v dTsroTo д в .
(11.56)
(11.57)
T (r , в) =  To +  f  (r) cos в, Tp(r, в) =  To +  fp(r) cos в, (11.58)
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г д е  f  ( r ) ,  f p ( r ) —  н е к о т о р ы е  ф у н к ц и и  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы ,  к о т о р ы е  
н у ж н о  о п р е д е л и т ь .
П р и н я т у ю  у г л о в у ю  з а в и с и м о с т ь  м о ж н о  п о к а з а т ь  с т р о г о ,  п р е д с т а в и в  
т е м п е р а т у р ы  T  и  T p в  в и д е  р а з л о ж е н и я  в  р я д  п о  п о л и н о м а м  Л е ж а н д р а  
P n (c o s  в )  и  и с п о л ь з у я  у с л о в и е  о р т о г о н а л ь н о с т и  э т и х  п о л и н о м о в .
П о л у ч и м  р е ш е н и е  д л я  т е м п е р а т у р ы  г а з а .  О б щ е е  р е ш е н и е  д л я  т е м ­
п е р а т у р ы  ч а с т и ц ы  б у д е т  и м е т ь  т а к о й  ж е  в и д .
П о д с т а в и м  в ы р а ж е н и е  (1 1 .5 8 )  в  у р а в н е н и е  (1 1 .5 6 ) .  В  р е з у л ь т а т е  п о ­
л у ч и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  д л я  ф у н к ц и и  f ( r ) :
d  ( r 2 f
d r  V d r
2 f  =  0 .
Ч а с т н ы е  р е ш е н и я  э т о г о  у р а в н е н и я  б у д е м  и с к а т ь  в  в и д е
f  ( r )  =  r k .
П о д с т а в и в  э т о  в  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е ,  п о л у ч и м
k ( k  +  1 ) -  2  =  0
и л и
(k  -  1 ) ( k  +  2 ) = 0 ,
т. е . k  д о л ж н о  п р и н и м а т ь  с л е д у ю щ и е  з н а ч е н и я :
k  =  1 , k  =  - 2 .
С л е д о в а т е л ь н о ,  ч а с т н ы м и  р е ш е н и я м и  б у д у т
f i =  r ,  f 2 =  “ 2 .
О б щ е е  р е ш е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  и м е е т  в и д
b
f  ( r )  =  a r  +  — . ( 1 1 .5 9 )
О б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (1 1 .5 7 )  д л я  т е м п е р а т у р ы  ч а с т и ц ы  з а п и ­
с ы в а е т с я  а н а л о г и ч н о :
b
f P(r ) =  apr +  r2. (11.60)
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П о с к о л ь к у  т е м п е р а т у р а  в  ц е н т р е  ч а с т и ц ы  н е  м о ж е т  б ы т ь  б е с к о н е ч ­
н о й ,  т о  bp =  0 . Н е и з в е с т н ы е  п о с т о я н н ы е  a ,  b, a p о п р е д е л и м  и з  г р а н и ч н ы х  
у с л о в и й  ( 1 1 .5 0 ) ,  (1 1 .5 2 )  и  (1 1 .5 3 ) .
И з  у с л о в и я  (1 1 .5 0 )  и м е е м
a  =  | V T U
И з  у р а в н е н и я  н е п р е р ы в н о с т и  р а д и а л ь н о г о  п о т о к а  т е п л а  (1 1 .5 3 )  п о ­
л у ч и м
2  Л
Л а р + 3b =  lV T » l> Л  =  ~т~, Г0 Л
( 1 1 .6 1 )
г д е  Л  — б е з р а з м е р н ы й  п а р а м е т р  т е п л о п р о в о д н о с т и ,  о п р е д е л я е м ы й  о т ­
н о ш е н и е м  к о э ф ф и ц и е н т а  т е п л о п р о в о д н о с т и  ч а с т и ц ы  к  к о э ф ф и ц и е н т у
т е п л о п р о в о д н о с т и  г а з а .
Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  с к а ч к а  т е м п е р а т у р ы  (1 1 .5 2 )  д а е т
b
а р -------о ( 1  +  2 ст K n )  =  ( 1  -  ст K n )  |VT ^ |.
r o
( 1 1 .6 2 )
Ч и с л о  К н у д с е н а  о п р е д е л е н о  в  ( 1 1 .4 6 ) .
Р е ш е н и е  с и с т е м ы  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й  (1 1 .6 1 )  
с л е д у ю щ и е  з н а ч е н и я  п о с т о я н н ы х  b и  а р :
и  (1 1 .6 2 )  д а е т
Ъ =  1 -  Л ( 1  -  с' т K n )  V T  1 r 0
2 +  Л  +  2 Л с т K n  |V те| 0,
( 1 1 .6 3 )
3
ар =  2 +  Л  +  2 Л с т K n  |VT ^
(1 1 .6 4 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  р а с п р е д е л е н и я  т е м п е р а т у р  в  г а з е  и  ч а с т и ц е  о п р е д е -
л я ю т с я  с л е д у ю щ и м и  в ы р а ж е н и я м и :
b
Т ( r , 9 )  =  Т о +  |VT ^ |r  c o s  в  +  — c o s  в , ( 1 1 .6 5 )
T p ( r ,  в )  =  Т 0 +  a pr  c o s  в. ( 1 1 .6 6 )
И з  (1 1 .6 4 )  с л е д у е т
ap (Л  —— оо) —— 0. (1 1 .6 7 )
434
С л е д о в а т е л ь н о ,  ч е м  т е п л о п р о в о д н о с т ь  ч а с т и ц ы  б о л ь ш е  т е п л о п р о в о д н о ­
с т и  г а з а ,  т е м  н е о д н о р о д н о с т ь  т е м п е р а т у р ы  ч а с т и ц ы  м е н ь ш е ,  а  в  п р е д е л е  
Л  ^  ж  т е м п е р а т у р а  ч а с т и ц ы  о д н о р о д н а  и  р а в н а  T 0 .
Р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  в б л и з и  ч а с т и ц ы  о п и с ы в а е т ­
с я  у р а в н е н и е м  С т о к с а  (1 1 .4 7 )  и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  н е п р о т е к а н и я  
(1 1 .5 4 )  и  с к о л ь ж е н и я  ( 1 1 .5 5 ) .
О б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  С т о к с а  ( 7 .8 5 ) ,  ( 7 .8 8 ) ,  ( 7 .9 4 )  и  ( 7 .9 5 )  п о л у ­
ч е н о  в  § 7 .6 . П о с к о л ь к у  н а  б о л ь ш о м  у д а л е н и и  о т  ч а с т и ц ы  г а з  н е п о д в и ­
ж е н  ( 1 1 .5 0 ) ,  п о с т о я н н ы е  C  и  D  в  э т и х  в ы р а ж е н и я х  р а в н ы  н у л ю . Т о г д а  
о б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  С т о к с а  д л я  к о м п о н е н т  в е к т о р а  с к о р о с т и  г а з а  




-------+ “ 3r  r  з
( B  -
V 2 r
c o s  в ,
A  
2  r 3
s in  в .
( 1 1 .6 8 )
И з  у с л о в и я  н е п р о т е к а н и я  (1 1 .5 4 )  и м е е м
A  =  - B r g . (1 1 .6 9 )
П о с т о я н н у ю  B  о п р е д е л и м  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  с к о л ь ж е н и я  
( 1 1 .5 5 ) ,  з а м е н и в  в  п р о и з в о д н о й  п о  у г л у  в  т е м п е р а т у р у  T s е е  в ы р а ж е ­
н и е м  ч е р е з  т е м п е р а т у р н ы й  с к а ч о к  (1 1 .5 2 )  и  и с п о л ь з у я  ( 1 1 .6 3 ) —(1 1 .6 6 ) :
d T s д
д в  д в
Tw, +  CT Ц f  )
r= r  0
=  — 3 r 0
1  +  Л с т K n  
2 +  Л  +  2 Л с т  K n
|V T ^ |  s in  в .
В  р е з у л ь т а т е  и з  (1 1 .5 5 )  п о л у ч и м
D о 1  +  Л с Т K n  | V T ^  1 h 1  ^
B  =  3c ‘s V r o ( 1  +  3CmK n ) ( 2  +  Л  +  2 Л с т K n )  " V T ' ( 1 L 7 0 )
Р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я  г а з а  н а  п о в е р х н о с т и  ч а с т и ц ы :
B
p  =  p 0 +  p ~ 2 c o s  в .  ( 1 1 .7 1 )
r 0
К о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  н а  п о в е р х н о с т и  ч а с т и ц ы  в ы ч и с л я ­
ю т с я  п о  ф о р м у л а м  (1 1 .4 1 ) .  В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч и м
3BPrr ( r o )  =  - p o  +  — ^  П c o s  в, 
r 5 
3BPre(ro) =  —  П s in  в.
( 1 1 .7 2 )
0
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Подставив эти выражения в формулу (11.40) и проинтегрировав по 
поверхности сферы, получим следующее выражение для термофорети- 
ческой силы:
Ftz =  -4ппВ, (11.73)
или в векторной форме с учетом (11.70):
Ft
1 2 n r/ucts r о (1  +  Л е т  Kn) V T »
(1  +  3 c m Kn) ( 2  +  Л  +  2 Л е т  Kn) T 0
(11.74)
Эта формула впервые получена Броком19. Знак минус показывает, 
что термофоретическая сила стимулирует движение макроскопической 
частицы из более нагретой области газа в менее нагретую область. Это 
используется в устройствах по осаждению аэрозолей на холодных по­
верхностях, в так называемых термопреципитаторах.
Линейная зависимость термофоретической силы от радиуса частицы 
при малых числах Кнудсена и градиента температуры подтверждается 
всеми имеющимися экспериментальными исследованиями.
Если частица движется равномерно и прямолинейно, то результи­
рующая приложенных к ней сил равна нулю. Термофоретическая сила 
скомпенсирована силой лобового сопротивления:
Ftz +  Fz =  0. (11.75)
Термофоретическая сила стимулирует движение частицы противо­
положно направлению градиента температуры. Следовательно, сила 
лобового сопротивления направлена по градиенту температуры. Кро­
ме того, учтем, что в выражении (11.43) u — скорость набегающего 
потока газа относительно неподвижной частицы. Тогда, в соответствии 
с правилом Галилея сложения скоростей, скорость движения частицы 
относительно неподвижного газа (скорость термофореза) будет равна:
uT =  —u. (11.76)
Из (11.75) с учетом (11.43) и (11.74) следует
= _________ 2vcts (1 +  Лет Kn) VT^  (1177)
UT (1 +  2cmKn)(2 +  Л +  2Лcт Kn) To . ( . )
19 B r o c k  J. R .  O n  the th eory  o f therm al forces acting on  aerosol particles / /  J. C ollo id  
Sci. 1962. Vol. 17. P. 7 6 8 -7 8 0 .
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Скорость термофореза зависит от вязкостного и теплового сколь­
жения, а также от скачка температуры. Но определяющим механизмом  
явления термофореза является тепловое скольжение газа. Если бы тем­
пература газа вдоль поверхности частицы была однородной, то не было 
бы теплового скольжения и, как следствие, не было бы термофореза. 
Чем больше кинематическая вязкость газа, тем больше скорость теп­
лового скольжения и, следовательно, больше скорость термофоретиче- 
ского движения частицы.
Контрольные вопросы
1. Что такое разреженный газ? До каких максимальных давлений модель 
разреженного газа работает?
2. Что такое число Кнудсена?
3. Что представляет собой кнудсеновский слой?
4. Каков критерий применимости уравнений гидродинамики и теплопро­
водности к описанию явлений переноса в разреженных газах?
5. Обоснуйте существование скольжения и температурного скачка.
6. Как вводятся скольжение и температурный скачок?
7. Каков физический механизм теплового скольжения?
8. Как изменяются величины скачка температуры и вязкостного сколь­
жения при увеличении доли зеркально отраженных молекул?
9. Как влияет учет кнудсеновского слоя на силу трения между движу­
щимся газом и ограничивающей его поверхностью?
10. Как влияет учет кнудсеновского слоя на интенсивность теплообмена 
между газом и телом?
11. Как влияет учет кнудсеновского слоя на расход газа через трубку?
12. В чем состоит явление термомолекулярной разности давлений? Каков 
физический механизм этого явления?
13. Как влияет учет кнудсеновского слоя на силу сопротивления при мед­
ленном обтекании газом шарика?
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14. В чем состоит явление термофореза?
15. Как зависят сила и скорость термофореза от отношения коэффициен­
тов теплопроводности частицы и газа?
16. Как сила и скорость термофореза зависят от радиуса частицы в режиме 
со скольжением?
17. Почему термофоретическая скорость частицы направлена против гра­
диента температуры в газе?
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Глава 12
Газовая динамика
Д в и ж е н и е  г а з а  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  д в и ж е н и е  н е с ж и м а е м о й  ж и д ­
к о с т и  л и ш ь  п р и  с к о р о с т я х ,  с у щ е с т в е н н о  м е н ь ш и х  с к о р о с т и  р а с п р о с т р а ­
н е н и я  в  г а з е  м а л ы х  в о з м у щ е н и й  ( с к о р о с т ь  з в у к а ) .  П р и  с к о р о с т я х ,  р а в ­
н ы х  и л и  б о л ь ш и х  с к о р о с т и  з в у к а ,  д в и ж е н и е  г а з а  н а с т о л ь к о  с п е ц и ф и ч н о ,  
ч т о  о н о  я в л я е т с я  п р е д м е т о м  и з у ч е н и я  с п е ц и а л ь н о г о  р а з д е л а  м е х а н и к и  
с п л о ш н о й  с р е д ы  —  г а з о в о й  д и н а м и к и .
Д в и ж е н и е  г а з а  п р и  б о л ь ш и х  с к о р о с т я х  б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  
д в и ж е н и е  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и .
12.1. Скорость звука
И з в е с т н о ,  ч т о  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  м а л ы х  в о з м у щ е н и й  в  с п л о ш ­
н о й  с р е д е  и л и  с к о р о с т ь  з в у к а  о п р е д е л я е т с я  п р о и з в о д н о й  д а в л е н и я  с р е ­
д ы  п о  е е  п л о т н о с т и  п р и  п о с т о я н н о й  э н т р о п и и :
c ( д Л
\ д р ) s '
( 1 2 . 1 )
Д л я  и д е а л ь н о г о  г а з а ,  п о л а г а я ,  ч т о  с ж а т и е  е г о  э л е м е н т о в  о б ъ е м а  п р о ­
и с х о д и т  а д и а б а т и ч е с к и ,  с  у ч е т о м  у р а в н е н и я  с о с т о я н и я  К л а п е й р о н а  —  
М е н д е л е е в а  и м е е м
/  д р \  p








R T  
Y —  
Р
( 1 2 .2 )
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В  ф о р м у л а х  (1 2 .2 )  7  —  п о к а з а т е л ь  а д и а б а т ы  П у а с с о н а ;  C p , C v —  
т е п л о е м к о с т и  п р и  п о с т о я н н о м  д а в л е н и и  и  о б ъ е м е  с о о т в е т с т в е н н о ;  р  —  
м о л я р н а я  м а с с а  г а з а ;  R  =  8 , 3 1 4  Д ж / ( м о л ь • К )  —  у н и в е р с а л ь н а я  г а з о в а я  
п о с т о я н н а я .
Д л я  п о к а з а т е л я  а д и а б а т ы  э л е м е н т а р н а я  м о л е к у л я р н о - к и н е т и ч е с к а я  
т е о р и я  д а е т  с л е д у ю щ е е  с о о т н о ш е н и е :
N  +  2
7  =  N  ’
г д е  N  —  ч и с л о  с т е п е н е й  с в о б о д ы  м о л е к у л ы  г а з а .  Т а к ,  д л я  о д н о а т о м н о г о  
г а з а  N  =  3 , 7  =  5 / 3  ~  1, 6 7 , д л я  д в у х а т о м н о г о  —  N  =  5 , 7  =  7 / 5  ~  1, 4  и  
т. д .
С р а в н и в а я  с к о р о с т ь  з в у к а  с о  с р е д н е й  т е п л о в о й  с к о р о с т ь ю  м о л е к у л ,  
v t =  ( 8 R T / п р ) 1/2, в и д и м ,  ч т о  о н и  п р и м е р н о  р а в н ы . Э т о г о  и  с л е д о в а ­
л о  о ж и д а т ь ,  п о с к о л ь к у  в с я к о е  в з а и м о д е й с т в и е  м е ж д у  д в у м я  с о с е д н и м и  
м а к р о с к о п и ч е с к и м и  э л е м е н т а м и  о б ъ е м а  г а з а  п р о и с х о д и т  т о л ь к о  ч е р е з  
с т о л к н о в е н и я  м о л е к у л .  С л е д о в а т е л ь н о ,  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  т а ­
к о г о  в з а и м о д е й с т в и я  ( с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  м а л ы х  в о з м у щ е н и й )  
б у д е т  п р о и с х о д и т ь  с о  с р е д н е й  с к о р о с т ь ю  д в и ж е н и я  с а м и х  м о л е к у л .
И з  э л е м е н т а р н о й  к и н е т и ч е с к о й  т е о р и и  и д е а л ь н о г о  г а з а  с л е д у е т ,  ч т о  
в е л и ч и н ы  п о к а з а т е л я  а д и а б а т ы  7  и  т е п л о е м к о с т и  н е  з а в и с я т  о т  т е м п е ­
р а т у р ы  и  д а в л е н и я  г а з а .  Х о т я  э к с п е р и м е н т  п о к а з ы в а е т  с л а б у ю  з а в и с и ­
м о с т ь  в е л и ч и н  у ,  C p , C v о т  т е м п е р а т у р ы  и  д а в л е н и я  г а з а ,  в  б о л ь ш и н с т в е  
г а з о д и н а м и ч е с к и х  з а д а ч  э т о й  з а в и с и м о с т ь ю  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .
П о с к о л ь к у  с к о р о с т ь  з в у к а  в  г а з е  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  т е м п е р а т у р ы ,  
т о  в о  в с е х  т е р м о д и н а м и ч е с к и х  ф о р м у л а х  и  с о о т н о ш е н и я х  м ы  м о ж е м  
т е м п е р а т у р у  з а м е н и т ь  с к о р о с т ь ю  з в у к а .
И з  о с н о в н о г о  т е р м о д и н а м и ч е с к о г о  р а в е н с т в а  д л я  е д и н и ц ы  м а с с ы  г а ­
з а  и м е е м
dQ =  deB«  +  pdV, с у =  (  =  ^  , £вн =  с уТ, (1 2 .3 )
г д е  Су , cp —  у д е л ь н ы е  т е п л о е м к о с т и  п р и  п о с т о я н н о м  о б ъ е м е  и  д а в л е н и и  
с о о т в е т с т в е н н о ;  V  —  о б ъ е м  е д и н и ц ы  м а с с ы  г а з а .
Д а л е е ,  д л я  э н т а л ь п и и  е д и н и ц ы  м а с с ы  г а з а  и м е е м
R T
h  =  £вн +  p V  =  Су Т  +----------=  СрТ .  (1 2 .4 )
d
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В  в ы р а ж е н и и  ( 1 2 .4 )  и с п о л ь з о в а н ы  ф о р м у л а  Р . М а й е р а  и  у р а в н е н и е  с о ­












Y  p V
Y — 1 T
Су
1  P V  2 Р  т ,
---------7 -тр-, c  — Y -  — Y P V
Y — 1  T  Р
(1 2 .5 )
И з  с о о т н о ш е н и й  ( 1 2 .3 ) — ( 1 2 .5 )  и м е е м  с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я  д л я  
в н у т р е н н е й  э н е р г и и ,  э н т а л ь п и и  и  э н т р о п и и  е д и н и ц ы  м а с с ы  и д е а л ь н о ­
г о  г а з а :
С
h
— Су T — p V  c 2
Y  — 1  Y  (Y  — 1)
rp Y P V
c PT  —  ---------7
Y  — 1 Y  — 1
Sm — Су ln  .Р1
вн
С ( 1 2 .6 )
12.2. Параметры газа в заторможенном 
потоке
П р и  б о л ь ш и х  с к о р о с т я х  д в и ж е н и е  г а з а  в н е  т о н к о г о  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  
м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  д в и ж е н и е  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  л и ш е н н о й  
в я з к о с т и  и  т е п л о п р о в о д н о с т и .  Т о г д а  д в и ж е н и е  г а з а  б у д е т  и з э н т р о п и ч е -  
с к и м  и  д л я  л ю б о й  л и н и и  т о к а  с п р а в е д л и в о  у р а в н е н и е  Б е р н у л л и
v2
2
+  h c o n s t .
Н а й д е м  п л о т н о с т ь ,  д а в л е н и е  и  т е м п е р а т у р у  г а з а  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  н а  
о б т е к а е м о м  т е л е .  Е с л и  и н д е к с о м  « т о »  о б о з н а ч и т ь  з н а ч е н и я  ф и з и ч е с к и х  
в е л и ч и н  в  н а б е г а ю щ е м  п о т о к е ,  а  и н д е к с о м  « 0 »  —  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е ,  





v 4  +  _ ^ _ p ~  — Y  Р о
2 Y  — 1 Pro  Y  — 1 Ро (12.7)
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О т с ю д а  и м е е м
Ро_ р ж  =  1 +  Y  -  1 v 2 р ж  =  1 +  Y  -  1 V L
Р ж  р 0 2 y  2  Ссо
( 1 2 .8 )
О б о з н а ч и м  о т н о ш е н и е  v / с  =  М . З д е с ь  v  —  с к о р о с т ь  г а з а  в  н е к о т о ­
р о й  т о ч к е  п о т о к а ;  c  —  с к о р о с т ь  з в у к а  в  э т о й  ж е  т о ч к е .  Б е з р а з м е р н а я  
в е л и ч и н а  М , х а р а к т е р и з у ю щ а я  о т н о ш е н и е  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  к  
с к о р о с т и  з в у к а ,  н а з ы в а е т с я  ч и с л о м  М а х а  и л и  ч и с л о м  М а и е в с к о г о .  Д л я  







Р<Х Р<Х f  Рж \
рж р0 \Ро )
1  +





Н е т р у д н о  п о л у ч и т ь  а н а л о г и ч н у ю  ф о р м у л у  д л я  п л о т н о с т и  г а з а :
Ро
Р Ж




( 1 2 . 1 0 )
В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  у р а в н е н и е м  К л а п е й р о н а  —  М е н д е л е е в а ,  и м е е м
_ Т  „  _ Y  ^  Т о   Ро ржР0 Т ор о? Рж T ж p ж , 77л *
р  р  Т ж рж ро
Т о г д а  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 1 2 .8 )  п о л у ч и м
Y  =  1 +  Y - 1  M L *  ( 1 2 . 1 1 )
Т е м п е р а т у р а  т о р м о ж е н и я
Т е м п е р а т у р а  г а з а  Т о  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  н а  о б т е к а е м о м  т е л е  н а з ы в а ­
е т с я  т е м п е р а т у р о й  т о р м о ж е н и я .  П р и  б о л ь ш и х  с к о р о с т я х  д в и ж е н и я  
г а з а  т е м п е р а т у р а  т о р м о ж е н и я  м о ж е т  о к а з а т ь с я  з н а ч и т е л ь н о й .  Т а к ,  н а ­
п р и м е р ,  е с л и  с п у т н и к  п р и  т о р м о ж е н и и  в х о д и т  в  а т м о с ф е р у  с о  с к о р о ­
с т ь ю  ~  4 0 0 0  м / с ,  т о  ч и с л о  М а х а  р а в н о  п р и м е р н о  10 . Т о г д а  п о  ф о р м у л е
( 1 2 . 1 1 ) и м е е м  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  т е м п е р а т у р у ,  р а в н у ю
Y =  1,4; То -  21 Тж*
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Е с л и  Т те =  3 0 0  К ,  т о  т е м п е р а т у р а  т о р м о ж е н и я  р а в н а  п р и м е р н о  6 0 0 0  К .  
П р и  т а к о й  т е м п е р а т у р е  п о в е р х н о с т ь  с п у т н и к а  о п л а в л я е т с я ,  и  е с л и  о н  н е  
с г о р а е т ,  т о  т о л ь к о  б л а г о д а р я  к р а т к о с р о ч н о с т и  в о з д е й с т в и я  и  т е п л о о б м е ­
н у  с  о к р у ж а ю щ е й  с р е д о й .  П р и ч е м  т а к а я  т е м п е р а т у р а  б у д е т  н е  т о л ь к о  в  
к р и т и ч е с к о й  т о ч к е ,  н о  и  н а  в с е й  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е м о г о  т е л а ,  п р е ж д е  
в с е г о  з а  с ч е т  е г о  т е п л о п р о в о д н о с т и .  Д л я  с о х р а н е н и я  с п у т н и к а  п р и м е ­
н я ю т с я  с п е ц и а л ь н ы е  з а щ и т н ы е  к о н у с ы ,  к о т о р ы е  с г о р а ю т  в  а т м о с ф е р е ,  
з а б и р а я  в с е  т е п л о ,  в ы д е л я ю щ е е с я  п р и  т о р м о ж е н и и .
Т е м п е р а т у р а  с т е н о к  а э р о д и н а м и ч е с к о й  т р у б ы  б у д е т  р а в н а  т е м п е р а ­
т у р е  н е п о д в и ж н о г о  г а з а  н а  в х о д е  в  т р у б у ,  т а к  к а к  в  о б ъ е м е  г а з а  и  н а  
с т е н к е  т р у б ы  с к о р о с т ь  г а з а  р а в н а  н у л ю . Г а з  п р и  в х о д е  в  т р у б у  р а с ш и р я ­
е т с я  и  п о т о м у  о х л а ж д а е т с я ,  н о  п р и  т о р м о ж е н и и  н а  с т е н к а х  т р у б ы  с н о в а  
н а г р е в а е т с я  д о  п е р в о н а ч а л ь н о й  т е м п е р а т у р ы .
П р и  о б т е к а н и и  в ы п у к л о г о  т е л а  с к о р о с т ь  г а з а  в  м и д е л е в о м  с е ч е н и и  
б у д е т  м а к с и м а л ь н а ,  а  е г о  т е м п е р а т у р а  м и н и м а л ь н а .  Э т о  с л е д у е т  н е п о ­






+  c p Т c o n s t .
Э т и м  м о ж н о  о б ъ я с н и т ь  о б р а з о в а н и е  п е л е н ы  з а  с а м о л е т о м  п р и  п о л е т е  
в  в о з д у х е ,  д о с т а т о ч н о  н а с ы щ е н н о м  в л а г о й .  Е с л и  т е м п е р а т у р а  в о з д у х а  
н е с к о л ь к о  б о л ь ш е  т е м п е р а т у р ы  к о н д е н с а ц и и ,  т о  п о н и ж е н и е  т е м п е р а ­
т у р ы ,  с о з д а в а е м о е  д в и ж е н и е м  с а м о л е т а ,  м о ж е т  о к а з а т ь с я  д о с т а т о ч н ы м  
д л я  к о н д е н с а ц и и  и  о б р а з о в а н и я  з а  н и м  х а р а к т е р н о й  п е л е н ы .
Т е р м о м е т р ,  п о г р у ж е н н ы й  в  д в и ж у щ и й с я  г а з ,  н е  п о к а ж е т  т е м п е р а ­
т у р у  г а з а ,  а  п о к а ж е т  т е м п е р а т у р у  т о р м о ж е н и я .  Т а к ,  н а п р и м е р ,  т е р ­
м о м е т р ,  п о м е щ е н н ы й  в  в о з д у х  ( у  =  1 ,4 ; c  =  3 4 0 м / с ) ,  д в и ж у щ и й с я  с о  
с к о р о с т ь ю  7 0  м / с ,  п о к а ж е т  т е м п е р а т у р у
Т о Т -L Гх 1  +  0 , 2
7 0  \ 
3 4 0  )
2
-  1 ,0 0 8  Т те .
Е с л и  т е м п е р а т у р а  в о з д у х а  Т те р а в н а  3 0 0  К ,  т о  т е р м о м е т р  п о к а ж е т  т е м ­
п е р а т у р у  н а  2 ,4  К  б о л ь ш у ю ,  ч е м  р е а л ь н а я  т е м п е р а т у р а  и л и  т е м п е р а ­
т у р а ,  к о т о р у ю  о н  п о к а з а л  б ы ,  е с л и  б ы  д в и г а л с я  в м е с т е  с  в о з д у х о м  с о  
с к о р о с т ь ю  70  м / с .
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12.3. Стационарный одномерный поток 
сжимаемого газа
Р а с с м о т р и м  л и н и ю  т о к а ,  к о т о р а я  н а ч и н а е т с я  в  н е п о д в и ж н о м  г а з е ,  н а ­
п р и м е р ,  в  н е к о т о р о м  с о с у д е ,  с о д е р ж а щ е м  н е п о д в и ж н ы й  г а з ,  в ы т е к а ю ­
щ и й  и з  э т о г о  с о с у д а  в  о к р у ж а ю щ е е  п р о с т р а н с т в о .  Д л я  т а к о й  л и н и и  т о к а  
м о ж н о  н а  о с н о в а н и и  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и  з а п и с а т ь
v 2 ____________
—  +  h  =  h o ,  v  =  — h ) , ( 1 2 . 1 2 )
г д е  h 0 —  э н т а л ь п и я  е д и н и ц ы  м а с с ы  н е п о д в и ж н о г о  г а з а .  С к о р о с т ь  д в и ­
ж е н и я  г а з а  б у д е т  м а к с и м а л ь н о й  п р и  h  =  0 . П о с к о л ь к у  h  =  срТ ,  т о  э т о ,  
в  с в о ю  о ч е р е д ь ,  в о з м о ж н о  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  а б с о л ю т н а я  т е м п е р а т у р а  
г а з а  с т а н е т  р а в н о й  н у л ю :
vm 2 с °  




( 1 2 .1 3 )
И з  в ы в о д а  в и д н о ,  ч т о  vm  —  э т о  м а к с и м а л ь н а я  с к о р о с т ь  н а п р а в л е н ­
н о г о  д в и ж е н и я ,  к о т о р а я  м о ж е т  б ы т ь  п о л у ч е н а  п р и  и с т е ч е н и и  г а з а  и з  
с о с у д а .  Х а р а к т е р н о ,  ч т о  о н а  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  т е м п е р а т у р ы  г а з а  в  с о с у ­
д е ,  н о  н е  з а в и с и т  о т  д а в л е н и я  в  н е м . П р и  э т о м  а б с о л ю т н а я  т е м п е р а т у р а  
в ы т е к а ю щ е г о  г а з а  д о л ж н а  р а в н я т ь с я  н у л ю .
Д а л е е  р а с с м о т р и м  н е к о т о р у ю  л и н и ю  т о к а .  И з  у р а в н е н и я  Б е р н у л ­
л и  с л е д у е т ,  ч т о  п р и  у в е л и ч е н и и  с к о р о с т и  в д о л ь  л и н и и  т о к а  т е м п е р а т у ­
р а  г а з а  у м е н ь ш а е т с я ,  а  с л е д о в а т е л ь н о ,  у м е н ь ш а е т с я  и  с к о р о с т ь  з в у к а .  
М о ж е т  о к а з а т ь с я ,  ч т о  в  к а к о й - т о  т о ч к е  р а с с м а т р и в а е м о й  л и н и и  т о к а  
с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  с т а н е т  р а в н о й  с к о р о с т и  з в у к а  в  э т о й  т о ч к е .  
С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а ,  р а в н а я  м е с т н о й  с к о р о с т и  з в у к а ,  н а з ы в а е т с я  
к р и т и ч е с к о й  с к о р о с т ь ю  с* . К р и т и ч е с к а я  с к о р о с т ь  м о ж е т  б ы т ь  н а й д е н а  
и з  с о о т н о ш е н и я
v !  +  =  _ ^ L  =  с !  +  =  с 2 ( y  +  i
2 +  y  — 1 Y  — 1 2 +  y  — 1 * ( 2 ( y  — 1 ) '
О т с ю д а  с  у ч е т о м  (1 2 .1 3 )  и м е е м
с* =  с° \/ Y — 1 =  VmV  Y—1  ‘ (12.14)
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И з  (1 2 .1 2 )  и  (1 2 .1 3 )  в и д н о ,  ч т о  м а к с и м а л ь н а я  и  к р и т и ч е с к а я  с к о р о ­
с т и  м о г у т  б ы т ь  в ы р а ж е н ы  ч е р е з  с к о р о с т ь  з в у к а  в  н е п о д в и ж н о м  г а з е  и  
з а в и с я т  л и ш ь  о т  т е м п е р а т у р ы  н е п о д в и ж н о г о  г а з а .
Р а с с м о т р и м  и з м е н е н и е  п л о т н о с т и  п о т о к а  p v  в д о л ь  л и н и и  т о к а :
d ( p v )  d v  d p
d ( p v )  =  p d v  +  v d p , -----------= ----------1--------,
p v  v  p
v 2
—  +  h  =  c o n s t ,  v d v  +  d h  =  0 , d h  =  T d S m  +  V d p ,
S m  =  c o n s t ,  d h  =  — , v d v  +  —  =  0.
p p
У ч и т ы в а я  о п р е д е л е н и е  с к о р о с т и  з в у к а ,  п р е о б р а з у е м  п о с л е д н е е  у р а в ­
н е н и е :
с 2 =  ( ^  ) , d p  =  c 2 d p ,
\ d p ;  sm
v d v  +  c 2 —  =  0 , —  =  - -
p  p  c 2
d p  v d v
П о д с т а в л я я  п о с л е д н е е  в ы р а ж е н и е  в о  в т о р о е  у р а в н е н и е  и з  п р е д ы д у щ и х  
с о о т н о ш е н и й ,  п о л у ч и м
d ( p v )  d v  v  ,
----------- =  —  -  С 2 d v .p v  v  c 2
О т с ю д а
d ( p v )
d v
= p  1 -  т  =  p ( i  -  m 2). (12.15)
Р а с с м о т р и м  н е к о т о р у ю  т р у б к у  т о к а  с  п е р е м е н н о й  п л о щ а д ь ю  п о п е ­
р е ч н о г о  с е ч е н и я  S . П о  о п р е д е л е н и ю  в о  в с е х  с е ч е н и я х  т р у б к и  т о к а  р а с х о д  
н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  о д и н а к о в .  П о э т о м у
2
p v S  =  c o n s t ,  p v d S  +  S d ( p v )  =  0 , _ ( _ 1  =  — _  (1 2 .1 6 )
p v  S
И з  п о с л е д н е г о  с о о т н о ш е н и я  в и д н о ,  ч т о  и з м е н е н и е  п л о т н о с т и  п о т о к а  
г а з а  п р о т и в о п о л о ж н о  и з м е н е н и ю  п л о щ а д и  с е ч е н и я  т р у б к и  т о к а .  П о э т о ­
м у  п р и  д о з в у к о в о м  т е ч е н и и  ( М  <  1 ) п р и  у в е л и ч е н и и  с к о р о с т и  ( d v  >  0 )  
р а с т е т  и  п л о т н о с т ь  п о т о к а ,  а  т р у б к а  т о к а  с у ж а е т с я .  В  с л у ч а е  с в е р х з в у ­
к о в о г о  д в и ж е н и я  ( М  >  1 ) п р и  у в е л и ч е н и и  с к о р о с т и  ( d v  >  0 )  п л о т н о с т ь
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п о т о к а  у м е н ь ш а е т с я ,  а , с л е д о в а т е л ь н о ,  т р у б к а  т о к а  р а с ш и р я е т с я .  П о ­
э т о м у  п р и  с в е р х з в у к о в о м  т е ч е н и и  с  у в е л и ч е н и е м  с к о р о с т и  п л о т н о с т ь  
п о т о к а  у м е н ь ш а е т с я  ( з а  с ч е т  у м е н ь ш е н и я  п л о т н о с т и  г а з а ) ,  а  с е ч е н и е  
т р у б к и  т о к а  д о л ж н о  у в е л и ч и в а т ь с я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  д о з в у к о в о м  д в и ж е н и и  г а з а  с  у в е л и ч е н и е м  е г о  
с к о р о с т и  в д о л ь  т р у б к и  т о к а  е е  с е ч е н и е  д о л ж н о  у м е н ь ш а т ь с я ,  а  п л о т ­
н о с т ь  п о т о к а  в о з р а с т а т ь .  П р и  э т о м  и з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и  с л е д у е т ,  ч т о  
т е м п е р а т у р а  г а з а  в д о л ь  т р у б к и  т о к а  с  у в е л и ч е н и е м  с к о р о с т и  е г о  д в и ­
ж е н и я  у м е н ь ш а е т с я ,  з н а ч и т ,  у м е н ь ш а е т с я  и  м е с т н а я  с к о р о с т ь  з в у к а .  
Т а к ж е  у м е н ь ш а ю т с я  в д о л ь  т р у б к и  т о к а  п л о т н о с т ь  г а з а  и  д а в л е н и е :
о 2
—  =  c o n s t ,  p  =  c o n s t  • ,
p Y
Y
v 2 v 2 c 2
— +  cvT =  — + -------
2 p 2 y -  1
v 2 y
=  y  +  y -  i  p 
v 2 Y
=  У  +  y  -  1
2p v
_  =  У  +  Y -  1
c o n s t  ■ p y 1 =
c o n s t 1/Y ■ p (Y 1 ) /y .
П р и  с в е р х з в у к о в о м  д в и ж е н и и  с  у в е л и ч е н и е м  с к о р о с т и  г а з а  в д о л ь  
т р у б к и  т о к а  с е ч е н и е  т р у б к и  у в е л и ч и в а е т с я ,  а  п л о т н о с т ь  п о т о к а  у м е н ь ­
ш а е т с я .  Т а к  ж е ,  к а к  и  в  д о з в у к о в о м  п о т о к е ,  у м е н ь ш а ю т с я  т е м п е р а т у р а ,  
с к о р о с т ь  з в у к а ,  п л о т н о с т ь  и  д а в л е н и е .
12.4. Сопло Лаваля
И з  в ы ш е с к а з а н н о г о  с л е д у е т ,  ч т о  в  с у ж а ю щ е й с я  т р у б к е  н е  м о ж е т  б ы т ь  
д о с т и г н у т а  с в е р х з в у к о в а я  с к о р о с т ь .  С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  м о ж е т  
с т а т ь  с в е р х з в у к о в о й  т о л ь к о  в  р а с ш и р я ю щ е й с я  т р у б к е  т о к а .  Д л я  р а з ­
г о н а  г а з а  д о  з в у к о в о й  с к о р о с т и  о н  д о л ж е н  д в и г а т ь с я  в  с у ж а ю щ е й с я  
т р у б к е  т о к а .  П р и  о д н о м е р н о м  д в и ж е н и и  и д е а л ь н о г о  г а з а  в  р е а л ь н о й  
т р у б е  е е  с т е н к и  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  б о к о в у ю  п о в е р х н о с т ь  т р у б к и  
т о к а .  П о э т о м у  т р у б а ,  п л а в н о  п е р е в о д я щ а я  д о з в у к о в о е  д в и ж е н и е  г а з а  в  
с в е р х з в у к о в о е ,  д о л ж н а  и м е т ь  с у ж а ю щ у ю с я  д о з в у к о в у ю  ч а с т ь  и  р а с ш и ­
р я ю щ у ю с я  с в е р х з в у к о в у ю  ( р и с .  1 2 .1 ) .  Т а к а я  т р у б а  н а з ы в а е т с я  с о п л о м  
Л а в а л я .
О ч е в и д н о ,  ч т о  м е с т н а я  с к о р о с т ь  з в у к а  б у д е т  д о с т и г н у т а  в  с а м о й  у з ­
к о й  ч а с т и  с о п л а  Л а в а л я .  В  с а м о м  у з к о м  с е ч е н и и  с о п л а  с к о р о с т ь  г а з а  
б у д е т  р а в н а  м е с т н о й  (в  э т о м  с е ч е н и и )  с к о р о с т и  з в у к а .
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Н е т р у д н о  н а й т и  ф о р м у  с о п л а  Л а в а л я ,  т. е. 
з а в и с и м о с т ь  ч и с л а  М а х а  о т  р а з м е р а  с е ч е н и я  
с о п л а .  И з  с о о т н о ш е н и й  ( 1 2 .1 5 ) ,  ( 1 2 .1 6 )  и м е е м
d S  2х d v
-  —  =  (1  +  M 2) — M  =  - ,  
c
d v d c
S v
d M _ __________
M  v  c
Д и ф ф е р е н ц и р у я  у р а в н е н и е  Б е р н у л л и ,  п о л у ч и м
2
Р и с .  1 2 .1
v d v  +  c d c  =  0 , 
Y  -  1
d v
v
2  c 2 d c
Y  -  1 v 2
2  1  d c
"y  -  1 M 2 ~ c ‘
И з  п р е д ы д у щ и х  с о о т н о ш е н и й  с л е д у е т :
d v  d M
v
d M  d v  2 Y  1 d v
=  +  M 2
M v
2
2 v  ’  M  2 +  ( y  — 1 ) M 2 
Т о г д а  и м е е м  с л е д у ю щ е е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е :
d S  _  2 (1  — M 2) d M
— ~ S  =  M  [2 +  (y  — 1 ) M 2] ■
И н т е г р и р у я  л е в у ю  ч а с т ь  э т о г о  у р а в н е н и я  в  п р е д е л а х  о т  S m





2 +  (y  — 1 )M
Y +  1
2 П (т+1)/ [2 (т- 1 )]
д о  S  , а  
(1 2 .1 7 )
c
З д е с ь  S min —  м и н и м а л ь н о е  с е ч е н и е  с о п л а  Л а в а л я ,  в  к о т о р о м  ч и с ­
л о  М а х а  р а в н о  е д и н и ц е .  Ф о р м у л а  (1 2 .1 7 )  д а е т  с в я з ь  м е ж д у  п л о щ а д ь ю  
с е ч е н и я  с о п л а  и  ч и с л о м  М а х а  в  э т о м  с е ч е н и и .
М ы  р а с с м о т р е л и  п р и б л и ж е н н ы й  р а с ч е т  с о п л а  Л а в а л я ,  в  к о т о р о м  
н е  у ч и т ы в а л а с ь  в я з к о с т ь  г а з а .  О ч е в и д н о ,  ч т о ,  н е с м о т р я  н а  ф о р м у л у
( 1 2 .1 7 ) ,  н е  с л е д у е т  д е л а т ь  с л и ш к о м  р е з к и х  и з м е н е н и й  с е ч е н и я  в  с в е р х ­
з в у к о в о й  ч а с т и ,  т а к  к а к  п о т о к  г а з а  м о ж е т  и  н е  с л е д о в а т ь  з а  с т е н к о й ,  а  
о т о р в а т ь с я  о т  н е е  с  о б р а з о в а н и е м  м е ж д у  с т е н к о й  и  о с н о в н ы м  п о т о к о м  
г а з а  н е к о т о р о й  з а с т о й н о й  з о н ы  в  с в е р х з в у к о в о й  ч а с т и  с о п л а .  Т о ч н о г о  
р а с ч е т а  с о п л а  Л а в а л я  с  у ч е т о м  в я з к о с т и  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  н е  с у щ е ­
с т в у е т .  О б ы ч н о  к о н с т р у к т о р  п р о и з в о д и т  р а с ч е т  м е т о д о м  п р о б  и  о ш и ­
б о к .
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12.5. Истечение газа из резервуара 
через сужающийся насадок
Р а с с м о т р и м  и с т е ч е н и е  г а з а  и з  н е к о т о р о г о  р е з е р в у а р а  ч е р е з  с у ж а ю щ и й ­
с я  н а с а д о к  (р и с .  1 2 .2 ) .  Б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о  р а з м е р ы  р е з е р в у а р а  м н о г о  
б о л ь ш е  д и а м е т р а  н а с а д к а .  П о э т о м у  п а р а м е т р ы  г а з а  в  р е з е р в у а р е  п р и  
и с т е ч е н и и  о с т а ю т с я  н е и з м е н н ы м и ,  а  с к о р о с т ь  г а з а  в  н е м  р а в н а  н у л ю .
П у с т ь  с к о р о с т ь  г а з а  о д и н а к о в а  в о  в с е х  
т о ч к а х  л ю б о г о  с е ч е н и я  н а с а д к а  и  в  л ю ­
б о м  с е ч е н и и  н а п р а в л е н а  в д о л ь  о с и .  Э т о  
о з н а ч а е т ,  ч т о ,  в о - п е р в ы х ,  м ы  п р е н е б р е ­
г а е м  в я з к о с т ь ю  г а з а  и , в о - в т о р ы х ,  п л о ­
щ а д ь  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  н а с а д к а  м е д ­
л е н н о  м е н я е т с я  в д о л ь  е г о  д л и н ы .  В  э т о м  
с л у ч а е  л и н и и  т о к а  н а п р а в л е н ы  в д о л ь  о с и  
н а с а д к а ,  а  п а р а м е т р ы  г а з а  з а в и с я т  т о л ь к о  
о т  п р о д о л ь н о й  к о о р д и н а т ы .
П а р а м е т р ы  г а з а  в н у т р и  р е з е р в у а р а  
о б о з н а ч и м  н и ж н и м  и н д е к с о м  « 0 » ,  а  н а  в ы х о д е  и з  н а с а д к а  —  и н д е к с о м  
« 1 »  ( р и с .  1 2 .2 ) .  Д а в л е н и е  в н е ш н е й  с р е д ы ,  в  к о т о р у ю  г а з  в ы п у с к а е т с я  и з  
р е з е р в у а р а ,  о б о з н а ч и м  p e .
Д л я  н а х о ж д е н и я  п а р а м е т р о в  г а з а  н а  с р е з е  н а с а д к а  м о ж н о  в о с п о л ь ­
з о в а т ь с я  ф о р м у л а м и  ( 1 2 .9 ) — ( 1 2 .1 1 ) ,  о б р а т и в  з а д а ч у  о  з а т о р м о ж е н н о м  
п о т о к е .  П а р а м е т р а м  г а з а  в  р е з е р в у а р е ,  г д е  с к о р о с т ь  г а з а  р а в н а  н у л ю , 
с о о т в е т с т в у ю т  п а р а м е т р ы  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  п о в е р х н о с т и  о б т е к а е ­
м о г о  т е л а ,  а  п а р а м е т р а м  н а  в ы х о д е  и з  н а с а д к а  —  п а р а м е т р ы  г а з а  в  
н а б е г а ю щ е м  п о т о к е  v ^ ,  р т е , р т е , Т те . Т о г д а  и з  ( 1 2 .9 ) — (1 2 .1 1 )  и м е е м
P i =  Ро 1 +
Y
_  1 Y/(i-Y)
—  м Г
P i =  Ро 1  +
Y
1 \ i /( i—y)
1
м 1




г д е  v i и  c i —  с к о р о с т ь  г а з а  и  с к о р о с т ь  з в у к а  н а  с р е з е  н а с а д к а .
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Д в и ж е н и е  г а з а  в  с у ж а ю щ е м с я  н а с а д к е  д о з в у к о в о е .  П о э т о м у  п л о т ­
н о с т ь  п о т о к а  и  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  в д о л ь  н а с а д к а  у в е л и ч и в а ю т с я ,  
а  д а в л е н и е  и  т е м п е р а т у р а ,  к а к  с л е д у е т  и з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и ,  у м е н ь ­
ш а ю т с я .  Н а и б о л ь ш а я  в о з м о ж н а я  с к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  г а з а  с о о т в е т с т в у е т  
к р и т и ч е с к о й  с к о р о с т и  с* , т. е . о н а  м о ж е т  б ы т ь  д о с т и г н у т а  п р и  у с л о в и и  
v i  =  c i  =  с* ( M i  =  1 ) . В  э т о м  с л у ч а е  п а р а м е т р ы  г а з а  н а  в ы х о д е  и з  н а с а д ­
к а  н а з ы в а ю т  к р и т и ч е с к и м и .  В ы р а ж е н и я  д л я  к р и т и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  
т а к о в ы :
С к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  г а з а  и з  н а с а д к а  м о ж н о  р е г у л и р о в а т ь  и з м е н е ­
н и е м  д а в л е н и я  в н е ш н е й  с р е д ы .  Б у д е м  п о с т е п е н н о  у м е н ь ш а т ь  д а в л е н и е  
в н е ш н е й  с р е д ы  р е о т  н е и з м е н н о г о  д а в л е н и я  р 0 в  р е з е р в у а р е  д о  к р и т и ­
ч е с к о г о  д а в л е н и я  р * . П р и  э т о м  с к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  г а з а  б у д е т  р а с т и ,  а  
д а в л е н и е  р 1 н а  в ы х о д е  и з  н а с а д к а  б у д е т  у м е н ь ш а т ь с я  т а к  ж е ,  к а к  p e 
(в  р а с с м а т р и в а е м о м  д и а п а з о н е  и з м е н е н и я  в н е ш н е г о  д а в л е н и я  р 1 =  p e ). 
Д р у г и м и  с л о в а м и ,  п а д е н и е  д а в л е н и я  о т  е г о  з н а ч е н и я  в  р е з е р в у а р е  д о  
з н а ч е н и я  в о  в н е ш н е й  с р е д е  п р о и с х о д и т  в н у т р и  н а с а д к а .  П р и  р е =  р *  
с к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  г а з а  р а в н а  м е с т н о й  с к о р о с т и  з в у к а ,  т. е . к р и т и ч е ­
с к о й  с к о р о с т и  г а з а  с* . П р и  д а л ь н е й ш е м  у м е н ь ш е н и и  в н е ш н е г о  д а в л е ­
н и я  (p e <  р * )  д а в л е н и е ,  п л о т н о с т ь ,  т е м п е р а т у р а  и  с к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  
о с т а ю т с я  н е и з м е н н ы м и ,  р а в н ы м и  с в о и м  к р и т и ч е с к и м  з н а ч е н и я м  ( 1 2 .1 8 ) ,  
з а в и с я щ и м  т о л ь к о  о т  д а в л е н и я ,  п л о т н о с т и  и  т е м п е р а т у р ы  г а з а  в  р е з е р ­
в у а р е .  П а д е н и е  д а в л е н и я  о т  р *  д о  р е п р о и с х о д и т  в н е  н а с а д к а .
Ф и з и ч е с к и  э т о  п о н я т н о ,  т а к  к а к  п о с л е  д о с т и ж е н и я  н а  в ы х о д е  и з  н а ­
с а д к а  к р и т и ч е с к о й  с к о р о с т и ,  р а в н о й  м е с т н о й  с к о р о с т и  з в у к а ,  г а з  в н у т р и  
р е з е р в у а р а  и  н а с а д к а  н е  « ч у в с т в у е т »  и з м е н е н и я  п а р а м е т р о в  в о  в н е ш н е й  
с р е д е .  В о з м у щ е н и я ,  р а с п р о с т р а н я ю щ и е с я  с о  с к о р о с т ь ю  з в у к а ,  н е  м о г у т  
п р о н и к н у т ь  в н у т р ь  н а с а д к а .
М а к с и м а л ь н а я  с к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  г а з а ,  р а в н а я  к р и т и ч е с к о й  с к о р о -
(1 2 .1 8 )
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с т и ,  б у д е т  з а в и с е т ь  т о л ь к о  о т  т е м п е р а т у р ы  г а з а  в  р е з е р в у а р е :
С* Со
2
Y +  1
2 у  R T o 
Y +  1  P
И з  ф о р м у л  (1 2 .1 8 )  с л е д у е т ,  ч т о  к р и т и ч е с к а я  с к о р о с т ь  н а  с р е з е  с о п л а  
б у д е т  д о с т и г н у т а  д л я  в о з д у х а  ( y  =  1 , 4 )  п р и  с л е д у ю щ е м  о т н о ш е н и и  




y / ( y -1 )
—  =  0 ,5 3 ., ( 1 2 .1 9 )
Л  + 4  Р о
П р и  п о м о щ и  и м е ю щ и х с я  в  н а ш е м  р а с п о р я ж е н и и  ф о р м у л  м о ж н о  в ы ­
ч и с л и т ь  м а к с и м а л ь н ы й  м а с с о в ы й  р а с х о д  г а з а  ч е р е з  н а с а д о к :
(Qm)max p*c*Smin
=  S  .min
2  X (7+1)/ (2(7 - 1))
Y +  1
л/ Y P o p o -
( 1 2 .2 0 )
М а к с и м а л ь н ы й  о б ъ е м н ы й  р а с х о д  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  п о  ф о р м у л е
_  ( 2 ’ 1 / 2  (QV)max c*S min c 0 ( “ \ У ) S min
=  S„ 2 y  Ро
Y +  1 Ро
Y + 1
= S min
I 2y RTq 
Y  +  1  P
( 1 2 .2 1 )
И з  ( 1 2 .2 0 ) — (1 2 .2 1 )  в и д н о ,  ч т о  м а к с и м а л ь н ы й  р а с х о д  г а з а  з а в и с и т  
т о л ь к о  о т  с о с т о я н и я  г а з а  в н у т р и  с о с у д а  и  н е  з а в и с и т  о т  е г о  п а р а м е т р о в  
в н е  с о с у д а .
С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  п р и  п р о и з в о л ь н о м  д а в л е н и и  в н е  н а с а д к а  
п о л у ч и м  и з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и ,  и с п о л ь з у я  п р е ж н и е  о б о з н а ч е н и я :
_  +  Y Р  =  Y Ро 
2 Y -  1 Р Y -  1 Р о ’ 
v 2 =  2 Y Ро Л  Р р Л  
Y -  1  Ро V Р Р о )
Д л я  а д и а б а т и ч е с к о г о  д в и ж е н и я  г а з а  и м е е м
_ Р  =  Ро 
Р 7  Р о .
( 1 2 .2 2 )
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Т о г д а  д л я  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  в н е  н а с а д к а  и з  (1 2 .2 2 )  п о л у ч и м  ф о р ­
м у л у  С е н - В е н а н а  —  В а н ц е л я :
v
2 Y Ро
\  Y  -  1  Ро
1  - (
Р о
(y- iVy"
( 1 2 .2 3 )
И з  ф о р м у л ы  (1 2 .2 3 )  в и д н о ,  ч т о  п р и  p  =  р 0 с к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  р а в н а  
н у л ю ,  а  п р и  в н е ш н е м  д а в л е н и и ,  р а в н о м  к р и т и ч е с к о м у  p  =  р *  ( 1 2 .1 9 ) ,  
и м е е м
v 2 2Y Р о 2 2 2— Г Т _  =  с о— ГГ , v  =  °о\ — ГГ
Y + 1  Ро Y + 1  V Y +  1
c* .
Е с л и  д а в л е н и е  в н е ш н е й  с р е д ы  р а в н о  к р и т и ч е с к о м у  д а в л е н и ю ,  т о  и  д а в ­
л е н и е  н а  в ы х о д е  и з  н а с а д к а  т а к ж е  р а в н о  к р и т и ч е с к о м у  д а в л е н и ю ,  п о ­
э т о м у  с к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  г а з а  р а в н а  к р и т и ч е с к о й  с к о р о с т и .
Е с л и  ж е  р  =  0 , т о  с к о р о с т ь  г а з а  т а к о в а :
v
2 Y Ро 
Y  -  1  Ро
c0
2
Y -  1
v max.
Т а к и м  о б р а з о м ,  м а к с и м а л ь н а я  с к о р о с т ь  в н е  н а с а д к а  м о ж е т  б ы т ь  д о ­
с т и г н у т а  л и ш ь  п р и  и с т е ч е н и и  г а з а  в  в а к у у м .
П р и в е д е м  н е к о т о р ы е  о ц е н о ч н ы е  р а с ч е т ы  д л я  в о з д у х а  ( y  =  1 ,4 )  п р и  





3 4 0  м / с , v max c0
2
Y -  1
c * c0
2
Y +  1
3 1 0  м / с .
7 5 6  м / с ,
Т о т  ф а к т ,  ч т о  р а с х о д  г а з а  ч е р е з  с у ж а ю щ и й с я  н а с а д о к  н е  з а в и с и т  о т  
и з м е н е н и я  в н е ш н е г о  д а в л е н и я ,  е с л и  е г о  з н а ч е н и е  м е н ь ш е  к р и т и ч е с к о г о ,  
и с п о л ь з у е т с я  д л я  с т а б и л и з а ц и и  р а с х о д а  г а з а  в  р а з л и ч н ы х  т е х н о л о г и ­
ч е с к и х  и  л а б о р а т о р н ы х  у с т р о й с т в а х .  С у ж а ю щ и й с я  н а с а д о к  ч а щ е  в с е г о  
в ы п о л н я е т с я  в  в и д е  т о н к о й  д и а ф р а г м ы  с  о т в е р с т и е м ,  н а з ы в а е м о й  з в у ­
к о в о й  д и а ф р а г м о й .  Е с л и  д а в л е н и е  з а  з в у к о в о й  д и а ф р а г м о й  ( д л я  в о з д у ­
х а )  б у д е т  м е н ь ш е ,  ч е м  0 ,5 3  д а в л е н и я  п е р е д  д и а ф р а г м о й ,  т о  д а л ь н е й ш е е  
у м е н ь ш е н и е  д а в л е н и я  з а  д и а ф р а г м о й  и л и  е г о  к о л е б а н и я  н е  и з м е н я т  
р а с х о д а  г а з а  ч е р е з  н е е .
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12.6. Ударные волны и скачки 
уплотнения
Ф и з и ч е с к и  с в е р х з в у к о в о е  д в и ж е н и е  г а з а  о т л и ч а е т с я  о т  д о з в у к о в о г о  х а ­
р а к т е р о м  р а с п р о с т р а н е н и я  м а л ы х  в о з м у щ е н и й  в  п о т о к е .
12.6.1. Конус Маха
Р а с с м о т р и м ,  к а к  р а с п р о с т р а н я ю т с я  в  д в и ж у щ е м с я  п о т о к е  г а з а  м а л ы е  
в о з м у щ е н и я .  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  в  н е к о т о р о й  т о ч к е  O  д в и ж у щ е г о с я  с о  
с к о р о с т ь ю  v  г а з а  п р о и з о ш л о  в о з м у щ е н и е  п о т о к а .  Б у д е м  о т с ч и т ы в а т ь  
в р е м я  с  э т о г о  м о м е н т а .  В о з м у щ е н и е  б у д е т  с н о с и т ь с я  в н и з  п о  п о т о к у  и  
р а с п р о с т р а н я т ь с я  с о  с к о р о с т ь ю  з в у к а  c  в о  в с е  с т о р о н ы ,  и  е с л и  г а з  о д н о ­
р о д е н ,  т о  п о в е р х н о с т ь  о д и н а к о в о й  ф а з ы  р а с п р о с т р а н е н и я  в о з м у щ е н и я  
в  п о с л е д у ю щ и й  м о м е н т  в р е м е н и  t  б у д е т  п р е д с т а в л я т ь  с о б о й  с ф е р у  р а ­
д и у с о м  R  =  c t  ( р и с .  1 2 .3 ) .  З а  т о т  ж е  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  t  т о ч к а  O  
п е р е м е с т и т с я  в м е с т е  с  г а з о м  н а  р а с с т о я н и е  S  =  v t .  П р и  д в и ж е н и и  г а ­
з а  с  д о з в у к о в о й  с к о р о с т ь ю  (v  <  c )  р о с т  р а д и у с а  с ф е р и ч е с к о й  з в у к о в о й  
в о л н ы  б у д е т  о п е р е ж а т ь  с м е щ е н и е  т о ч к и  O  (р и с .  1 2 .3 , а ) .  П о э т о м у  п р и  
д о з в у к о в о м  д в и ж е н и и  г а з а  в о з м у щ е н и е  р а с п р о с т р а н я е т с я  к а к  в н и з ,  т а к  
и  в в е р х  п о  п о т о к у .
П р и  с в е р х з в у к о в о м  д в и ж е н и и  г а з а  (v  >  c )  с м е щ е н и е  т о ч к и  O  б у ­
д е т  о п е р е ж а т ь  у в е л и ч е н и е  р а д и у с а  ф р о н т а  с ф е р и ч е с к о й  з в у к о в о й  в о л ­
н ы . П о э т о м у  в о з м у щ е н и е ,  р а с п р о с т р а н я ю щ е е с я  с о  с к о р о с т ь ю  з в у к а ,  н е  
м о ж е т  п р о н и к н у т ь  в  о б л а с т ь  т е ч е н и я  в в е р х  п о  п о т о к у  (р и с .  1 2 .3 , б ) ,  а  
с н о с и т с я  п о т о к о м  в н и з  п о  т е ч е н и ю .
П о в е р х н о с т ь ,  о г р а н и ч и в а ю щ а я  о б л а с т ь  в о з м у щ е н н о г о  п о т о к а ,  б у д е т  
п р е д с т а в л я т ь  к о н у с  с  в е р ш и н о й  в  т о ч к е  O ,  н а з ы в а е м ы й  к о н у с о м  М а х а , .  
Е с л и  д в и ж е н и е  г а з а  п р я м о л и н е й н о е ,  а  г а з  о д н о р о д е н ,  т о  к о н у с  М а х а  
б у д е т  п р я м ы м  к р у г о в ы м  к о н у с о м .  И з  р и с .  1 2 .3 , б  в и д н о ,  ч т о  у г о л  к о н у с а  
р а в е н :
c  1  ,
v  M  v 7
У г о л  а  н а з ы в а е т с я  у г л о м  М а х а .  П о в е р х н о с т ь  к о н у с а  М а х а  н а з ы в а ­
е т с я  е щ е  х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  п о в е р х н о с т ь ю ,  а  л и н и и  п е р е с е ч е н и я  е е  с  
п л о с к о с т ь ю ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  о с ь  к о н у с а ,  н а з ы в а ю т с я  х а р а к т е р и с т и ­
к а м и .
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Р и с .  1 2 .3
И з  р и с .  1 2 .3  в и д н о ,  ч т о  с в е р х з в у к о в о й  п о т о к  н а б е г а е т  н а  о б т е к а е ­
м о е  т е л о  (я в л я ю щ е е с я ,  в  ч а с т н о с т и ,  и с т о ч н и к о м  в о з м у щ е н и я )  « с л е п о » .  
С в е р х з в у к о в о й  п о т о к  н е  в о с п р и н и м а е т  п р и б л и ж е н и е  п р е п я т с т в и я ,  в  т о  
в р е м я  к а к  в  д о з в у к о в о м  п о т о к е  в л и я н и е  п р е п я т с т в и я  п р о я в л я е т с я  и  
в в е р х  п о  т е ч е н и ю ,  т . е . д о з в у к о в о й  п о т о к  в о с п р и н и м а е т  п р и б л и ж е н и е  
п р е п я т с т в и я  з н а ч и т е л ь н о  р а н ь ш е ,  ч е м  е г о  д о с т и г н е т .
12.6.2. Поверхности разрыва
Д о  с и х  п о р  р а с с м а т р и в а л и с ь  д в и ж е н и я  г а з а ,  п р и  к о т о р ы х  г и д р о д и ­
н а м и ч е с к и е  и  т е р м о д и н а м и ч е с к и е  п а р а м е т р ы  и з м е н я л и с ь  н е п р е р ы в н о ,  
т . е . б ы л и  н е п р е р ы в н ы м и  ф у н к ц и я м и  к о о р д и н а т  и  в р е м е н и .
О д н а к о  в о з м о ж н ы  д в и ж е н и я  г а з а ,  п р и  к о т о р ы х  т е р м о д и н а м и ч е ­
с к и е  п а р а м е т р ы  и  с к о р о с т и  м о г у т  п р е т е р п е в а т ь  р а з р ы в  н е п р е р ы в н о с т и .  
С к о р о с т и  и  т е р м о д и н а м и ч е с к и е  п а р а м е т р ы  м о г у т  и з м е н я т ь с я  с к а ч к о м  
в д о л ь  н е к о т о р ы х  п о в е р х н о с т е й .  Э т и  п о в е р х н о с т и  н а з ы в а ю т с я  п о в е р х н о ­
с т я м и  р а з р ы в а .
П р и  н е с т а ц и о н а р н ы х  д в и ж е н и я х  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  с а м и  м о г у т  
д в и г а т ь с я  в  г а з е ,  о д н а к о  с к о р о с т ь  и х  д в и ж е н и я  н е  и м е е т  н и ч е г о  о б щ е г о  
с о  с к о р о с т ь ю  д в и ж е н и я  и н д и в и д у а л ь н ы х  о б ъ е м о в  г а з а ,  к о т о р ы е  м о г у т  
п р и  с в о е м  д в и ж е н и и  п е р е с е к а т ь  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а .
Р а с с м о т р и м  н е к о т о р у ю  п о в е р х н о с т ь  р а з р ы в а  и  с в я ж е м  с  н е й  о с и  к о ­
о р д и н а т .  Т о г д а  в  э т о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  п о в е р х н о с т ь  р а з р ы в а  б у д е т  
п о к о и т ь с я .
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Р и с .  1 2 .4
Р а с с м о т р и м  м а л ы й  у ч а с т о к  п о в е р х н о с т и  
р а з р ы в а ,  к о т о р ы й  п р и б л и з и т е л ь н о  м о ж н о  
с ч и т а т ь  п л о с к и м .  Н а п р а в и м  о с ь  x  п о  н о р м а ­
л и  к  р а с с м а т р и в а е м о м у  у ч а с т к у  п о в е р х н о с т и  
р а з р ы в а  (р и с .  1 2 .4 ) .  Н а  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  
д о л ж н ы  с о б л ю д а т ь с я  о п р е д е л е н н ы е  г р а н и ч ­
н ы е  у с л о в и я .
1. Н а  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  д о л ж н а  б ы т ь  
н е п р е р ы в н а  н о р м а л ь н а я  к о м п о н е н т а  п л о т н о ­
с т и  п о т о к а  г а з а  ( з а к о н  с о х р а н е н и я  м а с с ы ) :
PlVlx =  P2V2X, ( 1 2 .2 5 )
г д е  и н д е к с ы  1  и  2  о т н о с я т с я  к  в е л и ч и н а м  д о  и  п о с л е  п о в е р х н о с т и  р а з ­
р ы в а  с о о т в е т с т в е н н о .
2. Н а  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  д о л ж е н  б ы т ь  н е п р е р ы в е н  п о т о к  э н е р г и и  
( з а к о н  с о х р а н е н и я  э н е р г и и ) .  П л о т н о с т ь  п о т о к а  э н е р г и и  о п р е д е л я е т с я  
в е к т о р о м  У м о в а  (5 .7 8 ) :
Ik pVk £вн +  £пот ViPik,
г д е  £ вн, £ пот —  в н у т р е н н я я  и  п о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я  е д и н и ц ы  м а с с ы  
г а з а ;  qk —  k - к о м п о н е н т а  в е к т о р а  п л о т н о с т и  т е п л о в о г о  п о т о к а ;  P ik —  
п о л н ы й  т е н з о р  н а п р я ж е н и й ,  в к л ю ч а ю щ и й  у п р у г и е  и  в я з к и е  н а п р я ж е ­
н и я . П р е н е б р е г а я  п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и е й ,  д л я  и д е а л ь н о г о  ( н е в я з к о г о  
и  н е т е п л о п р о в о д н о г о )  г а з а  и м е е м
PVk I £вн +  pV  +  ^V PVk h+ 2  v 2k
З д е с ь  h  -  э н т а л ь п и я  е д и н и ц ы  м а с с ы  г а з а .
Н е п р е р ы в н о с т ь  н о р м а л ь н о й  к о м п о н е н т ы  п л о т н о с т и  п о т о к а  э н е р г и и  




I 2X , P lVlx ( h i +  ^  v l  ) =  P2V2̂  h 2 +  1 V2
С о о т н о ш е н и е  (1 2 .2 6 )  с  у ч е т о м  (1 2 .2 5 )  д а е т
1 1
h i +  - V2 =  h2 +  - v 22.
2 2
( 1 2 .2 6 )
(12.27)
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3. Н а  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  д о л ж е н  в ы п о л н я т ь с я  з а к о н  с о х р а н е н и я  
к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  п л о т н о с т ь  п о т о к а  и м п у л ь с а  с  
о б е и х  с т о р о н  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  д о л ж н а  б ы т ь  о д и н а к о в а ,  в  п р о т и в ­
н о м  с л у ч а е  н а  п о в е р х н о с т ь  р а з р ы в а  б у д е т  д е й с т в о в а т ь  н е к о т о р а я  с и л а ,  
к о т о р а я  д о л ж н а  в ы з ы в а т ь  д в и ж е н и е  э т о й ,  п о  о п р е д е л е н и ю  н е п о д в и ж ­
н о й ,  п о в е р х н о с т и  в  в ы б р а н н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т .  И м е е м  ( 5 .4 9 ) :
\П ik ] i \П ik ] 2 , П гк P&ik +  p v i v k & ik .
З д е с ь  п о л н ы й  т е н з о р  н а п р я ж е н и й  п р е д с т а в л е н  с у м м о й  н а п р я ж е н и я  в с е ­
с т о р о н н е г о  р а в н о м е р н о г о  с ж а т и я  ( п е р в о е  с л а г а е м о е )  и  т е н з о р а  в я з к и х  
н а п р я ж е н и й  ( т р е т ь е  с л а г а е м о е ) .
Д л я  и д е а л ь н о г о  ( н е в я з к о г о )  г а з а  с щ  =  0 . Е с л и  о с ь  i  е с т ь  о с ь  х ,  т о  
р а в е н с т в о  п л о т н о с т е й  п о т о к а  и м п у л ь с а  в  н а п р а в л е н и и  о с и  х  п р и в о д и т  
к  с о о т н о ш е н и ю
P i  +  P i v L  =  Р 2 +  p 2V 2X . ( 1 2 .2 8 )
Р а в е н с т в о  п л о т н о с т е й  п о т о к о в  и м п у л ь с а  в  н а п р а в л е н и и  о с е й  у  и  z  
д а е т  с л е д у ю щ и е  р а в е н с т в а :
P iV ix V iy  =  P2V2xV2y, PiVixViz =  Р2^ 2х̂ 2г. ( 1 2 .2 9 )
В ы р а ж е н и я  (1 2 .2 9 )  с  у ч е т о м  (1 2 .2 5 )  д а ю т
viy =  V2y, Viz =  V2z. ( 1 2 .3 0 )
С о о т н о ш е н и я  (1 2 .3 0 )  с в и д е т е л ь с т в у ю т  о  т о м ,  ч т о  н а  п о в е р х н о с т и  
р а з р ы в а  д о л ж н ы  б ы т ь  н е п р е р ы в н ы  к а с а т е л ь н ы е  к  н е й  с к о р о с т и  д в и ­
ж е н и я  г а з а .
Р а с с м о т р и м  д в и ж е н и е  г а з а ,  п р и  к о т о р о м  л и н и и  т о к а  д о  п о в е р х н о с т и  
р а з р ы в а  п е р п е н д и к у л я р н ы  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а .  Т а к а я  п о в е р х н о с т ь  
р а з р ы в а  н а з ы в а е т с я  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н о й ,  е с л и  о н а  п е р е м е щ а е т с я  о т ­
н о с и т е л ь н о  о б т е к а е м о г о  т е л а . Е с л и  ж е  п о в е р х н о с т ь  р а з р ы в а  н е п о д в и ж ­
н а  о т н о с и т е л ь н о  о б т е к а е м о г о  т е л а ,  т о  о н а  н а з ы в а е т с я  п р я м ы м  с к а ч к о м  
у п л о т н е н и я .
И з  ( 1 2 .2 5 ) —(1 2 .2 8 )  с л е д у е т ,  ч т о  в  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н е  и л и  п р я ­
м о м  с к а ч к е  у п л о т н е н и я  с к о р о с т и  г а з а  и  т е р м о д и н а м и ч е с к и е  п а р а м е т р ы  
д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  с л е д у ю щ и м  с о о т н о ш е н и я м :
Pivix =P2V2x
Vi2 V2
hi +—— — h-2 +——,
2 2 (12.31)
P i +  P i Vlx  =  Р 2 +  P 2 v 2 x .
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12.7. Ударная адиабата (адиабата Гюгонио)
П о  о п р е д е л е н и ю  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы  v iy  =  v iz  =  0 . Р а в е н с т в о  (1 2 .3 0 )  
с в и д е т е л ь с т в у е т  о  т о м ,  ч т о  и  v 2y =  v 2 z =  0 . С л е д о в а т е л ь н о ,  е с л и  л и н и я  
т о к а  д о  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы  п е р п е н д и к у л я р н а  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а ,  
т о  о н а  о с т а н е т с я  п е р п е н д и к у л я р н о й  е й  и  п о с л е  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а ,  
т . е . л и н и я  т о к а  п р и  п р о х о ж д е н и и  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы  н е  и с п ы т ы ­
в а е т  и з л о м а .  П о э т о м у  в  р а в е н с т в а х  (1 2 .3 1 )  v ix  =  v i ,  v 2x =  v 2 , и  о н и  
з а п и ш у т с я  т а к :





2 ( 1 2 .3 2 )
2 2  
P i +  P iv i  =  P 2 +  Р 2 v 2 .
У с т а н о в и м  с о о т н о ш е н и е  м е ж д у  т е р м о д и н а м и ч е с к и м и  п а р а м е т р а м и  
и  с к о р о с т я м и  в  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н е .
В в е д е м  с л е д у ю щ и е  о б о з н а ч е н и я :
P iv i  =  p i v i  =  J , v i  =  J V i ,  v i  =  J V 2.
З д е с ь  V i и  V 2 —  о б ъ е м ы  е д и н и ц ы  м а с с ы  г а з а  д о  и  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы  
с о о т в е т с т в е н н о ;  j  =  p v  —  в е л и ч и н а  п л о т н о с т и  п о т о к а  г а з а .  И з  т р е т ь е г о  
у р а в н е н и я  (1 2 .3 2 )  п о л у ч и м
P i  +  J 2 V i =  P 2 +  J 2 V 2 , J 2 =  . ( 1 2 .3 3 )
Э т а  ф о р м у л а  в м е с т е  с  з а п и с а н н ы м и  в ы ш е  с в я з ы в а е т  с к о р о с т ь  р а с п р о ­
с т р а н е н и я  у д а р н о й  в о л н ы  с  д а в л е н и я м и  и  п л о т н о с т я м и  г а з а  п о  о б е и м  
с т о р о н а м  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а .
П о с к о л ь к у  j 2 —  в е л и ч и н а  п о л о ж и т е л ь н а я ,  т о  в  д е й с т в и т е л ь н о с т и ,  
к а к  м ы  у б е д и м с я  н и ж е ,  о д н о в р е м е н н о  в ы п о л н я ю т с я  н е р а в е н с т в а  р 2 >  
p i ,  V i >  V 2 .
Д а л е е  д л я  р а з н о с т и  с к о р о с т е й  д о  и  п о с л е  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  и м е ­
е м :
v i  -  v 2 =  J  (V i -  V 2 ) =  [(V i -  V 2 )(P 2 -  P i )]i / 2 . ( 1 2 .3 4 )
И с п о л ь з у я  в т о р о е  у р а в н е н и е  ( 1 2 .3 2 ) ,  п о л у ч и м
h i -  h 2 =  1  J 2 (V 22 -  V i2 ) , h i  -  h 2 =  1 ( P i -  P 2 ) ( V i +  V 2 ) .
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П о с л е д н е е  с о о т н о ш е н и е  н а з ы в а е т с я  ударной адиабатой и л и  адиабатой 
Гюгонио (H . H u g o n io t ,  1 8 8 5 ) :
h i  -  h 2 +  2 (p 2 -  p i ) ( V i  +  V 2 ) 0 , h
- -pV . (1 2 .3 5 )
Y  -  1
Э т о  с о о т н о ш е н и е  о п р е д е л я е т  с в я з ь  м е ж д у  т е р м о д и н а м и ч е с к и м и  в е л и ­
ч и н а м и  д о  и  п о с л е  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а .
У р а в н е н и е  у д а р н о й  а д и а б а т ы  (1 2 .3 5 )  
д а е т  с в я з ь  м е ж д у  д а в л е н и е м  р 2 и  у д е л ь ­
н ы м  о б ъ е м о м  г а з а  V 2  п о с л е  п о в е р х н о с т и  
р а з р ы в а ,  е с л и  и з в е с т н ы  д а в л е н и е  p i  и  
у д е л ь н ы й  о б ъ е м  V i д о  п о в е р х н о с т и  р а з ­
р ы в а .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  ч т о б ы  п р и  з а ­
д а н н ы х  p i  и  V i и з  у р а в н е н и я  (1 2 .3 5 )  о п р е ­
д е л и т ь  p 2 , н у ж н о  з н а т ь  V2. Е с л и  ж е  м ы  
х о т и м  о п р е д е л и т ь  V 2 , т о  н у ж н о  з н а т ь  p 2 .
П р и  з а д а н н ы х  p i  и  V i к р и в а я  p ( V ) 
и м е е т  в и д ,  п о к а з а н н ы й  н а  р и с .  1 2 .5 . В и ­
д и м  о д н о в р е м е н н о е  в ы п о л н е н и е  н е р а в е н с т в  р 2 >  p i ,  V i >  V 2 .
И з  у р а в н е н и я  ( 1 2 .3 5 )  в и д н о ,  ч т о  к р и в а я  p ( V ) о б я з а т е л ь н о  п р о х о д и т  
ч е р е з  т о ч к у  rp 2 =  p i  и  V 2 =  V i ,  т а к  к а к  п р и  э т о м  у р а в н е н и е  у д о в л е т в о р я ­
е т с я  т о ж д е с т в е н н о .  Э т о  с о о т в е т с т в у е т  о т с у т с т в и ю  п о в е р х н о с т и  р а з р ы ­
в а .
И н т е р е с н а  г е о м е т р и ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я  з а в и с и м о с т и  p ( V ) .  Е с л и  
т о ч к и  ( p i ,  V i )  и  ( p 2 , V2) с о е д и н и т ь  х о р д о й ,  т о ,  к а к  в и д н о  и з  р и с .  1 2 .5 , 
т а н г е н с  у г л а  н а к л о н а  х о р д ы  к  о с и  а б с ц и с с  б у д е т  р а в е н  к в а д р а т у  п л о т ­
н о с т и  п о т о к а  г а з а :
Р 2 -  p i  7-2
Р и с .  1 2 .5
t g  а
V i -  V 2
J 2 . (1 2 .3 6 )
12.8. Прямая ударная волна 
в идеальном газе
Р а с с м о т р и м  п о л у ч е н н ы е  с о о т н о ш е н и я  д л я  т е р м о д и н а м и ч е с к и  и д е а л ь ­
н о г о  г а з а . З а п и ш е м  у р а в н е н и я  ( 1 2 .3 5 )  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
Y  1
-  ( p i V i -  p 2V >) +  - ( p2 -  p i ) (V 2 +  V i ) =  0 .
Y  -  1 2
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Р а з д е л и в  э т о  в ы р а ж е н и е  н а  V i и  р а з р е ш и в  о т н о с и т е л ь н о  V 2 / V , п о л у ч и м
V .  _  Y +  1 +  (Р 2 М ) ( Y -  1 ) ( 1 2  37)
V i Y -  1 +  (P 2 / p i )(y  +  1 ) '  ( ' )
Воспользовавшись уравнением состояния идеального газа, перейдем 
от отношения удельных объемов к отношению температур после и до 
поверхности разрыва:





T 2 _  P 2V 2 _  P 2 Y  +  1 +  ( P 2 / p i ) ( Y  -  1) 
T i P i V i P i  Y  -  1 +  ( p 2/ p i ) ( Y  +  1 ) '
Р и с .  1 2 .6
И з  с о о т н о ш е н и я  (1 2 .3 7 )  в и д н о ,  ч т о  о т ­
н о ш е н и е  о б ъ е м о в  в  з а в и с и м о с т и  о т  о т н о ­
ш е н и я  д а в л е н и й  я в л я е т с я  р а в н о б о ч н о й  г и ­
п е р б о л о й  (р и с .  1 2 .6 ) с  а с и м п т о т а м и  п р и  
( p 2 / p i ) ^  т о  и  п р и  (V 2 / V i ) ^  т о :
V2 _  p i  _  Y  -  1  p 2 _  _  Y  -  1
V i p 2 Y  +  1 ’ p i  Y  +  1 '
П р е д е л ь н о е  о т н о ш е н и е  т е м п е р а т у р  п р и  
( p 2 / p i ) ^  т о  р а в н о :
T 2 Y  -  1 p 2
T i y  + 1  pi'
Т а к и м  о б р а з о м ,  с к а ч о к  т е м п е р а т у р ы  в  у д а р н о й  в о л н е  п р о п о р ц и о н а ­
л е н  с к а ч к у  д а в л е н и я  и  м о ж е т  б ы т ь  к а к  у г о д н о  б о л ь ш и м .  О д н а к о  о т н о ­
ш е н и е  п л о т н о с т е й  с т р е м и т с я  к  н е к о т о р о м у  п о с т о я н н о м у  п р е д е л у .  Н а ­
п р и м е р ,  д л я  в о з д у х а  ( y  _  1 ,4 )  э т о т  п р е д е л  р а в е н :
P i _  0 ,4  _  1 
P 2 _  2 ,4  _  6 '
З а м е т и м ,  ч т о  н а  р и с .  1 2 .6  ф о р м а л ь н о  п о к а з а н о  о т н о ш е н и е  д а в л е ­
н и й  п о с л е  и  д о  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы  д л я  л ю б ы х  з н а ч е н и й  о т н о ш е н и я  
у д е л ь н ы х  о б ъ е м о в .  П о с к о л ь к у  о д н о в р е м е н н о  д о л ж н ы  в ы п о л н я т ь с я  д в а  
н е р а в е н с т в а  —  V 2 / V i  <  1 и  p 2 / p i >  1 , т о  в  д е й с т в и т е л ь н о с т и  р е а л и з у е т с я  
т о л ь к о  ч а с т ь  к р и в о й  с л е в а  о т  т о ч к и  1 .
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О п р е д е л и м  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  д о  у д а р н о й  в о л н ы .  С  у ч е т о м  
в ы р а ж е н и й  (1 2 .3 3 )  и  (1 2 .3 7 )  и м е е м
V 2 J 2 V
2 Р1 -  Р 2 
V2 -  V
Vi Р11 -  Р2/Р1 V2/V1 - 1
V1p 12
Р2
( y  -  1) +  -  (Y +  1) 
Р 1
c _
2y (Y  -  1 ) +  —  ( Y  +  1 ) Р 1
( 1 2 .3 9 )
г д е  c 1 =  у/Y P 1 V 1 —  с к о р о с т ь  з в у к а  в  г а з е  д о  у д а р н о й  в о л н ы .  
С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  v 2 п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы :
V 2 V  c 2  [Y +  1  +  (P 2 / P 1 ) ( Y  -  1 ) ] 2 (12 40)
V J  2y Y -  1 +  (P 2 / P 1 )(Y +  1) ‘ ( . )
Д ля определения разности скоростей (скачка скорости) воспользу­
емся выражениями (12.34) и (12.37):
=  c1
V1 -  V2 =  [(Р 2 -  P 1 ) ( V 1 -  V2)]
(P 1 V 1 ) 1 / 2  ( Р !  -  Л ( YYYY )
V P 1 J \ Р2/Р1 -  1J 
'  2 / y
_Y -  1  +  (i 2 / i 1 ) ( Y  +  1 ) _
1 / 2  =  
1 / 2
Р 2 -  1
Р 1
1 1 / 2
( 1 2 .4 1 )
К р и т и ч е с к и е  с к о р о с т и  д о  и  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы  н а х о д и м  и з  у р а в ­
н е н и я  Б е р н у л л и :
v 2  +
2
1
2 ( y  -  1 )
v
c 2 =  c 1* +  c 1* _  „ 2 Y +  1
Y -  1 2 +  y  -  1
c 2 c 2_ c 2* +  c 2*
=  T  +  Y -  1  =  c 2* 2 (y  -  1 ) '
c 2—  +
2  y  -  1
=  c 2 Y  + 1
=  c 2 * (1 2 .4 2 )
Л е в ы е  ч а с т и  у р а в н е н и й  (1 2 .4 2 )  р а в н ы  и з  у с л о в и я  н е п р е р ы в н о с т и  
п л о т н о с т и  п о т о к а  э н е р г и и  н а  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  ( 1 2 .2 7 ) .  С л е д о в а ­
т е л ь н о ,  р а в н ы  и  п р а в ы е  ч а с т и  э т и х  у р а в н е н и й .  О т с ю д а  н а х о д и м
c 1 4 c2* co
2





т. е . к р и т и ч е с к и е  с к о р о с т и  в  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н е  н е  и з м е н я ю т с я  и  
о п р е д е л я ю т с я  с к о р о с т ь ю  з в у к а  с 0 в  н е п о д в и ж н о м  г а з е .
Н е т р у д н о  у б е д и т ь с я ,  ч т о  в  у д а р н о й  в о л н е  о с т а ю т с я  н е и з м е н н ы м и  и  
т е м п е р а т у р ы  т о р м о ж е н и я :
~  +  cpTi — cpT]1 0 ; v2 +  T  
"2  + CpT
— CpT201 T 10 — T20.
2
( 1 2 .4 4 )
П о л у ч и м  е щ е  о д н о  п о л е з н о е  с о о т н о ш е н и е .  С к о р о с т и  з в у к а  в  г а з е  д о  






П о д с т а в и м  э т о  в  у р а в н е н и я  (1 2 .4 2 )  и  в ы р а з и м  о т н о ш е н и е  д а в л е н и я  к  
п л о т н о с т и  д о  и  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы :
p i
P i
7  +  1  с 2
2 7  С*






7  + 1 с 2 -  1 - 1  v 2 .
2 7  * 2 7
С о с т а в и м  с л е д у ю щ у ю  к о м б и н а ц и ю  п е р в о г о  и  т р е т ь е г о  у р а в н е н и й  
( 1 2 .3 2 ) .  П е р в о е  у р а в н е н и е  у м н о ж и м  с н а ч а л а  н а  v 1 , а  з а т е м  н а  v 2 и  в ы ч ­
т е м  и з  п е р в о г о  в т о р о е :
P i v i ( v i  -  V2 ) — P 2 V2 ( v i  -  V2 ) — P i v 2 -  p 2v 2,.
З а м е н и в  п р а в у ю  ч а с т ь  р а з н о с т ь ю  д а в л е н и й  и з  т р е т ь е г о  у р а в н е н и я  в  
( 1 2 .3 2 ) ,  п о л у ч и м
P i Р 2
v i  -  v 2 — ------------------------.
P iv i  P 2v 2
П о д с т а в и м  в  э т о  у р а в н е н и е  п о л у ч е н н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  о т н о ш е н и й  д а в ­
л е н и я  к  п л о т н о с т и :
7  +  1
“ 2 Г
(v i v2H 1
2
C
v i v 2
0 .
П о с к о л ь к у  v i — v 2 , н а х о д и м  е щ е  о д н у  с в я з ь  м е ж д у  с к о р о с т я м и  г а з а  д о  
и  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы :
viv2 — С* (12.45)
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П о л у ч и м  е щ е  н е с к о л ь к о  п о л е з н ы х  с о о т н о ш е н и й .  И з  ф о р м у л ы  (1 2 .3 9 )  
в ы р а з и м  о т н о ш е н и е  д а в л е н и й  ч е р е з  ч и с л о  М а х а  д о  у д а р н о й  в о л н ы :
Р 2  =  Л _  M ? -  1 - 1
p  i 7  + 1  у  +  1
( 1 2 .4 6 )
Ч и с л о  М а х а  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы  М 2 м о ж н о  в ы р а з и т ь  ч е р е з  M i ,  
п о л ь з у я с ь  ф о р м у л а м и  ( 1 2 .3 9 ) ,  ( 1 2 .4 0 )  и  (1 2 .4 6 ) .  П р о и з в е д я  н е о б х о д и м ы е  
в ы ч и с л е н и я ,  п о л у ч и м
2 +  ( 7  -  1 ) M j  
2 7 m i -  (7  -  1 ) ’
( 1 2 .4 7 )
Д л я  о т н о ш е н и я  с к о р о с т е й  г а з а  п о с л е  и  д о  у д а р н о й  в о л н ы  и з  ( 1 2 .3 9 ) ,  
(1 2 .4 0 )  и  (1 2 .4 6 )  с л е д у е т  ф о р м у л а
v 2 2 +  ( 7  -  1 ) M 2
v i  ( 7  +  1 ) M 2
( 1 2 .4 8 )
И с п о л ь з у я  ф о р м у л у  (1 2 .4 5 )  в  у р а в н е н и и  ( 1 2 .4 8 ) ,  в в е д е м  к р и т и ч е с к и е  









( 7  +  1 ) M i  
2 +  (7  -  1 )M 2  ’
-  M i* .
(1 2 .4 9 )
12.9. Ударные волны слабой 
интенсивности
Д л я  о п р е д е л е н и я  н а п р а в л е н и й  и з м е н е н и я  т е р м о д и н а м и ч е с к и х  в е л и ч и н  
и  с к о р о с т е й  в  у д а р н о й  в о л н е  р а с с м о т р и м  у д а р н ы е  в о л н ы  с л а б о й  и н т е н ­
с и в н о с т и ,  т. е . б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о ,  н а п р и м е р ,  о т н о с и т е л ь н ы й  с к а ч о к  
д а в л е н и я  в  у д а р н о й  в о л н е  н е з н а ч и т е л е н ,  ( p 2 -  p i ) / p i ^  1. З д е с ь  и  в  
д а л ь н е й ш е м  и н д е к с о м  1  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  в е л и ч и н ы  д о  у д а р н о й  в о л н ы ,  
а  и н д е к с о м  2  —  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы .
Р а с с м о т р и м  и з м е н е н и е  э н т р о п и и  г а з а ,  п р о ш е д ш е г о  ч е р е з  у д а р н у ю  
в о л н у  с л а б о й  и н т е н с и в н о с т и .  У ч т е м ,  ч т о  э н т а л ь п и я  и  о б ъ е м  е д и н и ц ы  
м а с с ы  г а з а  з а в и с я т  о т  д а в л е н и я  и  э н т р о п и и :
h  =  h ( p , S ) ,  V  =  V  ( p , S ) .
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Р а з л о ж и м  э н т а л ь п и ю  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы  в  р я д  о к о л о  е е  з н а ч е н и я  в  
с о с т о я н и и  1 ( д о  у д а р н о й  в о л н ы ) .  В  д а л ь н е й ш е м  б у д е т  п о к а з а н о ,  ч т о  и з ­
м е н е н и е  э н т р о п и и  п р о п о р ц и о н а л ь н о  ( р 2 — P i ) 3 . П о э т о м у  в  р а з л о ж е н и и  
н у ж н о  у ч е с т ь  ч л е н ы  д о  т р е т ь е г о  п о р я д к а  м а л о с т и  п о  ( р 2 — p 1) в к л ю ч и ­
т е л ь н о ,  а  д а л е е  п р е н е б р е ч ь  ч л е н а м и ,  п р о п о р ц и о н а л ь н ы м и  ( S 2 — S 1 ) 2 и  
( S 2 — S 1 ) ( p 2 — p 1) ,  к а к  ч л е н а м и  б о л е е  в ы с о к о г о  п о р я д к а  м а л о с т и .  Т о г д а  
д л я  э н т а л ь п и и  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы  п о л у ч и м
h 2  = h 1  +  ( д р )  S ( P 2 — P 1) +  (  d S )  p ( S 2  — Й 1>+  
+ К  § р ^ )  S ( р 2  - р 1 ) 2 + К  У р )  S ( р 2  - р 1 )3 -
(1 2 .5 0 )
А н а л о г и ч н о  п р о в е д е м  р а з л о ж е н и е  у д е л ь н о г о  о б ъ е м а  г а з а  п о с л е  у д а р ­
н о й  в о л н ы  о т н о с и т е л ь н о  е г о  у д е л ь н о г о  о б ъ е м а  д о  у д а р н о й  в о л н ы :
У = У  + 1 1 р )  S ( р 2 — р 1 ) + К  W )  S ( р 2 — р 1 ) 2 -
( 1 2 .5 1 )
З д е с ь  м ы  о г р а н и ч и л и с ь  р а з л о ж е н и е м  т о л ь к о  п о  с к а ч к у  д а в л е н и я ,  т а к  
к а к  в т о р о е  с л а г а е м о е  у р а в н е н и я  у д а р н о й  а д и а б а т ы  (1 2 .3 5 )  у ж е  с о д е р ­
ж и т  м н о ж и т е л ь  ( р 2 — р 1) и  р а з л о ж е н и е  п о  ( S 2 — S 1) д а л о  б ы  ч л е н  
( S 2 — S ^ ^  — р 1) ,  и м е ю щ и й  б о л е е  в ы с о к и й  п о р я д о к  м а л о с т и .  П о  э т о й  ж е  
п р и ч и н е  в  э т о м  р а з л о ж е н и и  м ы  о г р а н и ч и л и с ь  ч л е н о м  в т о р о г о  п о р я д к а  
м а л о с т и  п о  с к а ч к у  д а в л е н и я  ( р 2 — р 1).
И с п о л ь з у е м  с л е д у ю щ и е  т е р м о д и н а м и ч е с к и е  с о о т н о ш е н и я :
d h  =  T d S  +  У d p ,  =  V , =  T . ( 1 2 .5 2 )
\ д р )  s  \ d S 7  р
П о д с т а в л я я  ( 1 2 .5 0 ) —(1 2 .5 2 )  в  у р а в н е н и е  у д а р н о й  а д и а б а т ы  ( 1 2 .3 5 ) ,  
п о л у ч и м
1 / д 2 У \
S 2 — S 1 =  ш А  W )  S (р 2 — р 1 ) 3 . ( 1 2 '5 3 )
И з  (1 2 .5 3 )  с л е д у е т ,  ч т о  с к а ч о к  э н т р о п и и  в  у д а р н о й  в о л н е  с л а б о й  и н ­
т е н с и в н о с т и  и м е е т  т р е т и й  п о р я д о к  м а л о с т и  п о  о т н о ш е н и ю  к  с к а ч к у  д а в ­
л е н и я .
С о о т н о ш е н и е  (1 2 .5 3 )  з а м е ч а т е л ь н о  т е м ,  ч т о  о н о  у к а з ы в а е т  н а  и з м е ­
н е н и е  э н т р о п и и  в  у д а р н о й  в о л н е  в  г а з е ,  л и ш е н н о м  в я з к о с т и  и  т е п л о п р о ­
в о д н о с т и .
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С л е д о в а т е л ь н о ,  у д а р н ы е  в о л н ы  я в л я ю т с я  е щ е  о д н и м  м е х а н и з м о м  
( н а р я д у  с  т р е н и е м  и  т е п л о п р о в о д н о с т ь ю )  в о з р а с т а н и я  э н т р о п и и  в  д в и ­
ж у щ и х с я  ж и д к о с т я х .
М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  п р о и з в о д н а я  ( I 2 V/Ip2 ) s  в с е г д а  п о л о ж и т е л ь ­
н а . В  ч а с т н о с т и ,  д и ф ф е р е н ц и р у я  у р а в н е н и е  а д и а б а т ы  П у а с с о н а  pV 1  =  
c o n s t ,  п о л у ч и м
f I 2 V \  ( у  + 1 ) 1
V d P V  S Y 2 р У
П о с к о л ь к у  э н т р о п и я  м о ж е т  л и ш ь  в о з р а с т а т ь  ( S2 >  S i ) ,  т о  и з  с о о т ­
н о ш е н и я  (1 2 .5 3 )  с л е д у е т :
p 2 >  p i .
И з  с о о т н о ш е н и я  ( 1 2 .3 3 ) ,  J 2 =  ( p 2 — p 1) / ( V 1 — У2) ,  м о ж н о  с д е л а т ь  в ы в о д :
V i >  V2.
И з  с о о т н о ш е н и я  д л я  с к о р о с т е й  v1 /v2 =  р2 /р1 =  У 1/ У 2 м о ж н о  з а к л ю ч и т ь :
V2 < V1 .
И з  у р а в н е н и я  у д а р н о й  а д и а б а т ы  и л и  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и  м о ж н о  п р и й ­
т и  к  с л е д у ю щ е м у  в ы в о д у :
h-2 >  h,1 , T 2 >  T 1 .
П о с к о л ь к у  с к о р о с т ь  з в у к а  в  г а з е  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  т е м п е р а т у р ы ,  т о
С2 >  С1 .
И з  о п р е д е л е н и я  с к о р о с т и  з в у к а  c  =  ( д р / д р ) S/ 2  с л е д у е т :
С1
У  ( I V ) „ '  С  =  р —г  ( I V ) , ■  « 2  5 4 .
С к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  д о  и  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы  м о г у т  б ы т ь  о п р е ­
д е л е н ы  п о  ф о р м у л а м  (1 2 .3 3 )  и  (1 2 .3 6 )
V1 =  J — 1 =  — — 1
, 2  Р 2 — Р 1 
— 2 — — 1
1/2
2 ±„ „\ 1/2
=  ( V 12 t g  а )  
v 2 =  ( V 22 t g  а ) 1 / 2 (12.55)
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г д е  а  —  у г о л  н а к л о н а  х о р д ы ,  с о е д и н я ю щ е й  т о ч к и  ( щ , V l ) и  (p 2 , V 2) н а  
л и н и и  у д а р н о й  а д и а б а т ы  (р и с .  1 2 .5 ) .
И з  г р а ф и к а  у д а р н о й  а д и а б а т ы  p ( V ) (р и с .  1 2 .5 )  и  с р а в н е н и я  с о о т н о ­
ш е н и й  (1 2 .5 4 )  и  (1 2 .5 5 )  п р и х о д и м  к  з а к л ю ч е н и ю :
О т с ю д а
d p
d V




>  t g  а .
S2
V l >  C l, V2 <  C2 .
С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  о б р а з о в а н и я  у д а р н о й  в о л н ы  н е о б х о д и м о ,  ч т о б ы  
г а з  д о  у д а р н о й  в о л н ы  д в и г а л с я  с о  с в е р х з в у к о в о й  с к о р о с т ь ю .  Д в и ж е н и е  
ж е  г а з а  п о с л е  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы  в с е г д а  п р о и с х о д и т  с  д о з в у к о в о й  
с к о р о с т ь ю .  В  г а з е ,  п р о ш е д ш е м  п р я м у ю  у д а р н у ю  в о л н у , н е  м о г у т  в о з н и ­
к а т ь  н о в ы е  у д а р н ы е  в о л н ы .
Т а к и м  о б р а з о м ,  в  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н е  в ы п о л н я ю т с я  с л е д у ю щ и е  
н е р а в е н с т в а :
Р 2 >  P l , V l >  V 2 , Р 2 >  P l , T 2 >  T l ,
C2 >  C l, Vl >  C l, V2 <  C2 , V2 <  V i ,




В  г а з е ,  п р о ш е д ш е м  п р я м у ю  у д а р н у ю  в о л н у , в о з ­
р а с т а е т  э н т р о п и я ,  д а в л е н и е ,  п л о т н о с т ь  и  т е м п е р а ­
т у р а ,  у м е н ь ш а е т с я  л и ш ь  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а ,  
с т а н о в я с ь  д о з в у к о в о й .
В ы ш е  р а с с м о т р е н а  н е п о д в и ж н а я  п р я м а я  у д а р ­
н а я  в о л н а ,  и л и  с к а ч о к  у п л о т н е н и я .  Е с л и  н а  р а с ­
с м а т р и в а е м о е  д в и ж е н и е  н а л о ж и т ь  с к о р о с т ь  Vl , н а ­
п р а в л е н н у ю  с п р а в а  н а л е в о  (р и с .  1 2 .7 ) ,  т о  г а з  в  о б ­
л а с т и  1  о к а ж е т с я  н е п о д в и ж н ы м  о т н о с и т е л ь н о  н а ­
б л ю д а т е л я ,  у д а р н а я  в о л н а  б у д е т  д в и г а т ь с я  с п р а в а  н а л е в о  с о  с к о р о с т ь ю  
Vl , а  г а з  з а  у д а р н о й  в о л н о й  в  о б л а с т и  2 б у д е т  д в и г а т ь с я  с п р а в а  н а л е в о  
с о  с к о р о с т ь ю  Vl — v 2 =  Vcn . Э т а  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  в о з м у щ е н н о г о  г а з а  
з а  у д а р н о й  в о л н о й  н а з ы в а е т с я  с к о р о с т ь ю  с п у т н о г о  п о т о к а .  И з  ф о р м у ­
л ы  ( 1 2 .4 1 )  с л е д у е т ,  ч т о  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  п л о с к о й  у д а р н о й  в о л н ы  т е м  
б о л ь ш е ,  ч е м  и н т е н с и в н е е  в о л н а ,  т. е . ч е м  б о л ь ш е  о т н о ш е н и е  p 2 / p l .
Vi
Р и с .  1 2 .7
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12.10. Образование ударных волн
О б р а з о в а н и е  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы  м о ж н о  п о н я т ь ,  р а с с м а т р и в а я  с л е ­
д у ю щ и й  о п ы т .  П у с т ь  и м е е т с я  н е к о т о р а я  б е с к о н е ч н а я  т е п л о и з о л и р о в а н ­
н а я  т р у б а  с  г а з о м ,  н а  о д н о м  к о н ц е  к о т о р о й  н а х о д и т с я  п о д в и ж н ы й  п о р ­
ш е н ь  (р и с .  1 2 .8 ) .
Р и с .  1 2 .8
П у с т ь  в  н е к о т о р ы й  м о м е н т  в р е м е н и  п о р ш е н ь  в н е з а п н о  н а ч и н а е т  д в и ­
г а т ь с я  с  н е к о т о р о й  с к о р о с т ь ю  с л е в а  н а п р а в о ,  а  д а л ь ш е  п р о д о л ж а е т  
д в и г а т ь с я  с о  с к о р о с т ь ю  с п у т н о г о  п о т о к а .  Т о г д а  в  п е р в о н а ч а л ь н ы й  м о ­
м е н т  в р е м е н и  п е р е д  п о р ш н е м  о б р а з у е т с я  у п л о т н е н и е  г а з а .  П р и м е р н ы й  
г р а ф и к  и з м е н е н и я  п л о т н о с т и  г а з а  в  т р у б е  в  э т о т  м о м е н т  п о к а з а н  н а  
р и с .  1 2 .8 .
Р а з о б ь е м  э т о т  у п л о т н е н н ы й  у ч а с т о к  г а з а  н а  т о н к и е  э л е м е н т а р н ы е  
с л о и ,  п е р п е н д и к у л я р н ы е  о с и  ц и л и н д р а .  Т а к  к а к  б о л е е  и н т е н с и в н о е  
у п л о т н е н и е  р а с п р о с т р а н я е т с я  в  г а з е  с  б о л ь ш е й  с к о р о с т ь ю ,  т о  в  п р о ц е с ­
с е  д в и ж е н и я  б о л е е  п л о т н ы е  з а д н и е  с л о и  б у д у т  д о г о н я т ь  м е н е е  п л о т н ы е  
п е р е д н и е  с л о и  и  в  п о с л е д у ю щ и й  м о м е н т  в р е м е н и  t\ г р а ф и к  р ( х )  б у д е т  
и м е т ь  б о л е е  к р у т о й  в и д . П р и  д а л ь н е й ш е м  д в и ж е н и и  к р у т и з н а  у в е л и ­
ч и в а е т с я  и  в  к о н ц е  к о н ц о в  о б р а з у е т с я  у з к а я  о б л а с т ь  р а з р ы в а  т е р м о д и ­
н а м и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  и  с к о р о с т е й  д в и ж е н и я  г а з а ,  и м е ю щ а я  т о л щ и н у  
п о р я д к а  с р е д н е й  д л и н ы  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  м о л е к у л .  Э т а  у з к а я  о б л а с т ь  
г а з а  д в и ж е т с я  с л е в а  н а п р а в о  с о  с к о р о с т ь ю  v i , о б р а з у я  у д а р н у ю  в о л н у . 
З а  у д а р н о й  в о л н о й  г а з  б у д е т  д в и г а т ь с я  с о  с к о р о с т ь ю  с п у т н о г о  п о т о к а
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v 1 — v 2. Т а к и м  о б р а з о м ,  у д а р н ы е  в о л н ы  я в л я ю т с я  с а м о ф о р м и р у ю щ и ­
м и с я  о б р а з о в а н и я м и  в  г а з е .  Н е  о ч е н ь  р е з к о  о г р а н и ч е н н о е  у п л о т н е н и е  в  
г а з е  п о  м е р е  д в и ж е н и я  а в т о м а т и ч е с к и  п е р е х о д и т  в  р е з к о  о г р а н и ч е н н у ю  
у д а р н у ю  в о л н у . П р и  п о с л е д у ю щ е м  д в и ж е н и и  в  р е а л ь н о м  г а з е  у д а р н а я  
в о л н а  « р а з м ы в а е т с я »  и  и с ч е з а е т  в с л е д с т в и е  в я з к о с т и  и  т е п л о п р о в о д н о ­
с т и  р е а л ь н о г о  г а з а .
Е с л и  п о р ш е н ь  р е з к о  с м е с т и т ь  в л е в о ,  т о  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  
п е р е д  н и м  в о з н и к а е т  о б л а с т ь  р а з р е ж е н и я  г а з а .  Э т о  р а з р е ж е н и е  б у д е т  в  
д а л ь н е й ш е м  р а с п р о с т р а н я т ь с я  в п р а в о .  О д н а к о  т е  ж е  р а с с у ж д е н и я  п о ­
к а з ы в а ю т ,  ч т о  в  э т о м  с л у ч а е  н е  п р о и с х о д и т  с а м о ф о р м и р о в а н и я  р е з к о г о  
п е р е х о д а  м е ж д у  н е в о з м у щ е н н ы м  г а з о м  и  о б л а с т ь ю  р а з р е ж е н и я .  Н а о б о ­
р о т ,  б о л е е  и л и  м е н е е  р е з к о е  в о з м у щ е н и е  в  н а ч а л е  д в и ж е н и я  п о р ш н я  п р и  
д а л ь н е й ш е м  д в и ж е н и и  р а с п о л з а е т с я ,  з а н и м а я  п о с т е п е н н о  в с е  б о л ь ш у ю  
и  б о л ь ш у ю  о б л а с т ь  п р о с т р а н с т в а  т р у б ы .
Э т о  з н а ч и т ,  ч т о  у д а р н ы е  в о л н ы  р а з р е ж е н и я ,  т. е . р е з к и е  п е р е х о д ы ,  
п о с л е  п р о х о ж д е н и я  к о т о р ы х  в  г а з е  у м е н ь ш а е т с я  д а в л е н и е ,  с у щ е с т в о в а т ь  
н е  м о г у т .
Т о  ж е  с а м о е  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  п о л ь з у я с ь  у р а в н е н и е м  у д а р н о й  а д и а б а ­
т ы .  Т о ч к и  у д а р н о й  а д и а б а т ы  (р и с .  1 2 .5 )  п р а в е е  т о ч к и  ( p 1, V 1) ,  к о т о р ы е  
с о о т в е т с т в о в а л и  б ы  у д а р н о й  в о л н е  р а з р е ж е н и я  ( p 2 <  p 1) ,  н е р е а л ь н ы ,  
т а к  к а к  о н и  с о о т в е т с т в у ю т  т а к о м у  п р о ц е с с у ,  п р и  к о т о р о м  э н т р о п и я  г а ­
з а  у м е н ь ш а л а с ь  б ы  (1 2 .5 3 ) .
12.11. Ударная волна при взрыве
Р а с с м о т р и м  ч и с л е н н ы й  п р и м е р .  П р и  в з р ы в е  а т о м н о й  б о м б ы  о б р а з у е т с я  
с ф е р и ч е с к а я  и л и  п о л у с ф е р и ч е с к а я  у д а р н а я  в о л н а .  В д а л и  о т  э п и ц е н ­
т р а  в з р ы в а  у ч а с т о к  с ф е р и ч е с к о й  у д а р н о й  в о л н ы  м о ж н о  п р и б л и ж е н н о  
р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п л о с к и й  и  д л я  р а с ч е т о в  п о л ь з о в а т ь с я  п о л у ч е н н ы м и  
в ы ш е  ф о р м у л а м и  д л я  п л о с к о й  у д а р н о й  в о л н ы .  И н т е н с и в н о с т ь  в о л н ы  
б у д е м  х а р а к т е р и з о в а т ь  о т н о ш е н и е м  д а в л е н и й  p 2 / p 1 . Э к с п е р и м е н т  п о ­
к а з ы в а е т ,  ч т о  п р и  в з р ы в е  м е г а т о н н о й  б о м б ы  н а  р а с с т о я н и и  2 , 5  ^  3 к м  
о т  э п и ц е н т р а  в з р ы в а  p 2 / p 1 ~  2. П у с т ь  с к о р о с т ь  з в у к а  в  н е п о д в и ж н о м  
в о з д у х е  ( у  =  1, 4 )  б у д е т  р а в н а  3 4 0  м / с .  В ы ч и с л и м  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  
у д а р н о й  в о л н ы  v 1 .
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L2 7 ( 7  -  1 ) +  —  ( 7  +  1 )Р1
1/2
1,35 ci.
Т а к и м  о б р а з о м ,  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  у д а р н о й  в о л н ы  п о ч т и  в  
п о л т о р а  р а з а  б о л ь ш е ,  ч е м  с к о р о с т ь  з в у к а  в  н е п о д в и ж н о м  г а з е .  П о э т о ­
м у  н а б л ю д а т е л ь  с н а ч а л а  о б н а р у ж и т  у д а р н у ю  в о л н у ,  а  у ж  з а т е м  у с л ы ­
ш и т  з в у к  в з р ы в а .  П р и ч е м  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  у д а р н о й  в о л н ы  т е м  
б о л ь ш е ,  ч е м  б о л ь ш е  е е  и н т е н с и в н о с т ь ,  т. е . ч е м  б о л ь ш е  о т н о ш е н и е  p 2 / p 1 .
Н а й д е м  с к о р о с т ь  v 2 , н е о б х о д и м у ю  д л я  в ы ч и с л е н и я  с к о р о с т и  с п у т н о ­
г о  д в и ж е н и я  в о з д у х а  з а  у д а р н о й  в о л н о й  ( 1 2 .4 0 ) :
7  +  1  +  (P 2 /P i ) ( Y  — 1)
V2 — Cl ------------------------------------------ 1/2
! 2 Y [ 7  -  1 +  (p 2/ p i ) ( 7  +  1 ) ] } 1/2
0 ,8 4  c 1 .
С к о р о с т ь  с п у т н о г о  п о т о к а  г а з а  з а  у д а р н о й  в о л н о й  т а к о в а :
v cn — v 1 — v 2 ~  0 ,5  c 1 ~  1 7 0 м / с .
Т а к и м  о б р а з о м ,  в о з д у х  з а  у д а р н о й  в о л н о й  д в и ж е т с я  с  у р а г а н н о й  с к о ­
р о с т ь ю ,  п р о и з в о д я  б о л ь ш и е  р а з р у ш е н и я .
Н а й д е м  т е м п е р а т у р у  в о з д у х а  з а  у д а р н о й  в о л н о й ,  е с л и  т е м п е р а т у р а  
н е п о д в и ж н о г о  в о з д у х а  T  — 3 0 0  К .  В о с п о л ь з у е м с я  у р а в н е н и е м  с о с т о я н и я  
и д е а л ь н о г о  г а з а  и  с о о т н о ш е н и я м и  v 1 — J V 1 , v 2 — J V 2 :
T 2 — Р 2 V 2
T — Р 1  v 1
p 2 —  «  1 ,2 5 , T 2 — 3 7 5  К .
Р 1 v 1
Т а к и м  о б р а з о м ,  н а р я д у  с  и з л у ч е н и е м  о б ъ е к т ы ,  п о д в е р г а ю щ и е с я  в о з ­
д е й с т в и ю  у д а р н о й  в о л н ы ,  н е  т о л ь к о  и с п ы т ы в а ю т  р е з к и й  п е р е п а д  д а в ­
л е н и я  п р и  е е  п р о х о ж д е н и и  ( p 2 / p 1 ~  2 ) ,  в о с п р и н и м а е м ы й  к а к  у д а р ,  
н о  т а к ж е  м о г у т  р а з р у ш а т ь с я  и  в о з г о р а т ь с я  п о д  в о з д е й с т в и е м  г о р я ч е г о  
( ~  1 0 0 ° С )  у р а г а н н о г о  в е т р а  ( ~  1 7 0 м / с ) ,  с о з д а в а е м о г о  с п у т н ы м  п о т о ­
к о м  в о з д у х а ,  д в и ж у щ и м с я  в с л е д  з а  у д а р н о й  в о л н о й .
Р а з б е г а ю щ и й с я  с  б о л ь ш о й  с к о р о с т ь ю  о т  э п и ц е н т р а  в з р ы в а  в о з д у х  
с о з д а е т  о к о л о  н е г о  о б л а с т ь  в е с ь м а  н и з к о г о  д а в л е н и я .  П о э т о м у  с п у с т я  
н е к о т о р о е  в р е м я  п о с л е  п р о х о ж д е н и я  у д а р н о й  в о л н ы  в о з д у х  у с т р е м л я е т ­
с я  п о  п о в е р х н о с т и  з е м л и  о б р а т н о  к  э п и ц е н т р у ,  н е с я  с  с о б о й  м н о г о  п ы л и . 
Э т о т  з а п ы л е н н ы й  н а г р е т ы й  в о з д у х ,  у с т р е м л я я с ь  в в е р х ,  и  с о з д а е т  т о т  
« г р и б » ,  к о т о р ы й  х а р а к т е р е н  д л я  н а з е м н ы х  я д е р н ы х  в з р ы в о в .
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12.12. Косая ударная волна
Р а с с м о т р и м  б о л е е  о б щ и й  с л у ч а й  у д а р н о й  в о л н ы ,  к о г д а  л и н и и  т о к а  в  н а ­
б е г а ю щ е м  п о т о к е  н е  п е р п е н д и к у л я р н ы  п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  (р и с .  1 2 .9 ) .  
Н а п р а в и м  о с ь  x  п о  л и н и и  т о к а  в  н а б е г а ю щ е м  п о т о к е .  Р а з л о ж и м  с к о ­
р о с т ь  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  н а  п е р п е н д и к у л я р н у ю  и  к а с а т е л ь н у ю  к  у д а р ­
н о й  в о л н е  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и .
Т а к  к а к  т а н г е н ц и а л ь н а я  к о м п о н е н т а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  в  у д а р ­
н о й  в о л н е  н е п р е р ы в н а ,  а  н о р м а л ь н а я  к о м п о н е н т а  п о с л е  п р о х о ж д е н и я  
у д а р н о й  в о л н ы  (п р я м а я  у д а р н а я  в о л н а )  у м е н ь ш а е т с я ,  т о ,  с л е д о в а т е л ь ­
н о ,  л и н и я  т о к а  п о с л е  п р о х о ж д е н и я  у д а р н о й  в о л н ы  п о в о р а ч и в а е т ,  п р и ­
б л и ж а я с ь  к  у д а р н о й  в о л н е .
Р и с .  1 2 .9
О ч е в и д н о ,  д л я  н о р м а л ь н ы х  к о м п о н е н т  с к о р о с т и  с п р а в е д л и в ы  т е  с о ­
о т н о ш е н и я ,  к о т о р ы е  п о л у ч е н ы  д л я  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы .  О б о з н а ч и м  
у г о л  м е ж д у  о с ь ю  x  и  у д а р н о й  в о л н о й  ч е р е з  р ,  а  у г о л  п о в о р о т а  п о т о к а  
ч е р е з  х .  Т о г д а  м о ж н о  з а п и с а т ь  с л е д у ю щ и е  с о о т н о ш е н и я .
И з  у с л о в и я  н е п р е р ы в н о с т и  т а н г е н ц и а л ь н о й  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  
и м е е м  (р и с .  1 2 .9 ) :
V lt =  V2t , V1 c o s  p  =  v 2x c o s  p  +  V2y s in  p ,
c t g  p  = V2y
Vi -  V2 x '
( 1 2 .5 6 )
П о  а н а л о г и и  с  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н о й  ( 1 2 .4 8 )  д л я  о т н о ш е н и я  н о р -
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м а л ь н ы х  к о м п о н е н т  с к о р о с т и  м о ж н о  з а п и с а т ь
V 2n  2 +  ( 7  -  1 )M 1n
Vin  (7  +  1 ) M in
M in  =  — .
Ci
(12.57)
И з  р и с .  1 2 .9  и м е е м  с л е д у ю щ и е  с о о т н о ш е н и я :
V in =  Vi  s in  p ,  V2n =  V2x s in  p  -  V 2y COS p .  
П о д с т а в л я я  в  ( 1 2 .5 7 ) ,  п о л у ч а е м
V2x Sin p  — v 2 y cos p 2 c i
+
7  — 1
v 1 s in  p  ( 7  +  1 ) v 2 s in 2 p  ' 7  + 1
С  у ч е т о м  т р и г о н о м е т р и ч е с к о г о  р а в е н с т в а
• 2 1s in  p  =  - ----------- 2—
1  +  c t g 2 p
п о с л е д н е е  в ы р а ж е н и е  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
V2x -  V2 y C tg  p  =  2 c 2 (1  +  c t g 2 p )  +  7  -  1 
Vi ( 7  +  1 ) v 2 7  +  Г
И с п о л ь з у я  д л я  v 2y п о с л е д н е е  с о о т н о ш е н и е  в  ( 1 2 .5 6 ) ,  п о л у ч и м  с л е д у ю ­
щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  к в а д р а т а  к о т а н г е н с а  у г л а  м е ж д у  в е к т о р о м  с к о р о с т и  
н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  и  у д а р н о й  в о л н о й :
c t g  p  =
2C1 v 2x 7  — 1 
+  —  -  1----- т х
(7  +  1 ) v 2 V i 7  +  1_
X
2 c2
_( 7  +  1 ) v i2
+
Vi -  V2 x 
Vi
“1 - i ( 1 2 .5 8 )
У м н о ж а я  ч и с л и т е л ь  и  з н а м е н а т е л ь  п р а в о й  ч а с т и  (1 2 .5 8 )  н а  v i , а  т а к ­
ж е  в ы ч и т а я  и  п р и б а в л я я  в  ч и с л и т е л е  v i , п о л у ч и м  с л е д у ю щ у ю  ф о р м у л у :
c t g 2 p Viy
Vi -  V2x — + 1  fv i -  —  ) -  ( v i -  V 2 x) 7  +  1 V Vi X
X Vi -  V2x +
2  c 2 i - i





v22 У (V l -  V2x ) 2
2
7  +  1
c 2
V l -------1  ) -  (V l -  V2 x )
v l
X Vl -  V2x +
2 c l
7  + 1  Vl
x
l
(1 2 .5 9 )
У р а в н е н и е  (1 2 .5 9 )  н а з ы в а е т с я  уравнением ударной поляры. О н о  у с т а ­
н а в л и в а е т  с в я з ь  м е ж д у  V2 y и  V2x , е с л и  з а д а н ы  Vl и  cl .
В в е д е м  в  у р а в н е н и е  у д а р н о й  п о л я р ы  в м е с т о  c l к р и т и ч е с к у ю  с к о ­
р о с т ь  о* . С в я з ь  м е ж д у  э т и м и  с к о р о с т я м и  м о ж е т  б ы т ь  п о л у ч е н а  и з  п е р ­
в о г о  у р а в н е н и я  (1 2 .4 2 ) :
2 _  2 7  +  1  2 7  -  1
0 l _  С* 2  Vl 2  '
П о с л е  п о д с т а н о в к и  (1 2 .6 0 )  в  (1 2 .5 9 )  п о л у ч и м
22 V lV 2 x о ;
V2y =  (V l -  V2x)2~2 2 •У С.{ -  V2xV l +  2 v 2 / ( y  +  1 )
(1 2 .6 0 )
(1 2 .6 1 )
П р и  з а д а н н ы х  Vl и  о* ф у н к ц и я  V2y =  f  ( v2x ) п р е д с т а в л я е т  с о б о й  урав­
нение строфоиды и  и м е е т  в и д ,  и з о б р а ж е н н ы й  н а  р и с .  1 2 . 1 0 .
Р и с .  1 2 .1 0
О б о з н а ч и м  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  с т р о ф о и д ы  с  о с ь ю  V2x ч е р е з  A  и  B . 
О ч е в и д н о ,  ч т о  р а д и у с - в е к т о р ,  п р о в е д е н н ы й  и з  н а ч а л а  к о о р д и н а т  в  л ю ­
б у ю  т о ч к у  C  с т р о ф о и д ы ,  п р е д с т а в и т  в е к т о р  с к о р о с т и  п о с л е  у д а р н о й
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в о л н ы  v 2 . У г о л ,  с о с т а в л я е м ы й  э т и м  в е к т о р о м  и  о с ь ю  v 2 x , б у д е т  у г л о м  
п о в о р о т а  п о т о к а  у .  Д л и н а  о т р е з к а  O D  с о о т в е т с т в у е т  к а с а т е л ь н ы м  с о ­
с т а в л я ю щ и м  с к о р о с т е й  д о  и  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы ,  v 1t =  v 2 t . К о о р д и н а т ы  
т о ч е к  A  и  B  м о г у т  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  и з  у с л о в и я  v 2y =  0.
П р и р а в н и в а я  к  н у л ю  л е в у ю  ч а с т ь  у р а в н е н и я  ( 1 2 .6 1 ) ,  д л я  к о о р д и н а т  
т о ч е к  A  и  B  п о л у ч и м  с л е д у ю щ и е  з н а ч е н и я .
К о о р д и н а т а  д в о й н о й  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  B  о п р е д е л я е т с я  п р и р а в н и ­
в а н и е м  н у л ю  п е р в о г о  м н о ж и т е л я  п р а в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  ( 1 2 .6 1 ) :
( v 2 x) B =  v i .
К о о р д и н а т а  т о ч к и  A  с л е д у е т  и з  р а в е н с т в а  н у л ю  ч и с л и т е л я  д р о б и  (1 2 .6 1 )  
и  у ч е т а  с о о т н о ш е н и я  ( 1 2 .4 5 ) :
v i v 2x -  cl = 0 , V2x c*  
v i  ,
c 2 =  v i v 2 , ( v i x) A =  v i .
Т а к и м  о б р а з о м ,  т о ч к и  A  и  B  у д а р н о й  п о л я р ы  о п р е д е л я ю т  с к о р о с т и  
п о с л е  и  д о  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы .  Т о ч к и  с т р о ф о и д ы  з а  т о ч к о й  B  н е р е ­
а л ь н ы , т а к  к а к  с о о т в е т с т в о в а л и  б ы  у с л о в и я м  в  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н е ,  
п р и  к о т о р ы х  v 2 >  v 1 , ч т о  н е в о з м о ж н о .
П р о в е д е м  п р я м у ю  ч е р е з  т о ч к и  B  и  C  и  о п у с т и м  п е р п е н д и к у л я р  и з  
н а ч а л а  к о о р д и н а т  н а  э т у  п р я м у ю .  О б о з н а ч и м  у г о л  D O B  ч е р е з  в , т о г д а  
и з  р и с .  1 2 . 1 0  с л е д у е т
c t g в  =  v 2 y = c t g  ф , в  =  ф .
v i  -  v 2x
С л е д о в а т е л ь н о ,  у г о л  в  р а в е н  у г л у  н а к л о н а  у д а р н о й  в о л н ы  к  в е к т о р у  
с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а .
Д а л е е  и з  р и с .  1 2 .9  и  1 2 .1 0  и м е е м
O D  =  v 1 c o s  ф  =  v 1t =  v 2t, B D  =  v 1 s in  ф  =  v 1n ,
D C  =  v 2 s i n ^  -  x )  =  v 2n.
Е с л и  и з  н а ч а л а  к о о р д и н а т  п р о в е с т и  к а с а т е л ь н ы е  к  у д а р н о й  п о л я р е ,  
т о  т о ч к и  к а с а н и я  E  п р а к т и ч е с к и  б у д у т  с о в п а д а т ь  с  т о ч к а м и  п е р е с е ч е ­
н и я  о к р у ж н о с т и  v 2 =  c* с  у д а р н о й  п о л я р о й .
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1 2 . 1 2 . 1 .  М а к с и м а л ь н ы й  у г о л  п о в о р о т а  
п о т о к а
П р и  у в е л и ч е н и и  ч и с л а  М а х а  M i  з а  с ч е т  у в е л и ч е н и я  с к о р о с т и  н а б е г а ю ­
щ е г о  п о т о к а  v 1 т о ч к а  B  б у д е т  п е р е д в и г а т ь с я  в п р а в о ,  а  т о ч к а  A  в л е в о ,  
т а к  к а к  V1 V2 =  c ; .
П о э т о м у  у д а р н ы е  п о л я р ы  д л я  м е н ь ш и х  M 1 б у д у т  л е ж а т ь  в н у т р и  
у д а р н ы х  п о л я р ,  п о с т р о е н н ы х  д л я  б о л ь ш и х  ч и с е л  М а х а  M 1.
Н а й д е м  у р а в н е н и е  у д а р н о й  п о л я р ы  в  п р е д е л ь н о м  с л у ч а е  M 1 ^  ж .  
П р и  э т о м  к р и т и ч е с к о е  ч и с л о  М а х а  б у д е т  и м е т ь  с л е д у ю щ е е  п р е д е л ь н о е  
з н а ч е н и е  ( 1 2 .4 9 ) :
M 21* 1м 1 —ГО
V1 (Y  + 1 ) M 1
С*) м 1̂ те 2  +  (y  1 ) M 1 Mi —
Y +  1
Y -  1 :
, 2  Y  +  1  _  „ ,2  
Y -  1
( 1 2 .6 2 )
'/1max*
П о д с т а в л я я  э т и  з н а ч е н и я  в  у р а в н е н и е  у д а р н о й  п о л я р ы  ( 1 2 .6 1 ) ,  п о ­
л у ч и м
2 Y +  1 V2x v2x C 4 Y -  1 ( 1 2 .6 3 )J2 y \ ~* \/ 1 ^2  t \ - x ~* \/ I лY -  1 Y  +  1
У р а в н е н и е  (1 2 .6 3 )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  о к р у ж н о с т ь  (р и с .  1 2 .1 1 )  р а -
д и у с о м
R  =  -  с* 
2  *
Y +  1 Y -  1
Y -  1 Y  +  1
О к р у ж н о с т ь  п е р е с е к а е т  о с ь  v 2x в  т о ч к а х  A  и  B ,  и м е ю щ и х  к о о р д и н а -




Y -  1
Y +  1 ’
( v 2 x ) в с*
Y  +  1
Y  -  1  ’
К а с а т е л ь н а я ,  п р о в е д е н н а я  к  о к р у ж н о с т и  и з  н а ч а л а  к о о р д и н а т ,  и м е е т  
у г о л  с  о с ь ю  v 2x , о п р е д е л я е м ы й  с о о т н о ш е н и е м
s in  Xmax
R




Р и с .  1 2 .1 1
П о  о п р е д е л е н и ю  у г о л  Х т а х  я в л я е т с я  м а к с и м а л ь н о  в о з м о ж н ы м  у г л о м  
п о в о р о т а  п о т о к а  в  к о с о й  у д а р н о й  в о л н е ,  д о с т и г а е м ы й  т о л ь к о  п р и  б е с к о ­
н е ч н о м  ч и с л е  М а х а  в  н а б е г а ю щ е м  п о т о к е .  Д л я  в о з д у х а  ( 7  =  1 ,4 )
1  1
s in  Xmax _  ,
Y  1 4
X max 4 5 ° .
Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  в о з д у х а  п о т о к ,  п р о ш е д ш и й  к о с у ю  у д а р н у ю  в о л ­
н у , н е  м о ж е т  п о в е р н у т ь  н а  у г о л ,  б о л ь ш и й  ч е м  4 5 ° .
Р а с с м о т р и м  и з м е н е н и е  с к о р о с т и  з а  к о с о й  у д а р н о й  в о л н о й  п р и  з а д а н ­
н о м  ч и с л е  М а х а  М 1 и  и з м е н е н и и  у г л а  п о в о р о т а  п о т о к а  п о с л е  у д а р н о й  
в о л н ы  X  (р и с .  1 2 .1 2 ) .  Е с л и  т о ч к а  C  п р и б л и ж а е т с я  к  т о ч к е  B  ( у г о л  х  
у м е н ь ш а е т с я ) ,  т о  п р и  э т о м  - 2х с т р е м и т с я  к  - 1. С к а ч о к  с к о р о с т и  у м е н ь ­
ш а е т с я ,  и  у д а р н а я  в о л н а  в  п р е д е л е  п е р е х о д и т  в  с л а б ы й  р а з р ы в  —  в  
с л а б у ю  у д а р н у ю  з в у к о в у ю  в о л н у . О д н а к о  п р и  э т о м  у г о л  p  и м е е т  к о ­
н е ч н о е  з н а ч е н и е .  Э т о  з н а ч е н и е  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  
В о с п о л ь з у е м с я  т р и г о н о м е т р и ч е с к и м  р а в е н с т в о м
1
““I 2
s in 2 p
-  1  =  c t g 2 p .
П о д с т а в и в  с ю д а  п о л у ч е н н о е  в ы ш е  в ы р а ж е н и е  д л я  c t g 2 p  и  п е р е й д я  к  
п р е д е л у  v 2x ^  - 1 , п о л у ч и м
1
s in 2 p
-  1  =  -  1 ,
c 1
1
s in  p  =  =  s in  a ,
M 1
p  =  a .
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Р и с .  1 2 .1 2
Т а к и м  о б р а з о м ,  с л а б а я  у д а р н а я  в о л н а  ( з в у к о в а я  в о л н а ) ,  к а к  и  с л е д о в а л о  
о ж и д а т ь ,  р а с п р о с т р а н я е т с я  п о д  у г л о м  а  ( у г о л  М а х а ) .
П р и  п е р е м е щ е н и и  т о ч к и  C  к  т о ч к е  A  с к о р о с т ь  v 2 з а  у д а р н о й  в о л н о й  
у м е н ь ш а е т с я  и  п о с л е  п р о х о ж д е н и я  т о ч к и  E  с т а н о в и т с я  д о з в у к о в о й .  П р и  
э т о м  у г о л  ^  м о н о т о н н о  у в е л и ч и в а е т с я  и  н а к о н е ц  в  т о ч к е  A  с т а н о в и т с я  
р а в н ы м  9 0 ° ,  ч т о  с о о т в е т с т в у е т  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н е .  И з  у р а в н е н и я  
у д а р н о й  п о л я р ы  (1 2 .5 9 )  п р и  v 2x ^  v 2 в  э т о м  с л у ч а е  н е м е д л е н н о  с л е д у е т  
ф о р м у л а  ( 1 2 .4 8 ) ,  п о л у ч е н н а я  д л я  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы :
V2 _  2  +  (y  -  1 ) M 2
v i  ( y  +  i ) m 1
И з  р и с .  1 2 . 1 2  в и д н о ,  ч т о  е с л и  у г о л  ^  п р и  п е р е м е щ е н и и  т о ч к и  C  о т  
т о ч к и  B  к  т о ч к е  A  р а с т е т  м о н о т о н н о ,  т о  у г о л  х  д о с т и г а е т  н е к о т о р о г о  
м а к с и м а л ь н о г о  з н а ч е н и я  в  т о ч к е  E  (v 2 _  c * ) ,  а  з а т е м  н а ч и н а е т  у б ы в а т ь .  
Т о ч к а  E  д е л и т  у д а р н у ю  п о л я р у  н а  д в е  ч а с т и :  ч а с т ь  B E , д л я  к о т о р о й  
v 2 >  c* , и  ч а с т ь  E A ,  в  т о ч к а х  к о т о р о й  v 2 <  c* . П р и ч е м ,  к а к  о т м е ч а ­
л о с ь  в ы ш е , т о ч к а  E  п о ч т и  с о в п а д а е т  с  т о ч к о й  к а с а н и я  к а с а т е л ь н о й ,  
п р о в е д е н н о й  к  п о л я р е  и з  н а ч а л а  к о о р д и н а т .  С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  т о ч е к  
п о л я р ы  B E  с к о р о с т ь  г а з а ,  п р о ш е д ш е г о  к о с у ю  у д а р н у ю  в о л н у , о с т а е т с я  
с в е р х з в у к о в о й ,  д л я  т о ч е к  E A  с к о р о с т ь  г а з а  п о с л е  к о с о й  у д а р н о й  в о л н ы  
с т а н о в и т с я  д о з в у к о в о й .
Т о ч к и  ч а с т и  п о л я р ы  B E  н а з ы в а ю т с я  т о ч к а м и  с л а б о г о  с е м е й с т в а ,  а  
т о ч к и  п о л я р ы  E A  —  т о ч к а м и  с и л ь н о г о  с е м е й с т в а  у д а р н ы х  в о л н .  З а д а н ­
н о м у  у г л у  х  н а  у д а р н о й  п о л я р е  в с е г д а  ( к р о м е  т о ч к и  E ) с о о т в е т с т в у ю т  
д в е  т о ч к и ,  и з  к о т о р ы х  о д н а  п р и н а д л е ж и т  с л а б о м у ,  а  д р у г а я  с и л ь н о ­
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м у  с е м е й с т в у .  О п ы т  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  в  д е й с т в и т е л ь н о с т и  р е а л и з у ю т с я  
л и ш ь  т о ч к и  с л а б о г о  с е м е й с т в а .  Т о ч к и  с и л ь н о г о  с е м е й с т в а  м о г у т  р е а л и ­
з о в а т ь с я  т о л ь к о  в  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н е  ( т о ч к а  A ) .  П о - в и д и м о м у ,  у д а р ­
н ы е  в о л н ы ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  т о ч к а м  с и л ь н о г о  с е м е й с т в а ,  к р о м е  т о ч к и  
А  (п р я м а я  у д а р н а я  в о л н а ) ,  н е у с т о й ч и в ы .  П о э т о м у  з а  к о с о й  у д а р н о й  в о л ­
н о й  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  о с т а е т с я  с в е р х з в у к о в о й  ( v 2 >  о * ) ,  и  в  н е м  
м о г у т  в о з н и к н у т ь  е щ е  к о с ы е  и л и  п р я м ы е  у д а р н ы е  в о л н ы .
12.12.2. Обтекание клина
Р а с с м о т р и м  о б т е к а н и е  с в е р х з в у к о в ы м  п о т о к о м  г а з а  п л о с к о г о  к л и н а  
(р и с .  1 2 .1 3 ) .
П у с т ь  з а д а н ы  v i  и  М х. Д л я  п р а к т и ч е ­
с к и х  р а с ч е т о в  с у щ е с т в у ю т  н о м о г р а м м ы ,  к о ­
т о р ы е  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  у д а р н ы е  п о л я р ы ,  
в ы ч и с л е н н ы е  д л я  р а з л и ч н ы х  М х. О н и  и з о б ­
р а ж е н ы  в  в и д е  с т р о ф о и д ,  в л о ж е н н ы х  о д н а  
в  д р у г у ю .  П р и ч е м  с т р о ф о и д а ,  п о с т р о е н н а я  
д л я  м е н ь ш е г о  М х , л е ж и т  в н у т р и  с т р о ф о и ­
д ы ,  п о с т р о е н н о й  д л я  б о л ь ш е г о  М х . В  д а н н о м  
с л у ч а е  н а м  и з в е с т н ы  v x и  М х , а  т а к ж е  у г о л  
п о в о р о т а  п о т о к а  х ,  т а к  к а к  п о т о к  д о л ж е н  п о в е р н у т ь  в д о л ь  п о в е р х н о с т и  
к л и н а  O A .
Р и с .  1 2 .1 3
Р и с .  1 2 .1 4
П р о в о д я  и з  н а ч а л а  к о о р д и н а т  (р и с .  1 2 .1 4 )  п р я м у ю  п о д  у г л о м  х ,  п о ­
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лучим две точки пересечения этой прямой с ударной полярой, постро­
енной для заданного М х . Выбираем точку слабого семейства — точку C . 
Отрезок O C  определяет скорость за косой ударной волной — v 2 . Про­
водя секущую через точки B  и C  и опуская на нее перпендикуляр из 
начала координат, получим угол ф  — угол наклона косой ударной волны  
к набегающему потоку (рис. 1 2 . 1 0 ).
В прямой ударной волне для отношения давлений была получена 
формула (12.46):
Р 2 =  Л _ M  -  7 - 1 .
p  1 7  + 1  7  +  1




2 7  V2 • 2
2  s in  ф
7  + 1  c i
7  -  1
7  +  1
M i  s in 2 ф
7  +  1  1
7  -  1
7  +  1
( 1 2 .6 4 )
О т н о ш е н и е  о с т а л ь н ы х  т е р м о д и н а м и ч е с к и х  в е л и ч и н  м о ж е т  б ы т ь  п о ­
с т р о е н о  и з  п о л у ч е н н ы х  в ы ш е  ф о р м у л  ( 1 2 .3 7 ) ,  ( 1 2 .3 8 ) .
И з  с р а в н е н и я  ф о р м у л  в и д н о ,  ч т о  п р и  з а д а н н о м  М х с к а ч о к  д а в л е н и я  
в  к о с о й  у д а р н о й  в о л н е  в с е г д а  м е н ь ш е ,  ч е м  с к а ч о к  д а в л е н и я  в  п р я м о й  
у д а р н о й  в о л н е .  Т а к ж е  м е н ь ш е  с к а ч к и  и  д р у г и х  т е р м о д и н а м и ч е с к и х  в е ­
л и ч и н ,  в  т о м  ч и с л е  и  э н т р о п и и .  С к о р о с т ь  г а з а  в  к о с о й  у д а р н о й  в о л н е  
т а к ж е  и з м е н я е т с я  м е н ь ш е ,  ч е м  в  п р я м о й ,  о с т а в а я с ь  с в е р х з в у к о в о й .
Е с л и  п р и  з а д а н н о м  М х б у д е м  у в е л и ч и в а т ь  у г о л  
р а с т в о р а  к л и н а ,  т о  м о ж е т  о к а з а т ь с я ,  ч т о  п р я м а я ,  
п р о в е д е н н а я  и з  н а ч а л а  к о о р д и н а т  п о д  у г л о м  х ,  
н е  п е р е с е к а е т с я  с  у д а р н о й  п о л я р о й ,  п о с т р о е н н о й  
д л я  М х. П р и  э т о м ,  к а к  п о к а з ы в а е т  о п ы т ,  п е р е д  
к л и н о м  о б р а з у е т с я  о т с о е д и н е н н а я  у д а р н а я  в о л н а  
(р и с .  1 2 .1 5 ) .
Е с л и  у в е л и ч и т ь  ч и с л о  М 1 , т о  с о с т о я н и е  г а з а  з а  
к о с о й  у д а р н о й  в о л н о й  б у д е т  и з о б р а ж а т ь с я  у д а р н о й  
п о л я р о й ,  с о о т в е т с т в у ю щ е й  М 2 >  М х. П р я м а я ,  п р о в е д е н н а я  п о д  у г л о м  
X , м о ж е т  п е р е с е ч ь с я  с  э т о й  у д а р н о й  п о л я р о й .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  к о с а я  
у д а р н а я  в о л н а  с н о в а  б у д е т  « п о с а ж е н а »  н а  н о с и к  к л и н а . Е с л и  п р и  з а ­
д а н н о м  M 2 с н о в а  у в е л и ч и т ь  у г о л  р а с т в о р а  к л и н а  х ,  т о  с н о в а  м о ж е т  
о к а з а т ь с я ,  ч т о  п р я м а я ,  п р о в е д е н н а я  п о д  н о в ы м  у г л о м  х ,  н е  п е р е с е ч е т ­
с я  с  у д а р н о й  п о л я р о й  М 2 . В  э т о м  с л у ч а е  к о с а я  у д а р н а я  в о л н а  о т о й д е т
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от носика клина, т. е. снова образуется отсоединенная ударная волна. 
И так далее. По-видимому, это рассуждение можно продолж ать до тех 
пор, пока угол раствора клина не достигнет максимального значения
1
Sin X max =  - .
Y
Д ля клина, имеющего угол раствора х  >  X max, даже при бесконечном 
числе М аха ударная волна будет отсоединенной. Д ля воздуха X max ~  
4 5 °. Д ля тупого тела ударная волна будет всегда отсоединенной.
Если из каких-либо источников нам известно направление косой 
ударной волны и угол X  клина, то всегда можно подобрать ударную  
поляру, удовлетворяющую обоим углам. А  это означает, что, зная <р 
и х , можно определить М 1 . Если известна температура газа, то зная 
М 1 , можно определить скорость движения газа или скорость движения 
клина. А  если скорость движения клина известна, то можно опреде­
лить температуру газа. На практике иногда пользуются этим методом  
определения температуры газа, в котором движется ракета, так как 
скорость ее движения может быть определена очень точно другими ра­
диофизическими методами.
Отсоединенную ударную волну можно рассматривать как волну, со­
держащую участки прямой и последовательной серии косых ударных  
волн. Так, участок отсоединенной ударной волны перед самым носиком 
клина можно рассматривать как прямую ударную волну. Поскольку  
скачок давления в прямой ударной волне при заданном М 1 больше, чем 
в косой, то и лобовое сопротивление клина будет больше, чем оно было 
бы при косой присоединенной ударной волне. П оэтому для снижения 
сопротивления тел в сверхзвуковом потоке необходимо стремиться к 
тому, чтобы перед обтекаемым телом не образовывалось отсоединен­
ных ударных волн. При заданном числе М 1 это можно сделать только  
уменьшением угла раствора клина. Таким образом, хорошо обтекаемые 
тела в сверхзвуковом потоке должны иметь острую переднюю кром­
ку. С образованием ударных волн связан и так называемый звуковой  
барьер. При достижении самолетом скорости, равной скорости звука, 
на передних кромках обтекаемых частей самолета образуются ударные 
волны, что связано с резким увеличением сопротивления, что, в свою  
очередь, резко увеличивает нагрузки на различные элементы самолета. 
Увеличение сопротивления ведет к снижению скорости самолета до до­
звуковой и, следовательно, к снижению сопротивления. Самолет снова
477
р а з г о н я е т с я  и  д о с т и г а е т  з в у к о в о й  с к о р о с т и  и  т. д . ,  т. е . с а м о л е т ,  у в е ­
л и ч и в а я  с к о р о с т ь ,  к а к  б ы  п о с т о я н н о  н а т ы к а е т с я  н а  н е к о т о р ы й  б а р ь е р ,  
д л я  п р е о д о л е н и я  к о т о р о г о  н е о б х о д и м ы  м о щ н ы е  д в и г а т е л и  и  д о с т а т о ч н о  
п р о ч н а я  к о н с т р у к ц и я  с а м о л е т а .
П о э т о м у  с  ц е л ь ю  у м е н ь ш е н и я  с о п р о ­
т и в л е н и я  к р ы л ь я  с о в р е м е н н ы х  с а м о л е ­
т о в  д е л а ю т с я  с т р е л о в и д н ы м и  (р и с .  1 2 .1 6 ) .  
Д е й с т в и т е л ь н о ,  п р и  з а д а н н о й  с к о р о с т и  
п о л е т а  с к о р о с т ь  п о т о к а ,  н а б е г а ю щ е г о  н а  
к р ы л о ,  м о ж н о  р а з л о ж и т ь  н а  к а с а т е л ь н у ю  
и  н о р м а л ь н у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  к  п е р е д н е й  
к р о м к е  к р ы л а .  П р и  э т о м  н о р м а л ь н а я  с о ­
с т а в л я ю щ а я ,  о т в е т с т в е н н а я  з а  о б р а з о в а ­
н и е  у д а р н о й  в о л н ы  н а  к р ы л е ,  о к а ж е т с я ,  
к о н е ч н о ,  м е н ь ш е  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  
п о т о к а .  П о э т о м у  е с л и  с а м о л е т  д о з в у к о в о й ,  т о  о н  м о ж е т  д в и г а т ь с я  с  
б о л ь ш е й  с к о р о с т ь ю  б е з  о б р а з о в а н и я  н а  п л о с к о с т я х  у д а р н ы х  в о л н .  Е с л и  
ж е  с а м о л е т  с в е р х з в у к о в о й ,  т о  п р и  э т о м  о т с о е д и н е н н ы й  с к а ч о к  п о я в и т с я  
п р и  б о л ь ш е й  с к о р о с т и ,  а  к о с о й  с к а ч о к  б у д е т  м е н е е  и н т е н с и в н ы м .
В  т е о р и и  т р у б к и  П и т о  д л я  с в е р х з в у к о в о г о  п о т о к а  н е п р е м е н н о  д о л ж ­
н о  у ч и т ы в а т ь с я  о б р а з о в а н и е  п е р е д  т р у б к о й  П и т о  о т с о е д и н е н н о й  у д а р ­
н о й  в о л н ы ,  т а к  к а к  п о  н е о б х о д и м о с т и  п е р е д н и й  н о с и к  т р у б к и  я в л я е т с я  
т у п ы м .
12.13. Волна разрежения
12.13.1. Обтекание тупого угла 
сверхзвуковым потоком
Р а с с м о т р и м  о б т е к а н и е  с в е р х з в у к о в ы м  п о т о к о м  т у п о г о  у г л а  (р и с .  1 2 .1 7 ) .  
Л и н и ю  A O B  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  о д н у  и з  д в у х  с т е н о к  п л о с к о г о  
р а с ш и р я ю щ е г о  н а с а д к а .
П у с т ь  г а з  д в и ж е т с я  в д о л ь  A O  с  п о с т о я н н о й  с в е р х з в у к о в о й  с к о р о ­
с т ь ю  v 1 >  c i  и  в ы т е к а е т  в  п р о с т р а н с т в о ,  д а в л е н и е  в  к о т о р о м  м е н ь ш е ,  
ч е м  в  н а б е г а ю щ е м  п о т о к е .  Г а з  б у д е м  п о л а г а т ь  и д е а л ь н ы м  (т . е . к о э ф ф и ­
ц и е н т ы  д и н а м и ч е с к о й  и  о б ъ е м н о й  в я з к о с т и  р а в н ы  н у л ю ,  п  =  0 , £  =  0 ) ,
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Р и с .  1 2 .1 7
а  д в и ж е н и е  у с т а н о в и в ш и м с я .  В  д а н н о й  з а д а ч е ,  о ч е в и д н о ,  у д о б н о  в о с ­
п о л ь з о в а т ь с я  п о л я р н о й  с и с т е м о й  к о о р д и н а т  r ,  p ,  z  с  н а ч а л о м  в  т о ч к е  
O . Е с л и  п л о с к о е  с о п л о  д о с т а т о ч н о  ш и р о к о е ,  т о  д в и ж е н и е  г а з а  м о ж н о  
р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п л о с к о е ,  в  к о т о р о м  в с е  т е р м о д и н а м и ч е с к и е  в е л и ч и ­
н ы  и  с к о р о с т и  г а з а  з а в и с я т  т о л ь к о  о т  у г л а  p .  С л а б о й  з а в и с и м о с т ь ю  о т  
р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  r  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .  П у с т ь  л и н и я  p  =  0  о п р е ­
д е л я е т  н а ч а л о  о т с ч е т а  у г л а  p .
П р и н и м а я  в о  в н и м а н и е  в ы ш е с к а з а н н о е ,  и з  у р а в н е н и я  Э й л е р а  в  ц и ­
л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х  п о л у ч и м  с л е д у ю щ и е  у р а в н е н и я :
щ  d v r  v u v и d v и Vr Щ  1  d p  d v z
— =  0  +  =  — , v u =  0
r  d p  r  r  d p  r  r p d p  d p
Р а с с м а т р и в а е т с я  п л о с к о е  д в и ж е н и е  г а з а ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  v z =  0  и  т р е т ь е  
у р а в н е н и е  м о ж н о  о п у с т и т ь .  Д в а  д р у г и х  у р а в н е н и я  п е р е п и ш е м  в  в и д е
d v r
d p  =  v u, vv v r  +
d v v
d p
1  d p
p  d p
(1 2 .6 5 )
У р а в н е н и е  б а л а н с а  э н т р о п и и  п р и  с т а ц и о н а р н о м  д в и ж е н и и  г а з а :




т. е . д в и ж е н и е  г а з а  и з э н т р о п и ч н о ,  S  =  c o n s t .  У ч т е м  э т о ,  п р е о б р а з у я  
п р о и з в о д н у ю  о т  д а в л е н и я :
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d p  /  d p \  d p  2 d p  
d p  \ d p  J  S d p  d p
г д е  c  —  с к о р о с т ь  з в у к а  в  г а з е .
В т о р о е  у р а в н е н и е  в  (1 2 .6 5 )  п р и н и м а е т  с л е д у ю щ и й  в и д :




И з  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  d i v ( p v ) =  0  в  ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и ­
н а т а х  и м е е м
d v ¥ 
d p
1  d (p v v) + p v r =  0  d P  =  _  P i  + d v+ — 0 , i — I v r +
r  d p  r  d p  v v
П е р е п и ш е м  п р е д ы д у щ е е  у р а в н е н и е :
d v u
v J  vr +  -p— =  —  \ vr +
' dp J vv \ dp
dvu
О т с ю д а
vr + d v p
d p
v v --------- I =  0 .
v ix
( 1 2 .6 6 )
У р а в н е н и е  (1 2 .6 6 )  и м е е т  д в а  р е ш е н и я .  П е р в о е  р е ш е н и е :
. d v v  п
v r  =  0 .
d p
П р и н и м а я  в о  в н и м а н и е  у р а в н е н и я  ( 1 2 .6 5 ) ,  п о л у ч и м  р я д  п о с л е д о в а т е л ь ­
н ы х  в ы в о д о в :
d p
—  =  0 , p  =  c o n s t ,  
d p
т. е . д а в л е н и е  в  п о т о к е  г а з а  н е  и з м е н я е т с я .  Т а к  к а к  д в и ж е н и е  г а з а  
и з э н т р о п и ч н о ,  т о  н е  и з м е н я ю т с я  э н т а л ь п и я  и  т е м п е р а т у р а  г а з а :
1  d h  1 d p
d h  =  -  d p ,  —  =  =  0 ,
p  d p  p  d p
h  =  c p T  =  c o n s t ,  T  =  c o n s t .
И з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и





с л е д у е т ,  ч т о  в  э т о м  с л у ч а е  и  в е л и ч и н а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г а з а  п о с т о ­
я н н а , v  =  c o n s t .  Д а л е е  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  п р и  э т о м  и  н а п р а в л е н и е  
п о т о к а  н е  и з м е н я е т с я .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  р а с с м о т р и м  н а п р а в л е н и е  с к о р о ­
с т и  в  к а к о й - л и б о  т о ч к е  п о т о к а  (р и с .  1 2 .1 8 ) .
Р и с .  1 2 .1 8
П у с т ь  у г о л  p  п о л я р н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  и  у г о л  х ,  о п р е д е л я ю щ и й  
н а п р а в л е н и е  с к о р о с т и  в  л ю б о й  т о ч к е  п о т о к а  п о  о т н о ш е н и ю  к  в ы б р а н н о ­
м у  п о с т о я н н о м у  н а п р а в л е н и ю  (л и н и я  А О ) ,  о т с ч и т ы в а ю т с я  к а к  п о к а з а н о  
н а  р и с .  1 2 .1 8 . И з  р и с у н к а  в и д н о ,  ч т о
Р  =  X  -  8  =
Vr
X -  a r c c t g  — .
vin
Д и ф ф е р е н ц и р у я  п о  p ,  и м е е м
1 = d X  +  v j
d p  v j  +  v 2
1  d v r v r d v p
V j  d p  v j  d p
П р и н и м а я  в о  в н и м а н и е  р а в е н с т в а  (1 2 .6 5 )  и  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 1 2 .6 6 ) ,  
v r =  — d v p / d p ,  п о л у ч и м
d X  п ,=  0 , х  =  c o n s t .  
d p
С л е д о в а т е л ь н о ,  в  э т о м  с л у ч а е  н е  и з м е н я е т с я  и  н а п р а в л е н и е  п о т о к а .
З н а ч и т , п е р в о е  р е ш е н и е  о п и с ы в а е т  с л у ч а й  п л о с к о п а р а л л е л ь н о г о  п о ­
с т у п а т е л ь н о г о  п о т о к а  в д о л ь  с т о р о н ы  А О .
В т о р о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 1 2 .6 6 ) :
v j  +  = 0 , v j  =  c .
2
Ч>
( 1 2 .6 7 )
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П р и н я т о  п о л о ж и т е л ь н о е  з н а ч е н и е  v v , т а к  к а к  н а п р а в л е н и е  п о т о к а  г а з а  
с о в п а д а е т  с  н а п р а в л е н и е м  о т с ч е т а  у г л а  ф .
Т о г д а  и з  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  и м е е м  с л е д у ю щ у ю  ф о р м у л у  д л я  
у г л а  ф :
d (p v ^ )
d ф
+  pvr О, Ф d (p v ^ )
pvr
d ( p c )
p v r
( 1 2 .6 8 )
Р а д и а л ь н а я  к о м п о н е н т а  с к о р о с т и  v r м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  с л е д у ­
ю щ и м  о б р а з о м :
2 2 , 2  2 , 2v  — v r +  v^  — v r +  С , 2 2 2 vr — v — С .
К в а д р а т  п о л н о й  с к о р о с т и  о п р е д е л и м  и з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и  д л я  и з э н -  
т р о п и ч е с к о г о  д в и ж е н и я  г а з а :
" 2 Y  + 1  с2Сv 2
2 +  y  — 1 Y  — 1 2
Т о г д а  v r о п р е д е л и т с я  ч е р е з  с к о р о с т ь  з в у к а  С и  к р и т и ч е с к у ю  с к о р о с т ь  
д в и ж е н и я  г а з а  с *:
v r —
Y +  1
Y — 1
С д е л а е м  с л е д у ю щ и е  п р е о б р а з о в а н и я :
(с2 — С2).
p p ,
Y - , —  — const
Р PY
c 2 — c o n s t  ■ y p Y- 1
/ , n1 /( 1 - y) 2 /(y- 1) p 1 p * p 2
p  — ( y  ■ c o n s t )  / ( Y) c /( i  ) , — ^ * — ^ .
P i p * p i
П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и е  д л я  п л о т н о с т и  в  ( 1 2 .6 8 ) ,  п о л у ч и м
ф —
(1 2 .6 9 )
Y +  1 d c
Y — 1 J л/С2 -  С2
Y +  1 c
----------- a r c c o s -------+ C .
Y  — 1 c*
П о с т о я н н а я  и н т е г р и р о в а н и я  C  с в я з а н а  с  н а ч а л о м  о т с ч е т а  у г л а ,  и  е е  
м о ж н о  п о л о ж и т ь  р а в н о й  н у л ю ,  а  н а ч а л о  о т с ч е т а  у г л а  ф  н а й т и  и з  ф и ­
з и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й .  Т а к и м  о б р а з о м ,  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  с к о р о с т и  
т а к о в ы :
v v  — С — c* c o s Y  — 1
Y +  1
ф
Vr — С Y +  1
Y — 1
s in Y — 1
Y +  1
ф
(1 2 .7 0 )
2c
482
Из соотношений (12.69) выразим плотность и давление газа в лю­
бой точке потока через их критические значения, т. е. значения в той 






. /1  -  1 
р* I cos\i Y + i р
Y -  1 .
Y  + 1
' с* ^2/ (т - 1) 




Движение газа, описываемое соотношениями (12.70) и (12.71), назы­
вается волной разрежения.
Из полученных соотношений видно, что с увеличением угла р все 
термодинамические величины и скорости изменяются непрерывно, при­
чем с увеличением угла р плотность, давление и скорость звука, а сле­
довательно, температура газа, убывают. Скорость же движения газа, 
как это следует из уравнения Бернулли, возрастает. Таким образом, 
изменение всех термодинамических величин и скоростей в волне раз­
режения прямо противоположно их изменению в ударной волне: давле­
ние, плотность, температура и скорость звука уменьшаются, а скорость 
движения газа увеличивается:
р ^  р U Т |, с ^  v t  .
Следует еще раз подчеркнуть, что если в ударной волне все термодина­
мические параметры и скорости изменяются скачком, то в волне разре­
жения они изменяются непрерывно. Следовательно, волна разрежения, 
в отличие от ударной волны, занимает определенную область простран­
ства в движущемся газе.
1 2 . 1 3 . 2 .  М а к с и м а л ь н ы й  у г о л  п о в о р о т а  
п о т о к а
Очевидно поток, движущийся вдоль стороны AO, должен повернуть 
вдоль стороны угла OB. Если теперь углы р и х отсчитывать по на­
правлению потока, то компонента vv вектора скорости должна быть
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в с е г д а  п о л о ж и т е л ь н а  (vv  >  0 ) .  В  о б л а с т и  в о з м у щ е н н о г о  д в и ж е н и я  п о ­
л о ж и т е л ь н о й  д о л ж н а  б ы т ь  и  к о м п о н е н т а  с к о р о с т и  vr (vr >  0 ) ,  т а к  к а к  
в о з м у щ е н и я ,  в ы з ы в а е м ы е  в е р ш и н о й  у г л а ,  р а с п р о с т р а н я ю т с я  в д о л ь  п р я ­
м ы х  ( х а р а к т е р и с т и к ) ,  и с х о д я щ и х  и з  в е р ш и н ы  у г л а  в  п о л о ж и т е л ь н о м  
н а п р а в л е н и и  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы .
Т о г д а  и з  ф о р м у л  ( 1 2 .7 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  vv  и  v r м о г у т  б ы т ь  о д н о в р е м е н ­
н о  п о л о ж и т е л ь н ы  т о л ь к о  в  п е р в о й  ч е т в е р т и  и з м е н е н и я  и х  а р г у м е н т а .  
П о э т о м у  ip м о ж е т  и з м е н я т ь с я  т о л ь к о  в  с л е д у ю щ и х  п р е д е л а х :
■ / Y + г р = 0
7  — 1  п
Y +  1  ^  =  2  ’
П о э т о м у  в о л н а  р а з р е ж е н и я  н е  м о ж е т  з а н и м а т ь  с е к т о р  с  в е р ш и н о й  в  
т о ч к е  O ,  б о л ь ш и й ,  ч е м  с е к т о р ,  о г р а н и ч е н н ы й  п р я м ы м и ,  и с х о д я щ и м и  и з  
т о ч к и  O  с  у г л о м  р а с т в о р а
^min Ф
7 max
п  y  + 1
2  y  — 1
A ^max 7 max ^min
п  y  +  1
2  Y - 1
(12.72)
Д ля воздуха (y  =  1 , 4) A ^ max =  219°.
Рассмотрим, как изменяется угол поворота потока х  при изменении 
угла р (рис. 12.19). О тсчет обоих углов будем вести по потоку от неко­
торого начального направления р =  0 .
Рис. 12.19
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Из рис. 12.19 видно, что
X  =  V  +  a r c t g  —  =  v +  
v r
+  a r c t g Y -  1
Y  +  1
c t g Y -  1
Y +  1
V
(1 2 .7 3 )
У г о л  x , о ч е в и д н о ,  б у д е т  и з м е н я т ь с я  о т  е г о  з н а ч е н и я  Хо п р и  V  =  0  д о  
з н а ч е н и я  Х т а х  п р и  v  =  Vmax. П о д с т а в л я я  в  ( 1 2 .7 3 ) ,  п о л у ч и м
п  п
Х 0 =  2 , X max =  V max =  ^
Д Х т а х  =  Х т а х  -  Хо =  П  ^ ^ ^ + 1  -  ^  ' ( 1 2 .7 4 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  и з  (1 2 .7 4 )  с л е д у е т ,  ч т о  п о т о к  в  в о л н е  р а з р е ж е н и я  н е  
м о ж е т  п о в е р н у т ь  н а  у г о л ,  б о л ь ш и й ,  ч е м  у г о л  Д х т а х . Д л я  в о з д у х а  э т о  
Д Х т а х  -  1 3 0 ° .
И з  ф о р м у л  ( 1 2 .7 0 ) ,  ( 1 2 .7 1 )  с л е д у е т ,  ч т о  п р и  V  =  V ^ x п л о т н о с т ь ,  
д а в л е н и е  и  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  с к о р о с т и  т а к о в ы :
Y +  1
Y -  1 :
р  =  0 , p  =  0 , v v =  0 ,
„ |Y +  1  _vr — С*А/ 1 — v max, v  — "̂ тах-
V Y  -  1
С л е д о в а т е л ь н о ,  л и н и я  v  =  V ^ x; е с т ь  л и н и я ,  г р а н и ч а щ а я  с  в а к у у м о м ,  
к о г д а  а б с о л ю т н а я  т е м п е р а т у р а  в ы т е к а ю щ е г о  г а з а  с т а н о в и т с я  р а в н о й  
н у л ю . Т о л ь к о  в  э т о м  с л у ч а е  в о з м о ж е н  п о в о р о т  п о т о к а  в о з д у х а  н а  у г о л  
1 3 0 ° .
Д л я  п о с т р о е н и я  к а р т и н ы  о б т е к а н и я  т у п о г о  у г л а  н е о б х о д и м о  н а й ­
т и  н а ч а л о  о т с ч е т а  у г л о в  V  и  х .  Р а н е е  п р и  и н т е г р и р о в а н и и  п о с т о я н н а я  
и н т е г р и р о в а н и я ,  к о т о р а я  о п р е д е л я е т  н а ч а л о  о т с ч е т а  у г л о в ,  п о л о ж е н а  
р а в н о й  н у л ю . Д л я  н а х о ж д е н и я  н а ч а л а  о т с ч е т а  у г л о в  м о ж н о  в о с п о л ь ­
з о в а т ь с я  с л е д у ю щ и м и  с о о б р а ж е н и я м и .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  в е р ш и н а  о б т е ­
к а е м о г о  у г л а  я в л я е т с я  и с т о ч н и к о м  в о з м у щ е н и й .  В о з м у щ е н и я  ж е  р а с ­
п р о с т р а н я ю т с я  в  д в и ж у щ е м с я  г а з е  п о д  у г л о м  М а х а  а .  П о э т о м у  н а ч а ­
л о  в о з м у щ е н н о г о  п о т о к а  и л и  н а ч а л о  в о л н ы  р а з р е ж е н и я  о п р е д е л я е т с я  
л и н и е й , п р о в е д е н н о й  и з  в е р ш и н ы  у г л а  п о д  у г л о м  М а х а  а  к  н а п р а в л е ­
н и ю  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  и л и  к  н а п р а в л е н и ю  с т о р о н ы  у г л а  A O .  Э т а
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л и н и я ,  о ч е в и д н о ,  я в л я е т с я  п е р в о й  х а р а к т е р и с т и к о й ,  о г р а н и ч и в а ю щ е й  
в о л н у  р а з р е ж е н и я  с л е в а ,  т. е . с о  с т о р о н ы  н е в о з м у щ е н н о г о  н а б е г а ю щ е г о  
п о т о к а .
О ч е в и д н о ,  э т о й  н а ч а л ь н о й  х а р а к т е р и с т и к е  н у ж н о  п р и п и с а т ь  у г о л  ф , 
к о т о р ы й  с л е д у е т  и з  с о о т н о ш е н и й  (1 2 .7 0 )  п р и  v v  =  c 1 , г д е  c 1 —  с к о р о с т ь  
з в у к а  в  н а б е г а ю щ е м  н е в о з м у щ е н н о м  п о т о к е .  Т а к и м  о б р а з о м ,  п е р в о й  х а ­
р а к т е р и с т и к е  н е о б х о д и м о  п р и п и с а т ь  у г о л :
О т к л а д ы в а я  у г о л  ф 1 о т  л и н и и , п р о в е д е н н о й  п о д  и з в е с т н ы м  (п р и  з а ­
д а н н о м  ч и с л е  М а х а  M i ,  s in  а  =  1 / M i ) у г л о м  а  в л е в о ,  п о л у ч и м  н а ч а л о  
о т с ч е т а  у г л а  ф .
В  с в о ю  о ч е р е д ь ,  у г о л  у 1 , о ч е в и д н о ,  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н  п о  ф о р ­
м у л е  (1 2 .7 3 )  п р и  п о д с т а н о в к е  в  н е е  у г л а  ф  =  ф 1.
Х а р а к т е р и с т и к у ,  о г р а н и ч и в а ю щ у ю  в о л н у  р а з р е ж е н и я  с п р а в а ,  м о ж ­
н о  н а й т и ,  и с п о л ь з у я  с л е д у ю щ и е  с о о б р а ж е н и я .
П у с т ь  п о т о к  п о с л е  п р о х о ж д е н и я  в е р ш и н ы  у г л а  п о в о р а ч и в а е т  и  д в и ­
ж е т с я  в д о л ь  с т о р о н ы  у г л а  O B . Т о г д а  и з в е с т е н  у г о л  п о в о р о т а  п о т о к а  
А у .  П р и ч е м  и з  р и с .  1 2 .2 0  с л е д у е т ,  ч т о
П о с к о л ь к у  и з в е с т н ы  у г л ы  у  и  в , т о  и з в е с т е н  и  у г о л  у 2. Т о г д а ,  п о д ­
с т а в л я я  в  ф о р м у л у  (1 2 .7 3 )  х  =  Х 2 , м о ж н о  о п р е д е л и т ь  и  у г о л  ф 2 , о т с ч и ­
т ы в а е м ы й  о т  в ы ч и с л е н н о г о  в ы ш е  н а ч а л а  о т с ч е т а  у г л о в  и  о п р е д е л я ю щ и й  
х а р а к т е р и с т и к у ,  о г р а н и ч и в а ю щ у ю  в о л н у  р а з р е ж е н и я  с п р а в а .
Н а  р и с .  1 2 .2 0  п о с т р о е н а  в о л н а  р а з р е ж е н и я ,  о б р а з у ю щ а я с я  п р и  о б ­
т е к а н и и  т у п о г о  у г л а .  П р е ж д е  в с е г о ,  з н а я  М 1 , о п р е д е л и м  у г о л  М а х а  
( а )  и  о т л о ж и м  е г о  о т  н а п р а в л е н и я  A O .  Л и н и я  O C  я в л я е т с я  п е р в о й  
х а р а к т е р и с т и к о й ,  о г р а н и ч и в а ю щ е й  в о л н у  р а з р е ж е н и я  с л е в а .  П о  ф о р ­
м у л е  (1 2 .7 5 )  н а й д е м  у г о л  ф 1 и  о т л о ж и м  е г о  о т  л и н и и  O C  в л е в о .  Т о г д а  
л и н и я  O D  о п р е д е л и т  н а ч а л о  о т с ч е т а  у г л о в .  П о д с т а в л я я  ф 1 в  ( 1 2 .7 3 ) ,  
п о л у ч и м  х 1.
З н а я  у г л ы  х 1 и  в , п о  ф о р м у л е  (1 2 .7 6 )  н а й д е м  у г о л  х 2 , а  п о  ф о р м у л е  
(1 2 .7 3 )  н а й д е м  у г о л  ф 2 , о т с ч и т ы в а е м ы й  о т  н а ч а л а  о т с ч е т а  у г л о в  (л и н и я
(1 2 .7 5 )
А х  =  х 2 -  х 1 =  1 8 0 ° -  в ,  х 2 =  ( 1 8 ° °  -  в )  +  х 1 . ( 1 2 .7 6 )
O D ) .
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Р и с .  1 2 .2 0
Л и н и я  O E  о п р е д е л и т  х а р а к т е р и с т и к у ,  о г р а н и ч и в а ю щ у ю  в о л н у  р а з ­
р е ж е н и я  с п р а в а .  И з  р а с с м о т р е н и я  в и д н о ,  ч т о  в с е  т е р м о д и н а м и ч е с к и е  
п а р а м е т р ы  и  с к о р о с т и  и з м е н я ю т с я  н е п р е р ы в н о  т о л ь к о  в н у т р и  с е к т о р а ,  
о г р а н и ч е н н о г о  х а р а к т е р и с т и к а м и  O C  и  O E . В н е  э т о г о  с е к т о р а  в с е  т е р ­
м о д и н а м и ч е с к и е  в е л и ч и н ы  п о с т о я н н ы ,  п о с т о я н н ы  т а к ж е  н а п р а в л е н и е  и  
с к о р о с т ь  г а з а .
Т а к и м  о б р а з о м ,  е с л и  п р о в е с т и  л и н и ю  т о к а ,  т о  о н а  б у д е т  п а р а л л е л ь ­
н а  л и н и и  A O  в п л о т ь  д о  п е р е с е ч е н и я  с  п е р в о й  х а р а к т е р и с т и к о й .  П о с л е  
п е р в о й  х а р а к т е р и с т и к и  л и н и я  т о к а  п о в о р а ч и в а е т  в  в о л н е  р а з р е ж е н и я  д о  
п е р е с е ч е н и я  с о  в т о р о й  х а р а к т е р и с т и к о й .  П о с л е  в т о р о й  х а р а к т е р и с т и к и  
л и н и я  т о к а  б у д е т  п а р а л л е л ь н а  с т о р о н е  у г л а  O B .
В о о б щ е  х а р а к т е р  д в и ж е н и я  г а з а  п р и  о б т е к а н и и  т у п о г о  у г л а  с в е р х ­
з в у к о в ы м  п о т о к о м  в  с у щ е с т в е н н о й  м е р е  з а в и с и т  о т  п р о т и в о д а в л е н и я  р 2 
(р и с .  1 2 .1 7 ) ,  т. е . д а в л е н и я ,  к о т о р о е  в с т р е ч а е т  п о т о к  г а з а ,  д в и ж у щ и й с я  
в д о л ь  с т о р о н ы  у г л а  A O .  П р и  з а д а н н о м  М 1 и  у г л е  в ,  к а к  п о к а з а н о  в ы ш е ,  
м о ж н о  р а с с ч и т а т ь  п р о т и в о д а в л е н и е  ( р 2 ) теор, п р и  к о т о р о м  п о т о к  в  в о л н е  
р а з р е ж е н и я  в  т о ч н о с т и  п о в е р н е т  в д о л ь  с т о р о н ы  O B .  Д л я  э т о г о  н е о б х о ­
д и м о  о п р е д е л и т ь  н а ч а л о  о т с ч е т а  у г л о в  <р1 п о  ф о р м у л е  ( 1 2 .7 5 ) ,  н а й т и  x i 
п о  ф о р м у л е  ( 1 2 .7 3 ) ,  в ы ч и с л и т ь  у 2 п о  ф о р м у л е  ( 1 2 .7 6 ) ,  о п р е д е л и т ь  
п о  ф о р м у л е  (1 2 .7 3 )  и , н а к о н е ц ,  п о  ф о р м у л е  ( 1 2 .7 1 ) ,  з н а я  р 1 и  р 1 , н а й т и
(р 2 ) теор.
Е с л и  р 2 >  ( р 2 ) теор, т о  г а з  п р и  з а д а н н ы х  п а р а м е т р а х  н а б е г а ю щ е г о  
п о т о к а  и  в  н е  б у д е т  д в и г а т ь с я  в д о л ь  с т о р о н ы  у г л а  O B .  М е ж д у  с т о р о н о й
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O B  и  к р а й н е й  л и н и е й  т о к а  о б р а з у е т с я  з а с т о й н а я  з о н а  п о к о я щ е г о с я  г а з а  
(р и с .  1 2 .2 1 ) .  В  з а с т о й н о й  з о н е  в с л е д с т в и е  в я з к о с т и  р е а л ь н ы х  г а з о в  б у д у т  
о б р а з о в ы в а т ь с я  к р у п н ы е  н е р е г у л я р н ы е  в и х р и .
Е с л и  у м е н ь ш а т ь  д а в л е н и е  p 2 , т о  п р и  д о с т и ж е н и и  p 2 =  ( p 2) теор п о т о к  
б у д е т  п о л н о с т ь ю  п р и л е г а т ь  к  с т о р о н е  у г л а  O B  б е з  о б р а з о в а н и я  з а с т о й ­
н о й  з о н ы .  Е с л и  д а л ь ш е  у м е н ь ш и т ь  д а в л е н и е  p 2 <  ( p 2 ) теор, т о  п о т о к  б у д е т  
п р о д о л ж а т ь  д в и г а т ь с я  в д о л ь  с т о р о н ы  у г л а  O B . Е с л и  п р и  р 2 =  ( р 2 ) теор 
у м е н ь ш и т ь  у г о л  в , т о  г а з  с н о в а  н е  б у д е т  с л е д о в а т ь  в д о л ь  O B  и  с н о в а  
в  г а з е  д о л ж е н  о б р а з о в а т ь с я  т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в  с к о р о с т е й  O C  н а  
л и н и и  т о к а ,  г р а н и ч а щ е й  с  н е п о д в и ж н ы м  г а з о м ,  к о т о р ы й  б у д е т  в  д е й ­
с т в и т е л ь н о с т и  (в  с и л у  в я з к о с т и  р е а л ь н ы х  ж и д к о с т е й )  р а з м ы в а т ь с я  в  
з о н у  в и х р е в о г о  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я .  Е с л и  п р и  у м е н ь ш е н и и  у г л а  в  
у м е н ь ш и т ь  и  п р о т и в о д а в л е н и е ,  т о  м о ж н о  д о б и т ь с я  д а в л е н и я  p 2 , п р и  к о ­
т о р о м  г а з  с н о в а  б у д е т  д в и г а т ь с я  в д о л ь  O B  б е з  о б р а з о в а н и я  з а с т о й н о й  
з о н ы  и  т. д .
О ч е в и д н о ,  п р и  р 2 = 0  у г о л  в  б у д е т  м и н и м а л е н ,  а  у г о л  п о в о р о т а  п о ­
т о к а  м а к с и м а л е н  (д л я  в о з д у х а  A y max «  1 3 0 ° ) .  П р и  э т о м  к р а й н я я  л и н и я  
т о к а ,  к а к  у к а з ы в а л о с ь  в ы ш е ,  д о л ж н а  г р а н и ч и т ь  с  в а к у у м о м ,  а б с о л ю т ­
н а я  т е м п е р а т у р а  г а з а  д о л ж н а  б ы т ь  р а в н а  н у л ю , а  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  
г а з а  р а в н ы :  v v  =  0 , v r =  v max ( р и с .  1 2 .2 2 ).
Е с л и  т е п е р ь  у г о л  в  е щ е  у м е н ь ш и т ь ,  т о  г а з  н е  б у д е т  с л е д о в а т ь  в д о л ь  
с т о р о н ы  у г л а  O B  и  м е ж д у  с т о р о н о й  O B  и  к р а й н е й  л и н и е й  т о к а  б у д е т  
з о н а  в а к у у м а .
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Р а с с м о т р и м  д в и ж е н и е ,  п р и  к о т о р о м  п р о т и в о д а в л е н и е  р 2 б о л ь ш е ,  ч е м  
д а в л е н и е  в  н а б е г а ю щ е м  п о т о к е  p i ( p 2 >  p i ) .  О ч е в и д н о ,  ч т о  в  э т о м  с л у ч а е  
д о л ж н а  о б р а з о в а т ь с я  к о с а я  у д а р н а я  в о л н а ,  и с х о д я щ а я  и з  в е р ш и н ы  O  
о б т е к а е м о г о  у г л а  A O B  ( р и с .  1 2 .2 3 ) .
Р и с -  1 2 .2 3
З н а я  p i , M i и  p 2 , п о  ф о р м у л е  (1 2 .6 4 )  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  у г о л  р  —  
у г о л  н а к л о н а  к о с о й  у д а р н о й  в о л н ы  к  н а п р а в л е н и ю  н а б е г а ю щ е г о  п о т о ­
к а . З н а я  M i и  у г о л  р ,  п о  у д а р н о й  п о л я р е  м о ж н о  н а й т и  v 2 и  у .  П р и  э т о м  
д о л ж е н  о б р а з о в а т ь с я  т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в  с к о р о с т и  O C , р а з г р а н и ­
ч и в а ю щ и й  о б л а с т ь  д в и ж у щ е й с я  ж и д к о с т и  о т  з а с т о й н о й  з о н ы  х а о т и ч е ­
с к о г о  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я .
489
П р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  p 2 >  p i  м о ж е т  о к а з а т ь с я ,  ч т о  s in  <р, 
о п р е д е л я е м ы й  п о  ф о р м у л е  ( 1 2 .6 4 ) ,  о к а ж е т с я  б о л ь ш е  е д и н и ц ы . Э т о  о з н а ­
ч а е т ,  ч т о  в  д в и ж у щ е м с я  г а з е  о б р а з у е т с я  о т с о е д и н е н н а я  у д а р н а я  в о л н а  
(р и с .  1 2 .2 4 ) .
Р и с .  1 2 .2 4
12.14. Пересечение ударных волн 
и волн разрежения
У д а р н ы е  в о л н ы  и  в о л н ы  р а з р е ж е н и я  в  д в и ж у щ е м с я  г а з е  м о г у т ,  в с т р е ­
ч а я с ь ,  п е р е с е к а т ь с я  и л и , п а д а я  н а  т в е р д у ю  с т е н к у ,  о г р а н и ч и в а ю щ у ю  
д в и ж е н и е ,  о т р а ж а т ь с я  о т  н е е , и л и , в с т р е ч а я  т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в ,  
и с п ы т ы в а т ь  о т р а ж е н и е  и л и  п р е л о м л е н и е .  Р а с с м о т р и м  к а ч е с т в е н н о  о т ­
р а ж е н и е  и л и  п е р е с е ч е н и е  у д а р н ы х  в о л н  и  в о л н  р а з р е ж е н и я .
1 2 . 1 4 . 1 .  О т р а ж е н и е  у д а р н о й  в о л н ы  
о т  с т е н к и
П у с т ь  н а  т в е р д у ю  с т е н к у  п а д а е т  к о с а я  у д а р н а я  в о л н а  (р и с .  1 2 .2 5 ) .
П р е д с т а в и м ,  ч т о  г д е - т о  в д а л и  о т  с т е н к и  в  с в е р х з в у к о в о й  п о т о к  п о ­
м е щ е н  к л и н , о т  к о т о р о г о  о т о ш л а  р а с с м а т р и в а е м а я  у д а р н а я  в о л н а ,  к о ­
т о р а я  п а д а е т  н а  ж е с т к у ю  с т е н к у  п о д  у г л о м  р>1 . Е с л и  у д а р н а я  в о л н а
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достаточно интенсивная, то при ее падении на стенку большой скачок 
давления будет происходить на очень малом отрезке, возникнет боль­
шой положительный градиент давления газа на стенке. Э то приведет к 
тому, что ударная волна будет отодвинута на достаточное расстояние от 
поверхности стенки. Если ударная волна не слишком интенсивная, то 
возникший градиент давления будет также не слишком большим и не 
сможет отодвинуть ударную волну, она достигнет поверхности стенки. 
Существует максимальный скачок давления, при котором падающая  
ударная волна способна достичь поверхности стенки. Значение этого  
максимального скачка давления зависит от числа Рейнольдса и угла  
падающей ударной волны со стенкой. С увеличением Re оно уменьша­
ется.
В общем случае если ударная волна достигнет стенки, то линия их 
пересечения будет двигаться вдоль последней. Выберем систему коор­
динат, которая движется вместе с линией пересечения. В этой системе 
ударные волны будут стационарными.
Пересечение ударной волны и стенки сопровождается отражением  
ударной волны. В простейшем случае отраженная волна отходит непо­
средственно от линии пересечения. Такое отражение называют правиль­
ным (рис. 12.25).
Обсудим на качественном уровне правильное отражение ударной 
волны. Д ля определения движения газа за падающей ударной волной 
воспользуемся ударной полярой (рис. 12.26).
Выберем на номограмме поляру, соответствующ ую заданному числу  
М аха М . Проведем из начала координат прямую под известным углом
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п а д е н и я  в о л н ы  ^ 1 . И з  т о ч к и  Б \  о п у с т и м  н а  э т у  п р я м у ю  п е р п е н д и к у ­
л я р .  Т о г д а ,  к а к  и з в е с т н о ,  п е р е с е ч е н и е  э т о г о  п е р п е н д и к у л я р а  с  у д а р н о й  
п о л я р о й  о п р е д е л и т  о т р е з о к  O C \ ,  х а р а к т е р и з у ю щ и й  с к о р о с т ь  з а  п а д а ю ­
щ е й  у д а р н о й  в о л н о й ,  а  т а к ж е  у г о л  п о в о р о т а  п о т о к а  х .  З н а я  М 1 и  ^ 1 , п о  
ф о р м у л а м  ( 1 2 .4 7 ) ,  ( 1 2 .5 6 ) ,  (1 2 .5 7 )  о п р е д е л и м  М 2 —  ч и с л о  М а х а  з а  п а д а ­
ю щ е й  к о с о й  у д а р н о й  в о л н о й .  О ч е в и д н о ,  ч т о  М 2 <  М 1. П о э т о м у  у д а р н а я  
п о л я р а ,  с о о т в е т с т в у ю щ а я  М 2 , б у д е т  л е ж а т ь  в н у т р и  у д а р н о й  п о л я р ы ,  
с о о т в е т с т в у ю щ е й  М 1.
Н а  р и с .  1 2 .2 5  м о ж н о  п р о в е с т и  л и н и ю  т о к а  з а  п а д а ю щ е й  у д а р н о й  
в о л н о й .  Н о  г а з  з а  п а д а ю щ е й  у д а р н о й  в о л н о й  д о л ж е н  д в и г а т ь с я  в д о л ь  
т в е р д о й  с т е н к и .  Э т о  з н а ч и т , ч т о  о т  л и н и и  п е р е с е ч е н и я  п а д а ю щ е й  у д а р ­
н о й  в о л н ы  с о  с т е н к о й  ( т о ч к а  O )  д о л ж н а  о т о й т и  т а к ж е  к о с а я  у д а р н а я  
в о л н а ,  в  к о т о р о й  п о т о к  г а з а  д о л ж е н  п о в е р н у т ь  н а  т о т  ж е  с а м ы й  у г о л  х  
и  д а л е е  д в и г а т ь с я  в д о л ь  с т е н к и .
С к о р о с т ь  з а  о т р а ж е н н о й  у д а р н о й  в о л н о й  м о ж е т  б ы т ь  н а й д е н а ,  е с ­
л и  о п р е д е л е н а  т о ч к а  С 2 —  т о ч к а  п е р е с е ч е н и я  л и н и и  O C 1 с  у д а р н о й  
п о л я р о й ,  с о о т в е т с т в у ю щ е й  М 2 . Н о  л и н и я  O C 1 п е р е с е к а е т  п о л я р у  д л я  
ч и с л а  М а х а  М 2 в  д в у х  т о ч к а х ,  о д н а  и з  к о т о р ы х  ( б л и ж н я я  к  А 2) о т н о ­
с и т с я  к  в о л н а м  с и л ь н о г о  с е м е й с т в а ,  а  д р у г а я  ( б л и ж н я я  к  B 2 ) —  к  в о л ­
н а м  с л а б о г о  с е м е й с т в а .  Э к с п е р и м е н т  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  о т р а ж е н н а я  в о л н а  
п р а к т и ч е с к и  в с е г д а  о т н о с и т с я  к  с л а б о м у  с е м е й с т в у .  П о э т о м у  т о ч к а  C 2 
р а с п о л о ж е н а  б л и ж е  к  т о ч к е  B 2 п о л я р ы .
Е с л и  т е п е р ь  и з  т о ч к и  В 2 п р о в е с т и  ч е р е з  т о ч к у  С 2 л и н и ю ,  а  н а  н е е  
и з  н а ч а л а  к о о р д и н а т  о п у с т и т ь  п е р п е н д и к у л я р ,  т о  л и н и я  O D 2 о п р е д е ­
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л и т  у г о л  о т р а ж е н и я  у д а р н о й  в о л н ы  ^ 2 . С н о в а ,  з н а я  п а р а м е т р ы  п е р е д  
о т р а ж е н н о й  у д а р н о й  в о л н о й  М 2 и  <̂ 2 , м о ж н о  о п р е д е л и т ь  ч и с л о  М а х а  з а  
о т р а ж е н н о й  в о л н о й .  О ч е в и д н о ,  ч т о  M 3 <  M 2 .
Т а к и м  о б р а з о м ,  п а д а ю щ а я  н а  т в е р д у ю  с т е н к у  к о с а я  у д а р н а я  в о л н а  
о т р а ж а е т с я  о т  н е е  т а к ж е  в  в и д е  к о с о й  у д а р н о й  в о л н ы .
К а к  у ж е  б ы л о  о т м е ч е н о ,  п р а в и л ь н о е  о т р а ж е н и е  у д а р н о й  в о л н ы  в о з ­
м о ж н о  л и ш ь  п р и  о п р е д е л е н н ы х  з н а ч е н и я х  у г л а  п а д е н и я  <р1 и  и н т е н с и в ­
н о с т и  p 2 / p 1 п а д а ю щ е й  в о л н ы .  П р и  з а д а н н о й  и н т е н с и в н о с т и  с у щ е с т в у е т  
п р е д е л ь н о  д о п у с т и м ы й  у г о л  <^1к, т а к о й ,  ч т о  п р а в и л ь н о е  о т р а ж е н и е  в о з ­
м о ж н о  т о л ь к о  п р и  <р1 <  <^1к. В  с л у ч а е  с л а б ы х  у д а р н ы х  в о л н  ( з в у к о в ы х  
в о л н )  п р и  p 2 / p 1 ^  1 п р е д е л ь н о  д о п у с т и м ы й  у г о л  с т р е м и т с я  к  9 0 ° .  Э т о  
о з н а ч а е т ,  ч т о  п р а в и л ь н о е  о т р а ж е н и е  в о з м о ж н о  п р и  л ю б о м  у г л е  п а д е н и я .  
К р о м е  т о г о ,  п р и  p 2 / p 1 ^  1 ч и с л а  М а х а  д о  п а д а ю щ е й  у д а р н о й  в о л н ы  и  
п о с л е  н е е  б у д у т  п р и м е р н о  о д и н а к о в ы м и  ( M 2 «  M 1) ,  а  у г о л  о т р а ж е н и я  
б у д е т  п р и м е р н о  р а в е н  у г л у  п а д е н и я  ( < ^ 2 «  ^ 1).
В  д р у г о м  п р е д е л ь н о м  с л у ч а е  p 2 / p 1 ^  г о  п р а в и л ь н о е  о т р а ж е н и е  т а к ­
ж е  в о з м о ж н о  п р и  у с л о в и и  <р1 <  <̂ 1к. П р е д е л ь н о  д о п у с т и м ы й  у г о л  з а ­
в и с и т  о т  з н а ч е н и я  п о к а з а т е л я  а д и а б а т ы .  В  ч а с т н о с т и ,  д л я  в о з д у х а  о н  
р а в е н  4 0 ° .
В е л и ч и н а  у г л а  о т р а ж е н и я  у д а р н о й  в о л н ы  з а в и с и т  о т  у г л а  п а д е н и я  
п е р в и ч н о й  в о л н ы .  С у щ е с т в у е т  т а к о е  з н а ч е н и е  у г л а  п а д е н и я  ^ * ,  ч т о  п р и  
<^1 <  у г о л  о т р а ж е н и я  б у д е т  м е н ь ш е  у г л а  п а д е н и я  <р2 <  <р1; е с л и  ж е  
<^1 >  <£*, т о  р 2 >  <р1 . К а к  п о к а з ы в а е т  р а с ч е т ,  з н а ч е н и е  у г л а  т а к о в о :
1  у  — 1
=  -  a r c c o s  — - — .
Е с л и  п а д а ю щ а я  у д а р н а я  в о л н а  д о с т а т о ч н о  и н т е н с и в н а я  и  у г о л  п а д е ­
н и я  у д а р н о й  в о л н ы  о к а ж е т с я  б о л ь ш е  п р е д е л ь н о  д о п у с т и м о г о  у г л а  <^1к, 
т о  о т р а ж е н и е  б у д е т  н е п р а в и л ь н ы м  (р и с .  1 2 .2 7 ) .  В  э т о м  с л у ч а е  л и н и я  
O C 2 ( р и с .  1 2 .2 6 )  н е  п е р е с е ч е т  у д а р н у ю  п о л я р у ,  с о о т в е т с т в у ю щ у ю  ч и с ­
л у  М а х а  М 2. М е ж д у  с т е н к о й  и  т о ч к о й  о т р а ж е н и я  в о з н и к а е т  у ч а с т о к  
п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы  O 1 O . В о о б щ е  с к о р о с т ь  г а з а ,  п р о ш е д ш е г о  ч е р е з  
о т р а ж е н н у ю  в о л н у ,  м о ж е т  б ы т ь  и  н е  р а в н а  с к о р о с т и  г а з а ,  п р о ш е д ш е г о  
ч е р е з  п р я м у ю  у д а р н у ю  в о л н у . Э т о  з н а ч и т , ч т о  о т  т о ч к и  O 1 м о ж е т  о т о й ­
т и  т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в  (н а  р и с .  1 2 .2 7  п о к а з а н  п у н к т и р н о й  л и н и е й ) ,  
т . е . л и н и я ,  н а  к о т о р о й  в с е  т е р м о д и н а м и ч е с к и е  п а р а м е т р ы  н е п р е р ы в ­
н ы , н о р м а л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  р а в н ы  н у л ю ,  а  т а н г е н ц и а л ь н а я  к  
п о в е р х н о с т и  р а з р ы в а  с к о р о с т ь  г а з а  и з м е н я е т с я  с к а ч к о м .
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У д а р н а я  в о л н а  с и л ь н о г о  н а д з е м н о г о  в з р ы в а  б у д е т  о т р а ж а т ь с я  
н е п р а в и л ь н о ,  и  в д о л ь  п о в е р х н о с т и  з е м л и  б у д е т  д в и г а т ь с я  п р я м а я  у д а р ­
н а я  в о л н а .
1 2 . 1 4 . 2 .  П е р е с е ч е н и е  д в у х  у д а р н ы х  в о л н
Р а с с м о т р и м  п е р е с е ч е н и е  в  г а з е  д в у х  у д а р н ы х  в о л н .  С н о в а  м о ж н о  п р е д ­
с т а в и т ь ,  ч т о  о н и  о б р а з о в а л и с ь  о т  д в у х  к л и н ь е в ,  о б т е к а е м ы х  с в е р х з в у ­
к о в ы м  п о т о к о м  г а з а  ( р и с .  1 2 .2 8 ) .
Р и с .  1 2 .2 8
Е с л и  у д а р н ы е  в о л н ы  о д и н а к о в о й  и н т е н с и в н о с т и  ( о д и н а к о в ы е  к л и ­
н ь я ) ,  т о  л и н и я  т о к а ,  п р о х о д я щ а я  ч е р е з  т о ч к у  п е р е с е ч е н и я  ( т о ч к а  O ) ,  н е  
д о л ж н а  п р е т е р п е в а т ь  к а к и х - л и б о  и з м е н е н и й ,  е е  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь
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к а к  т в е р д у ю  с т е н к у  и  в о с п о л ь з о в а т ь с я  п р е д ы д у щ и м  р а с с м о т р е н и е м  о т ­
р а ж е н и я  п а д а ю щ е й  у д а р н о й  в о л н ы  о т  т в е р д о й  с т е н к и .
Л и н и ю  O B  м о ж н о  т е п е р ь  р а с с м а т р и в а т ь  и л и  к а к  п е р е с е ч е н н у ю  в о л ­
н у  O I ,  и л и  к а к  о т р а ж е н н у ю  в о л н у  O I I .
Е с л и  п е р е с е к а ю т с я  в о л н ы  р а з н о й  и н т е н с и в н о с т и ,  т о  с к о р о с т ь  г а з а , 
п р о ш е д ш е г о  э т и  в о л н ы ,  м о ж е т  б ы т ь  р а з н о й ,  н о  п о с л е  п е р е с е ч е н и я  о н а  
д о л ж н а  п о в е р н у т ь  н а  о д и н  и  т о т  ж е  у г о л .  П о э т о м у  р е з у л ь т а т  п е р е с е ч е ­
н и я  в о л н  р а з н о й  и н т е н с и в н о с т и  д о л ж е н  б ы т ь  т а к и м ,  к а к и м  о н  и з о б р а ­
ж е н  н а  р и с .  1 2 .2 9 .
Р и с .  1 2 .2 9
С л е д о в а т е л ь н о ,  о т  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  ( т о ч к а  O )  м о ж е т  о т о й т и  т а н ­
г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в  ( п у н к т и р н а я  л и н и я ) ,  п о в е р н у т ы й  о т н о с и т е л ь н о  н а ­
п р а в л е н и я  с к о р о с т и  д о  у д а р н ы х  в о л н  н а  н е к о т о р ы й  у г о л .  Я с н о ,  ч т о  е с л и  
O I I  —  в о л н а  б о л ь ш е й  и н т е н с и в н о с т и ,  т о  с к о р о с т ь  з а  н е й  б у д е т  м е н ь ш е ,  
ч е м  з а  в о л н о й  O I ,  и  п о т о к  б у д е т  п р и б л и ж а т ь с я  к  б о л е е  и н т е н с и в н о й  
в о л н е .
И з  п р е д ы д у щ е г о  р а с с м о т р е н и я  я с н о ,  ч т о  в о л н ы  б о л ь ш о й  и н т е н с и в ­
н о с т и  б у д у т  п е р е с е к а т ь с я  н е п р а в и л ь н о ,  т. е . с  о б р а з о в а н и е м  в и л о к  и  
у ч а с т к а  п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы  (р и с .  1 2 .3 0 ) .  Т а к ж е  о т  т о ч е к  п е р е с е ч е ­
н и я  м о г у т  и с х о д и т ь  т а н г е н ц и а л ь н ы е  р а з р ы в ы  ( п у н к т и р н ы е  л и н и и ) .
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Р и с .  1 2 .3 0
1 2 . 1 4 . 3 .  П е р е с е ч е н и е  у д а р н о й  в о л н ы  
с  т а н г е н ц и а л ь н ы м  р а з р ы в о м
Р а с с м о т р и м  п е р е с е ч е н и е  у д а р н о й  в о л н ы  с  т а н г е н ц и а л ь н ы м  р а з р ы в о м .  
П у с т ь  и м е е т с я  т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в ,  н а  к о т о р о м  в с е  т е р м о д и н а м и ч е ­
с к и е  п а р а м е т р ы  н е п р е р ы в н ы ,  н о р м а л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  р а в н ы  
н у л ю , а  т а н г е н ц и а л ь н а я  к о м п о н е н т а  с к о р о с т и  и с п ы т ы в а е т  с к а ч о к  —  л и ­
н и я  A O B  (р и с .  1 2 .3 1 ) .
Р и с .  1 2 .3 1
О п р е д е л и м  к а ч е с т в е н н о  р е з у л ь т а т  п е р е с е ч е н и я  с  т а н г е н ц и а л ь н ы м  
р а з р ы в о м  к о с о й  у д а р н о й  в о л н ы .  Т а к  к а к  г а з ,  п р о ш е д ш и й  к о с у ю  у д а р ­
н у ю  в о л н у , д о л ж е н  п о в е р н у т ь  н а  н е к о т о р ы й  у г о л ,  т о  и  т а н г е н ц и а л ь н ы й  
р а з р ы в  т о ж е  д о л ж е н  п о в е р н у т ь  н а  т о т  ж е  у г о л .  К р о м е  т о г о ,  п о с к о л ь к у
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д а в л е н и е  з а  к о с о й  у д а р н о й  в о л н о й  р а с т е т ,  а  н а  т а н г е н ц и а л ь н о м  р а з р ы в е  
д а в л е н и е  д о л ж н о  о с т а т ь с я  р а в н ы м  д а в л е н и ю  д о  к о с о й  у д а р н о й  в о л н ы ,  
т о  э т о  в о з м о ж н о  т о л ь к о  в  т о м  с л у ч а е ,  е с л и  о т  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  о т о й ­
д е т  в о л н а  р а з р е ж е н и я ,  в  к о т о р о й  п о в ы ш е н н о е  д а в л е н и е  з а  к о с о й  у д а р ­
н о й  в о л н о й  у п а д е т  д о  д а в л е н и я  п е р е д  н е й , а  т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в  
п о в е р н е т  п о т о к  е щ е  н а  н е к о т о р ы й  у г о л ,  с о о т в е т с т в у ю щ и й  п о в о р о т у  в  
в о л н е  р а з р е ж е н и я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и х о д и м  к  в ы в о д у ,  ч т о  у д а р н а я  в о л н а ,  п а д а ю щ а я  н а  
т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в ,  о т р а ж а е т с я  о т  н е г о  в  в и д е  в о л н ы  р а з р е ж е н и я .
Р и с .  1 2 .3 2
А н а л о г и ч н о е  р а с с м о т р е н и е  п е р е с е ч е н и я  в о л н ы  р а з р е ж е н и я  с  т а н г е н ­
ц и а л ь н ы м  р а з р ы в о м  п р и в е д е т  н а с  к  з а к л ю ч е н и ю ,  ч т о  в о л н а  р а з р е ж е ­
н и я , п а д а ю щ а я  н а  т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в ,  о т р а ж а е т с я  о т  н е г о  в  в и д е  
к о с о й  у д а р н о й  в о л н ы  (р и с .  1 2 .3 2 ) .
1 2 . 1 4 . 4 .  И с т е ч е н и е  г а з а  и з  с у ж а ю щ е г о с я  
н а с а д к а
Р е ж и м  р а б о т ы  с о п л а ,  п р и  к о т о р о м  д а в л е н и е  г а з а  в  е г о  в ы х о д н о м  с е ­
ч е н и и  в  т о ч н о с т и  р а в н о  д а в л е н и ю  г а з а  в о  в н е ш н е й  с р е д е ,  в  к о т о р у ю  
п р о и с х о д и т  и с т е ч е н и е ,  н а з ы в а ю т  р а с ч е т н ы м .  Е с л и  ж е  д а в л е н и е  г а з а  
н а  в ы х о д е  и з  с о п л а  н е  р а в н о  д а в л е н и ю  в  о к р у ж а ю щ е й  с р е д е ,  т о  т а к о й  
р е ж и м  р а б о т ы  с о п л а  н а з ы в а ю т  н е р а с ч е т н ы м .
Е с л и  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г а з а  в н у т р и  с о п л а  д о з в у к о в а я ,  т о  н а  в ы х о д е  
и з  с о п л а  у с т а н о в и т с я  д а в л е н и е  г а з а ,  р а в н о е  д а в л е н и ю  с р е д ы  в н е  с о п л а .  
Р е ж и м  р а б о т ы  с о п л а  б у д е т  р а с ч е т н ы м .
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П р и  и с т е ч е н и и  г а з а  ч е р е з  с у ж а ю щ и й с я  н а с а д о к  р а с ч е т н ы й  р е ж и м  
в о з м о ж е н  л и ш ь  п р и  у с л о в и и ,  ч т о  с к о р о с т ь  г а з а  в  в ы х о д н о м  с е ч е н и и  н а ­
с а д к а  м е н ь ш е  к р и т и ч е с к о й .  Е с л и  ж е  с к о р о с т ь  г а з а  в  в ы х о д н о м  с е ч е н и и  
б у д е т  р а в н а  м е с т н о й  с к о р о с т и  з в у к а ,  т о  к р и т и ч е с к о е  д а в л е н и е  в  в ы х о д ­
н о м  с е ч е н и и  н е  з а в и с и т  о т  д а в л е н и я  о к р у ж а ю щ е й  с р е д ы .  Р е ж и м  р а б о т ы  
с у ж а ю щ е г о с я  н а с а д к а  с т а н о в и т с я  н е р а с ч е т н ы м .
К а ч е с т в е н н о  р а с с м о т р и м  и с т е ч е н и е  г а з а  и з  с у ж а ю щ е г о с я  н а с а д к а  
в  н е п о д в и ж н ы й  г а з  в  н е р а с ч е т н о м  р е ж и м е .  В ы ш е  у ж е  о т м е ч а л о с ь ,  ч т о  
п р и  д о с т и ж е н и и  н а  в ы х о д е  с о п л а  н е к о т о р о г о  д а в л е н и я ,  р а в н о г о  е г о  к р и ­
т и ч е с к о м у  з н а ч е н и ю ,  с к о р о с т ь  г а з а  н а  с р е з е  с о п л а  д о с т и г а е т  с к о р о с т и  
з в у к а  с * . О д н а к о  в н е  с о п л а  д а в л е н и е  м о ж е т  о к а з а т ь с я  и  б о л ь ш е  и  м е н ь ­
ш е  э т о г о  к р и т и ч е с к о г о  з н а ч е н и я .
Р а с с м о т р и м  с л у ч а й ,  к о г д а  д а в л е н и е  в н е  с о п л а  б о л ь ш е  к р и т и ч е с к о г о  
д а в л е н и я ,  и  и з о б р а з и м  к а ч е с т в е н н у ю  к а р т и н у  д в и ж е н и я  г а з а  в н е  с о п л а .  
Б у д е м  п о л а г а т ь  д л я  п р о с т о т ы ,  ч т о  с о п л о  п л о с к о е .  Т о г д а  к р а й  с о п л а  
м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  и с т о ч н и к  в о з м у щ е н и я  (р и с .  1 2 .3 3 ) .
Р и с .  1 2 .3 3
Г а з  в н е  с о п л а  н е п о д в и ж е н ,  г а з ,  в ы х о д я щ и й  и з  с о п л а ,  и м е е т  с к о р о с т ь ,  
р а в н у ю  с к о р о с т и  з в у к а  н а  с р е з е  с о п л а .  Т о г д а  о т  к р а я  с о п л а  д о л ж е н  
о т о й т и  т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в .  Д л я  т о г о  ч т о б ы  д а в л е н и е  в  в ы х о д я ­
щ е м  г а з е  п о в ы с и л о с ь  о т  д а в л е н и я  р*  д о  д а в л е н и я  р 0 >  p * ,  н е о б х о д и м о ,  
ч т о б ы  о т  к р а я  с о п л а  о т о ш л а  у д а р н а я  в о л н а .  У д а р н ы е  в о л н ы ,  о т о ш е д ­
ш и е  о т  о б е и х  к р о м о к  с о п л а ,  п е р е с е к у т с я  п о  и з в е с т н о м у  з а к о н у ,  а  з а т е м  
у п а д у т  н а  т а н г е н ц и а л ь н ы й  р а з р ы в ,  о т  к о т о р о г о  о н и  о т р а з я т с я  в  в и д е  
в о л н  р а з р е ж е н и я .  В  с в о ю  о ч е р е д ь ,  в о л н ы  р а з р е ж е н и я  п о с л е  п е р е с е ч е ­
н и я  о т р а з я т с я  о т  т а н г е н ц и а л ь н о г о  р а з р ы в а  в  в и д е  у д а р н ы х  в о л н  и  т. д . 
Г а з , п р о х о д я щ и й  у д а р н ы е  в о л н ы ,  т о р м о з и т с я ,  д а в л е н и е  в  н е м  в о з р а с ­
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т а е т ,  а  г а з ,  п р о ш е д ш и й  в о л н ы  р а з р е ж е н и я ,  у с к о р я е т с я  и  д а в л е н и е  в  
н е м  п а д а е т .  Э т о  ч е р е д о в а н и е  у д а р н ы х  в о л н  и  в о л н  р а з р е ж е н и я  б у д е т  
п р о и с х о д и т ь  д о  т е х  п о р ,  п о к а  в  с и л у  в я з к о с т и  и  т е п л о п р о в о д н о с т и  к и ­
н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  д в и ж е н и я  н е  д и с с и п и р у е т  н а с т о л ь к о ,  ч т о  с к о р о с т ь  
д в и ж е н и я  г а з а  с т а н е т  д о з в у к о в о й .
Е с л и  д а в л е н и е  г а з а  в н е  с о п л а  р 0 м е н ь ш е ,  ч е м  р * , т о  о т  к р о м о к  с о п л а  
п р е ж д е  в с е г о  о т о й д у т  в о л н ы  р а з р е ж е н и я ,  к о т о р ы е  о т р а з я т с я  о т  т а н ­
г е н ц и а л ь н о г о  р а з р ы в а  в  в и д е  к о с ы х  у д а р н ы х  в о л н .  Д а л е е  в н и з  п о  т е ­
ч е н и ю  к а р т и н а  п о в т о р я е т с я  д о  т е х  п о р ,  п о к а  с к о р о с т ь  г а з а  н е  с т а н е т  
д о з в у к о в о й .  П р и  р  >  р*  в н е  с о п л а  д в и ж е н и е  г а з а  б у д е т  п р о и с х о д и т ь  б е з  
о б р а з о в а н и я  у д а р н ы х  в о л н  и л и  в о л н  р а з р е ж е н и я .
1 2 . 1 4 . 5 .  С о п л о  Л а в а л я  в  н е р а с ч е т н о м  р е ж и м е
Р е ж и м  д в и ж е н и я  г а з а  в  с о п л е  Л а в а л я  т а к ж е  в  с у щ е с т в е н н о й  м е р е  з а ­
в и с и т  о т  п р о т и в о д а в л е н и я .  Р а с с м о т р и м  к а ч е с т в е н н о ,  к а к  б у д е т  п р о и с ­
х о д и т ь  д в и ж е н и е  в н у т р и  с о п л а  Л а в а л я  п о  м е р е  у м е н ь ш е н и я  п р о т и в о ­
д а в л е н и я .  О б о з н а ч и м  д а в л е н и я  н а  в х о д е  и  в ы х о д е  и з  с о п л а  к а к  р 0 и  p out 
с о о т в е т с т в е н н о .  Н а  р и с .  1 2 .3 4  п р е д с т а в л е н  г р а ф и к  и з м е н е н и я  д а в л е н и я  
в д о л ь  с о п л а  в  з а в и с и м о с т и  о т  п р о т и в о д а в л е н и я .
Е с л и  p out =  р 0 , т о  д в и ж е н и е  г а з а  в н у т р и  с о п л а  о т с у т с т в у е т  и  д а в ­
л е н и е  б у д е т  о д и н а к о в ы м  в  л ю б о м  с е ч е н и и  с о п л а  ( п р я м а я  1 ) . П о  м е р е
499
у м е н ь ш е н и я  в ы х о д н о г о  д а в л е н и я  г а з  н а ч н е т  д в и г а т ь с я  в д о л ь  с о п л а  и  
р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я  в д о л ь  с о п л а  п р е д с т а в и т с я  н е к о т о р о й  к р и в о й  2 . 
О ч е в и д н о ,  ч т о  м и н и м а л ь н о е  д а в л е н и е  в с е г д а  б у д е т  в  с а м о м  у з к о м  с е ч е ­
н и и  с о п л а .  П р и  д а л ь н е й ш е м  у м е н ь ш е н и и  p OUt в  м и н и м а л ь н о м  с е ч е н и и  
с к о р о с т ь  г а з а  м о ж е т  д о с т и г н у т ь  с к о р о с т и  з в у к а  в  э т о м  к р и т и ч е с к о м  с е ­
ч е н и и ,  а  д а в л е н и е  б у д е т  р а в н о  к р и т и ч е с к о м у  р * . П р и  э т о м  в о з н и к а е т  
а л ь т е р н а т и в а :  и л и  д а л ь ш е ,  з а  к р и т и ч е с к и м  с е ч е н и е м ,  п о т о к  г а з а  б у ­
д е т  д о з в у к о в ы м ,  а  д а в л е н и е  в н и з  п о  п о т о к у  б у д е т  в о з р а с т а т ь  о т  р *  д о  
POut ( к р и в а я  3 ) ,  и л и  п о т о к  г а з а  б у д е т  д а л е е  с в е р х з в у к о в ы м ,  а  д а в л е н и е  
б у д е т  п р о д о л ж а т ь  п а д а т ь  д о  p'Out ( к р и в а я  4 ) .  Э т а  а л ь т е р н а т и в а  р а з р е ­
ш а е т с я  в е л и ч и н о й  п р о т и в о д а в л е н и я .  Д а в л е н и е  p'Out м о ж н о  р а с с ч и т а т ь  
с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  Р а н е е  б ы л а  п о л у ч е н а  ф о р м у л а  ( 1 2 .1 7 ) ,  с в я з ы в а ю ­
щ а я  в е л и ч и н у  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с в е р х з в у к о в о й  ч а с т и  с о п л а  Л а в а л я  
с  ч и с л о м  М а х а :
S _
min
f  ( M ) .
П о э т о м у ,  з н а я  S min, м о ж н о  р а с с ч и т а т ь  ч и с л о  М а х а  в  л ю б о м  с е ч е н и и  
с в е р х з в у к о в о й  ч а с т и  с о п л а ,  в  ч а с т н о с т и ,  в  в ы х о д н о м  с е ч е н и и .  Д а л е е ,  
в о с п о л ь з о в а в ш и с ь  ф о р м у л о й  д л я  д а в л е н и я  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  (н а  о б ­
т е к а е м о м  т е л е )  ( 1 2 .9 ) ,  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  р а с ч е т н о е  з н а ч е н и е  pOu t :
P Out р  о 1  +
Y -  
2
M out
yA i - y)
Т а к и м  о б р а з о м ,  е с л и  в ы х о д н о е  д а в л е н и е  б у д е т  р а в н о  pOut, р а с с ч и т а н ­
н о м у  п о  п р и в е д е н н о й  ф о р м у л е ,  т о  г а з  б у д е т  д в и г а т ь с я  з а  к р и т и ч е с к и м  
с е ч е н и е м  ( S min) с в е р х з в у к о в ы м  о б р а з о м .  Е с л и  д а в л е н и е  н а  в ы х о д е  и з  
с о п л а  б у д е т  м е н ь ш е  р а с ч е т н о г о  pOut, т о  д а л ь н е й ш е е  у с к о р е н и е  п о т о к а  и  
п а д е н и е  д а в л е н и я  б у д е т  п р о и с х о д и т ь  в н е  с о п л а .
Е с л и  ж е  д а в л е н и е  н а  в ы х о д е  с о п л а  б у д е т  б о л ь ш е  р а с ч е т н о г о  pOut, т о  
д в и ж е н и е  г а з а  в н у т р и  с о п л а  з а  к р и т и ч е с к и м  с е ч е н и е м  н е  м о ж е т  б ы т ь  
в е з д е  с в е р х з в у к о в ы м .  В  э т о м  с л у ч а е  в  н е к о т о р о м  с е ч е н и и  в н у т р и  с о п л а  
о б р а з у е т с я  п р я м а я  у д а р н а я  в о л н а ,  п е р е в о д я щ а я  в  э т о м  с е ч е н и и  д а в ­
л е н и е  д о  у д а р н о й  в о л н ы  в  д а в л е н и е  p OUt >  p ” u t . П о  м е р е  у в е л и ч е н и я  
д а в л е н и я  о т  p'Out д о  pOut у д а р н а я  в о л н а  п р о н и к а е т  в с е  г л у б ж е  и  г л у б ж е  
в н у т р ь  с о п л а  (р и с .  1 2 .3 4 , к р и в ы е  5 , 6 , 7 ) .
И , н а к о н е ц ,  п р и  p OUt =  pOut у д а р н а я  в о л н а  д о с т и г а е т  к р и т и ч е с к о г о  
с е ч е н и я  и  п е р е в о д и т  в е с ь  п о т о к  в н у т р и  с о п л а  в  д о з в у к о в о й .
500
1 2 . 1 4 . 6 .  О б т е к а н и е  п л а с т и н к и  с в е р х з в у к о в ы м  
п о т о к о м  п о д  м а л ы м  у г л о м  а т а к и
К р а т к о  о б с у д и м  о б т е к а н и е  п л о с к о й  п л а с т и н к и ,  р а с п о л о ж е н н о й  к  н а б е ­
г а ю щ е м у  с в е р х з в у к о в о м у  п о т о к у  п о д  м а л ы м  у г л о м  а т а к и  а  (р и с .  1 2 .3 5 ) .
Р и с .  1 2 .3 5
П р о в е д е м  л и н и ю  т о к а ,  о к а н ч и в а ю щ у ю с я  н а  п е р е д н е й  к р о м к е  п л а ­
с т и н к и  ( т о ч к а  A ) .  Т о г д а  д в и ж е н и е  г а з а  в ы ш е  э т о й  л и н и и  т о к а ,  о ч е в и д ­
н о ,  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  д в и ж е н и е  п р и  о б т е к а н и и  т у п о г о  у г л а  в . 
А  э т о  з н а ч и т ,  ч т о  и з  т о ч к и  A  д о л ж н а  и с х о д и т ь  в о л н а  р а з р е ж е н и я ,  о г р а ­
н и ч е н н а я  х а р а к т е р и с т и к а м и  I, II . Д в и ж е н и е  ж е  г а з а  н и ж е  э т о й  л и н и и  
т о к а  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  д в и ж е н и е  п р и  о б т е к а н и и  к л и н а ,  п о в о ­
р а ч и в а ю щ е г о  п о т о к  н а  у г о л  х  =  а .
К о н т р о л ь н ы е  в о п р о с ы
1. Что называют температурой торможения газового потока?
2. При каком условии скорость истечения газа из сосуда будет максималь­
ной?
3. Какую скорость движения газа называют критической?
4. Как изменяются максимальная и критическая скорости при изменении 
температуры газа?
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5. Как изменяются площадь сечения трубки тока и плотность потока при 
увеличении скорости газа в случае: а) дозвукового движения газа;
б ) сверхзвукового движения газа?
6. Что представляет собой устройство, называемое соплом Лаваля? Како­
во назначение сопла?
7. Как будут изменяться давление, плотность и температура газа на срезе 
сужающегося насадка в случае уменьшения давления на выходе при 
истечении газа из большого резервуара через этот насадок?
8. Что характеризует угол Маха? Как его величина зависит от числа Ма­
ха?
9. Что такое поверхность разрыва?
10. Что называют прямой ударной волной и прямым скачком уплотнения?
11. Как изменяются скорость, энтропия, давление, плотность и температу­
ра в газе, прошедшем прямую ударную волну?
12. В каком случае ударные волны называют косыми?
13. Какие величины связывает между собой уравнение ударной поляры, 
если скорость движения газа и скорость звука до ударной волны зада­
ны?
14. При каком условии угол поворота потока в косой ударной волне будет 
максимальным?
15. При каком условии образуется отсоединенная ударная волна (на при­
мере обтекания клина)?
16. Как изменяются давление, плотность, температура, скорость звука и 
скорость движения газа в волне разрежения?
17. Проанализируйте качественно характер движения газа при обтекании 
тупого угла сверхзвуковым потоком.
18. Как соотносятся между собой углы отражения и падения при отраже­
нии косой ударной волны от жесткой стенки? 19
19. Что происходит с ударной волной и волной разрежения после отраже­
ния от тангенциального разрыва?
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20. Какой режим работы сопла называют нерасчетным?
21. При каком условии сужающийся насадок, через который истекает газ, 
работает в нерасчетном режиме?
П р и м е р ы  р е ш е н и я  з а д а ч
З а д а ч а  1 2 . 1
В ы ч и с л и т е  с к о р о с т ь  з в у к а  в  в о з д у х е  ( у  =  1 ,4 )  п р и  т е м п е р а т у р е  
0  ° С ,  - 5 0  ° С  и  + 1 5  ° С .  У д е л ь н а я  т е п л о е м к о с т ь  в о з д у х а  п р и  п о с т о я н н о м  
д а в л е н и и  т а к о в а :  c p =  1 ,0 0 6  • 1 0 3 Д ж / ( к г  • К ) .
Р е ш е н и е
И з  в т о р о г о  у р а в н е н и я  в  ( 1 2 .6 )  в ы р а з и м  с к о р о с т ь  з в у к а  ч е р е з  у д е л ь ­
н у ю  э н т а л ь п и ю  г а з а :
С 2
h  =  c p T  = ---------- ,  c 2 =  ( у  -  1 ) c pT .  (1 2 .7 7 )
Y  -  1
Р а с ч е т  п о  э т о й  ф о р м у л е  д а е т  с л е д у ю щ и е  з н а ч е н и я  с к о р о с т и  з в у к а :
T  =  2 7 3  К ,  c  =  3 3 1 ,2  м / с ,
T  =  2 2 3  К ,  c  =  2 9 9 ,4  м / с ,
T  =  2 8 8  К ,  c  =  3 4 0 ,2  м / с .
З а д а ч а  1 2 . 2
Т е л о  с  з а т у п л е н н ы м  н о с о м  л е т и т  в  в о з д у х е  ( y  =  1, 4 )  с о  с к о р о с т ь ю ,  
р а в н о й  1 ,5  c , 2 ,0  c , 3 ,0  c , 5 ,0  c  и  10 c , г д е  c  —  с к о р о с т ь  з в у к а .  П е р е д  г о л о в ­
н о й  ч а с т ь ю  т е л а  о б р а з у е т с я  о т с о е д и н е н н а я  у д а р н а я  в о л н а .  Д а в л е н и е  и  
т е м п е р а т у р а  в о з д у х а  р а в н ы : p  =  1 • 1 0 5 П а , T  =  2 8 8  К .
1. В ы ч и с л и т е  д а в л е н и е  и  т е м п е р а т у р у  т о р м о ж е н и я  н е в о з м у щ е н н о г о  
п о т о к а .
2. К а к и е  з н а ч е н и я  и м е ю т  д а в л е н и е  и  т е м п е р а т у р а  н а  о с и  с и м м е т ­
р и и  н е п о с р е д с т в е н н о  з а  г о л о в н о й  в о л н о й  п р и  з а д а н н о м  ч и с л е  М а х а  M  
н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а ?
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3. В ы ч и с л и т е  д а в л е н и е  и  т е м п е р а т у р у  в  п е р е д н е й  к р и т и ч е с к о й  т о ч ­
к е .
4 . К а к о е  д а в л е н и е  и з м е р я е т  т р у б к а  П и т о ,  н а х о д я щ а я с я  в  п о т о к е  п е ­
р е д  г о л о в н о й  в о л н о й ?
Р е ш е н и е
И н д е к с о м  1 б у д е м  о т м е ч а т ь  в е л и ч и н ы ,  о т н о с я щ и е с я  к  н а б е г а ю щ е м у  
( н е в о з м у щ е н н о м у )  п о т о к у .  П о  у с л о в и ю  з а д а ч и  ч и с л о  М а х а  н а б е г а ю щ е г о  
п о т о к а  ( M i )  м о ж е т  п р и н и м а т ь  с л е д у ю щ и е  з н а ч е н и я :
M i  =  —  =  1 ,5 ; 2 ,0 ; 3 ,0 ; 5 ,0 ; 10 . 
c
П р и  т а к и х  ч и с л а х  М а х а  ( M 1 >  1 ) п е р е д  г о л о в н о й  ч а с т ь ю  д в и ж у щ е г о с я  
т у п о г о  т е л а  в с е г д а  в о з н и к а е т  о т с о е д и н е н н а я  у д а р н а я  в о л н а .  В е л и ч и н ы ,  
х а р а к т е р и з у ю щ и е  д в и ж е н и е  г а з а  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы ,  б у д е м  о т м е ч а т ь  
и н д е к с о м  2 .
1. Т е м п е р а т у р а  т о р м о ж е н и я  T 10  и  д а в л е н и е  т о р м о ж е н и я  p 10  в  с л у ч а е  
н е в о з м у щ е н н о г о  у д а р н о й  в о л н о й  п о т о к а  г а з а  о п р е д е л я ю т с я  ф о р м у л а м и
(1 2 .1 1 )  и  ( 1 2 .9 )  с о о т в е т с т в е н н о :
T io  =  T i  ( 1  +  ^  M i  
p io  =  P i  ( 1  +  —  M i
y/(y-1) ( 1 2 .7 8 )
2. Н а  о с и  с и м м е т р и и  п е р е х о д  ч е р е з  п о в е р х н о с т ь  р а з р ы в а  м о ж н о  р а с ­
с м а т р и в а т ь  к а к  п е р е х о д  ч е р е з  п р я м о й  с к а ч о к  у п л о т н е н и я .  Т о г д а  с к а ч к и  
д а в л е н и я  и  т е м п е р а т у р ы  о п и с ы в а ю т с я  ф о р м у л а м и  (1 2 .4 6 )  и  (1 2 .3 8 )  с о ­
о т в е т с т в е н н о :
P 2 =  P i 
T 2
2 Y Y -  1
M i  -
Y +  1 Y +  1 ,
_  =  p 2 Y  +  1  +  (P 2 / P i )(Y -  ! )  
T i P i  Y  -  1  +  (P 2 / P i ) (Y +  1)
( 1 2 .7 9 )
3 . И з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и  с л е д у е т ,  ч т о  т е м п е р а т у р а  т о р м о ж е н и я  н е  
и з м е н я е т с я  в  у д а р н о й  в о л н е ,  т. е . T 2 0  =  T 10  ( с м .  у р а в н е н и е  ( 1 2 .4 4 ) ) .
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Д а в л е н и я  г а з а  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы  р 2 и в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  р 2 о 




Y -  1 M 2
Y/(Y-i )
( 1 2 .8 0 )
Ч и с л о  М а х а  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы ,  M 2 , в ы р а з и м  ч е р е з  M i  п о  ф о р м у л е  
( 1 2 .4 7 ) .  Т о г д а  п о л у ч и м
/ Р \ (Y- i)/ Y Р/ Р 20 \ Р2
\Р 2 / Pi
Y +  1 
2
M i. ( 1 2 .8 1 )
П о д с т а в л я я  с ю д а  о т н о ш е н и е  д а в л е н и й  и з  ф о р м у л ы  ( 1 2 .4 6 ) ,  п о л у ч а е м  
д л я  д а в л е н и я  т о р м о ж е н и я  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е :
Р 20  =  P i
Y  +  1 
2
M i
Y/(Y-1) 2Y  2 Y  -  1
— ^ m 2 -  - —
Y +  1 Y  + 1
-i /(Y -i)
( 1 2 .8 2 )
4 . П е р е д  н о с и к о м  т р у б к и  П и т о  т а к ж е  в о з н и к а е т  о т с о е д и н е н н а я  у д а р ­
н а я  в о л н а .  Т р у б к а  и з м е р я е т  д а в л е н и е  p 2 з а  у д а р н о й  в о л н о й .
Р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т а  и с к о м ы х  в е л и ч и н  п о  ф о р м у л а м  ( 1 2 .7 8 ) ,  
(1 2 .7 9 )  и  (1 2 .8 2 )  п р и  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и я х  ч и с л а  М а х а  M i п р е д с т а в ­
л е н ы  в  т а б л и ц е .
M i T i o , К P io , 1 0 5 , П а p 2 , 1 0 5 , П а T 2 , К Р 2 0 , 1 0 5 , П а
1 ,5 4 1 8 3 ,6 7 2 ,4 6 3 8 0 3 ,4 1
2 , 0 5 1 8 7 ,8 3 4 ,5 0 4 8 6 5 ,6 4
3 ,0 8 0 6 3 6 ,7 1 0 ,3 7 7 2 1 2 , 1
5 ,0 1 7 2 8 5 2 9 2 9 ,0 1 6 7 0 3 2 ,7
1 0 , 0 6 0 4 8 4 2  4 3 9 1 1 7 5 8 7 2 1 2 9
З а д а ч а  1 2 .3
С а м о л е т  л е т и т  н а  в ы с о т е  1 0 0 0  м , г д е  т е м п е р а т у р а  в о з д у х а  8 , 5  ° С ,  и  
10 0 0 0  м , г д е  т е м п е р а т у р а  в о з д у х а  - 5 0 ,  0  ° С ,  с о  с к о р о с т ь ю  1 0 0 0  к м / ч .  
Ч е м у  р а в н а  т е м п е р а т у р а  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  н а  н о с у  с а м о л е т а ?  Н а  
с к о л ь к о  п о в ы с и т с я  э т а  т е м п е р а т у р а  п р и  с к о р о с т и  с а м о л е т а  2 0 0 0  к м / ч ?  
М о л я р н а я  м а с с а  и  п о к а з а т е л ь  а д и а б а т ы  в о з д у х а  и м е ю т  с л е д у ю щ и е  з н а ­
ч е н и я :  р  =  0 ,0 2 9  к г / м о л ь ,  y  =  1 ,4 .
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Решение
П о с к о л ь к у  т е м п е р а т у р ы  н а  р а з н ы х  в ы с о т а х  р а з л и ч н ы ,  т о  р а з л и ч н ы  
и  с к о р о с т и  з в у к а .  П о э т о м у  п р и  ф и к с и р о в а н н о й  с к о р о с т и  п о л е т а  с а м о ­
л е т а  ч и с л а  М а х а  н а  р а з н ы х  в ы с о т а х  б у д у т  р а з н ы м и .
С к о р о с т ь  з в у к а  п р и  р а з н ы х  т е м п е р а т у р а х  в ы ч и с л и м  п о  ф о р м у л е  
( 1 2 .2 ):
I R T  ,
c = V v . ( 1 2 -8 3
Ч и с л о  М а х а  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  о п р е д е л и т с я  о т н о ш е н и е м  M  =  v / c .  
Ч е м  н и ж е  т е м п е р а т у р а ,  т е м  м е н ь ш е  с к о р о с т ь  з в у к а  и  п р и  v  =  c o n s t  
б о л ь ш е  ч и с л о  M . Н а п о м н и м ,  ч т о  о т  д а в л е н и я  г а з а  с к о р о с т ь  з в у к а  н е  
з а в и с и т .
Т е м п е р а т у р у  т о р м о ж е н и я  Т 0 н а  н о с у  с а м о л е т а  в ы ч и с л и м  п о  ф о р м у л е
( 1 2 . 1 1 ):
T ,  =  T  ^ 1  +  - M 2 ^  . ( 1 2 .8 4 )
Р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т а  п р и в е д е н ы  в  т а б л и ц е .
h , к м T ,  К 1 0 0 0 , к м / ч 2 0 0 0 , к м / ч
M T o, K M T o, К
1 2 8 1 ,5 0 ,8 2 5 9 3 1 9 ,9 1 ,6 5 2 4 3 5 ,2
1 0 2 2 3 ,0 0 ,9 2 7 9 2 6 1 ,4 1 ,8 5 6 3 7 6 ,6
З а м е т и м ,  ч т о  п р и  с к о р о с т и  1 0 0 0  к м / ч  д в и ж е н и е  с а м о л е т а  б ы л о  д о ­
з в у к о в ы м ,  а  п р и  с к о р о с т и  2 0 0 0  к м / ч  -  с т а л о  с в е р х з в у к о в ы м .  О б р а з о в а ­
н и е  у д а р н о й  в о л н ы  н е  в л и я е т  н а  т е м п е р а т у р у  т о р м о ж е н и я  ( с м .  з а д а ч у  
1 2 .2 ) ,  п о э т о м у  в  о б о и х  с л у ч а я х  и с п о л ь з у е т с я  о д н а  и  т а  ж е  ф о р м у л а  
( 1 2 .8 4 ) .
З а д а ч а  1 2 .4
П а р а м е т р ы  г а з а  д о  у д а р н о й  в о л н ы  ( p 1 , р 1 , v 1 , T 1 ) и  п о с л е  у д а р н о й  
в о л н ы  ( p 2 , р 2 , v 2 , T 2 ) з а д а н ы .  О п р е д е л и т е  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  
у д а р н о й  в о л н ы  и .
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Решение
В  с и с т е м е  к о о р д и н а т ,  д в и ж у щ е й с я  с о  с к о р о с т ь ю  и , у д а р н а я  в о л н а  
н е п о д в и ж н а  и  я в л я е т с я  к а к  б ы  п р я м ы м  с к а ч к о м .  С к о р о с т и  г а з а  д о  и  п о ­
с л е  с к а ч к а  о т н о с и т е л ь н о  э т о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  с о о т в е т с т в е н н о  р а в н ы  
Vi — и  и  v 2 — и .  Т о г д а  в  у д а р н о й  в о л н е  с  у ч е т о м  (1 2 .3 1 )  в ы п о л н я ю т с я  
с л е д у ю щ и е  у с л о в и я :
P i ( v i  — u )  =  P 2 (V 2 — и ) ,
h i  +  ( v i  — и ) 2/ 2 =  h 2 +  (V 2 — и ) 2/ 2 , ( 1 2 .8 5 )
P 2 (V 2 — u ) ( v 2 — V i)  =  P i  — P 2 .
С ч и т а я  г а з  и д е а л ь н ы м  и  и с п о л ь з у я  с о о т в е т с т в у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  
у д е л ь н о й  э н т а л ь п и и ,  з а п и ш е м  в т о р о е  у р а в н е н и е  и з  (1 2 .8 5 )  в  с л е д у ю щ е м  
в и д е :
Y  P i +  ( v i  — и ) 2 =  Y  P 2 +  (V 2 — и ) 2 
Y — 1  P i 2 y  — 1  P 2 2
И с к л ю ч а я  с к о р о с т и ,  п о л у ч и м  а д и а б а т у  Г ю г о н и о :
( 1 2 .8 6 )
Р 2 =  ( Y  +  1 ) P 2 / P i — (Y  — ! )  
P i  ( Y  +  1 ) — (Y  — 1 ) P 2 / P i .
Т р е т ь е  у р а в н е н и е  (1 2 .8 5 )  с  у ч е т о м  п е р в о г о  у р а в н е н и я  и  в ы р а ж е н и я  
д л я  с к о р о с т и  з в у к а  c 2 =  Y P /P  п р е о б р а з у е м  к  с л е д у ю щ е м у  в и д у :
V2 — Vi
c2c2
Y (v i  — и )  Y (V 2 — и ) '
У р а в н е н и е  (1 2 .8 6 )  з а п и ш е м  т а к :
c i  ( v i  — и ) 2 c 2 ( v 2 — и )
+ +
Y — 1 2 Y  — 1 2
И с к л ю ч а я  и з  д в у х  п о с л е д н и х  у р а в н е н и й  c i , п о л у ч и м
(и  — V2 ) 2 — Y + — (v i  — V2 ) ( u  — V2 ) — c 2 =  0.
( 1 2 .8 8 )
( 1 2 .8 9 )
(1 2 .9 0 )
О т с ю д а  д л я  с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  у д а р н о й  в о л н ы  н а х о д и м
Y + 1
и  =  V2 +------ —  (V i — V2 ) + Y Y p  ) ( v i — v 2 ) 2  +  c 2
i/2




П е р е д  к о р н е м  в з я т  т о л ь к о  з н а к  п л ю с ,  т а к  к а к  с к о р о с т ь  у д а р н о й  в о л ­
н ы  д о л ж н а  б ы т ь  п о л о ж и т е л ь н о й .  И з  п о л у ч е н н о г о  в ы р а ж е н и я  в и д н о ,  
ч т о  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  у д а р н о й  в о л н ы  б о л ь ш е  с к о р о с т и  з в у к а ,  
и  >  c 2 . П р и  м а л ы х  с к о р о с т я х  г а з а  и  ^  c 2 , т. е . п р и  м а л ы х  в о з м у щ е н и я х  
у д а р н а я  в о л н а  п е р е х о д и т  в  з в у к о в у ю  в о л н у .
З а д а ч а  1 2 .5
В  з а к р ы т о м  с  о д н о г о  к о н ц а  ц и л и н д р е  н а х о д и т с я  г а з .  С  д р у г о г о  к о н ­
ц а  ц и л и н д р а  н а ч и н а е т  д в и г а т ь с я  п о р ш е н ь  с о  с к о р о с т ь ю  U , с ж и м а я  г а з  
(р и с .  1 2 .3 6 ) .  В  м о м е н т  н а ч а л а  д в и ж е н и я  в п е р е д и  п о р ш н я  ч е р е з  п о к о я ­
щ и й с я  г а з  с  п а р а м е т р а м и  p 2 , р 2 , г 2 =  0  п е р е м е щ а е т с я  у д а р н а я  в о л н а  с о  
с к о р о с т ь ю  u  (р и с .  1 2 .3 6 , а ) .  С к о р о с т ь  г а з а  в  о б л а с т и  м е ж д у  п о р ш н е м  и  
у д а р н о й  в о л н о й  м о ж н о  с ч и т а т ь  р а в н о й  с к о р о с т и  п о р ш н я ,  т. е . v i =  U .
Р и с .  1 2 .3 6
О п р е д е л и т е  п а р а м е т р ы  г а з а  д о  у д а р н о й  в о л н ы  —  p i , p i , с к о р о с т ь  
п р я м о й  у д а р н о й  в о л н ы  и ,  с к о р о с т ь  о т р а ж е н н о й  у д а р н о й  в о л н ы  и 3 и  
д а в л е н и е  г а з а  н а  с т е н к у  о т  п а д а ю щ е й  у д а р н о й  в о л н ы  р 3 ( р и с .  1 2 .3 6 , б ).
Р е ш е н и е
И з  п е р в о г о  и  т р е т ь е г о  у р а в н е н и й  (1 2 .8 5 )  и  (1 2 .9 1 )  п о л у ч и м  с л е д у ю ­
щ и е  в ы р а ж е н и я  д л я  p i , p i , и :
p i
u
Р2 +  P2UU,






Y +  1 
4
U
2 1 i / 2
+  c 22
( 1 2 .9 2 )
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Д о й д я  д о  с т е н к и ,  п р я м а я  у д а р н а я  в о л н а  о т р а з и т с я  о т  н е е  и  п о  с р е ­
д е  с  п а р а м е т р а м и  р 1, р 1 , v 1 б у д е т  р а с п р о с т р а н я т ь с я  о т р а ж е н н а я  у д а р ­
н а я  в о л н а  с о  с к о р о с т ь ю  и 3 в  н а п р а в л е н и и ,  п р о т и в о п о л о ж н о м  н а п р а в ­
л е н и ю  с к о р о с т и  v i  д в и ж у щ е г о с я  г а з а  (р и с .  1 2 .3 6 , б ) . М е ж д у  с т е н к о й  и  
о т р а ж е н н о й  у д а р н о й  в о л н о й  г а з  б у д е т  з а т о р м о ж е н .  П а р а м е т р ы  г а з а  в  
э т о й  о б л а с т и  о б о з н а ч и м  ч е р е з  р 3 , р 3 , v 3 . З а м е н я я  в  у р а в н е н и я х  (1 2 .8 5 )  
и  (1 2 .9 1 )  p 1 , р 1 , v 1 с о о т в е т с т в е н н о  н а  р 3 , р 3 , v 3 =  0 , а  р 2 , р 2 , v 2 —  н а
р 1 , р 1 , — v 1 и  и  н а  и 3 , п о л у ч и м  д л я  о п р е д е л е н и я  р 3 , р 3 , и 3 с л е д у ю щ и е  
у р а в н е н и я :
р 1^ 1 +  U3)v 1 =  (рз — Р1), рзиз
из +  v1 Y +  1 
4
v 1 +
Y  +  1
~4~ v1
2
р1(и3 +  v1),
1 1/2
+  c 21
( 1 2 .9 3 )
И з  в ы р а ж е н и я  (1 2 .8 7 )  д л я  о т р а ж е н н о й  в о л н ы  и м е е м
Р1 =  (Y +  1 )Р 1 / Р3 +  ( Y  — 1) 
р3 (Y + 1) +  ( Y  — 1 )Р 1 / Р 3 '
С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  и з  п е р в ы х  д в у х  у р а в н е н и й  (1 2 .9 3 )  п о л у ч и м
2
Р 1 =  1  _  Р l v l2 
р 3  Р3 — Р 1
И з  у р а в н е н и й  (1 2 .8 5 )  п р и  v 2 =  0  и м е е м
Р 1 = 1 +  Р lv l2 
р 2 Р 1 — Р 2
( 1 2 .9 5 )
(1 2 .9 6 )
П о д с т а в и в  в  п о с л е д н е е  у р а в н е н и е  з н а ч е н и е  р 1 / р 2 и з  а д и а б а т ы  Г ю г о -  
н и о  в  ф о р м е  ( 1 2 .8 7 ) ,  п о л у ч и м
р ! У 2 =  2 ( 1  -  p 2 / p j )
Р 1 — Р 2 ( Y  +  1 )Р 2 / Р 1 +  (Y  — 1) ’
О т с ю д а  у р а в н е н и е  (1 2 .9 5 )  з а п и ш е т с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
р 1 =  1  _  Р 1 -  Р 2 2 ( 1  -  Р 2 / Р 1 )
р3 Р3 — Р 1 ( Y  + 1 )Р 2 / Р 1 +  ( Y  — 1) ’
( 1 2 .9 7 )
(1 2 .9 8 )
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С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  (1 2 .9 4 )  п о л у ч и м  к в а д р а т н о е  у р а в н е н и е  д л я  
о п р е д е л е н и я  о т н о ш е н и я  р з / р у
( Р з _  Л 2 pi f  Y +  1  + Pi 





Y +  1  р з +  Л
Y -  1  P i  )  '
( 1 2 .9 9 )
Р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  и м е е т  в и д
P 3  =  1  +  _ 2 р __________ P i / P 2 -  1
P i  Y  + 1  P i / P 2 +  (Y  +  1 ) / ( Y  -  1)
( 1 2 . 1 0 0 )
И з  п о л у ч е н н о г о  в ы р а ж е н и я  с л е д у е т ,  ч т о  в  с л у ч а е  с л а б о й  у д а р н о й  
в о л н ы ,  т. е . п р и  е  =  (pi — P 2 ) /p 2 ^  1, в  л и н е й н о м  п р и б л и ж е н и и  п о  
м а л о м у  п а р а м е т р у  е  н а х о д и м
P3
P 2
(1 +  е ) 1 +
е
1  +  ( Y  — 1 ) e / 2 Y
1  +  2 е . ( 1 2 . 1 0 1 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  д а в л е н и е  г а з а  у  с т е н к и  б о л ь ш е  д а в л е н и я  н а  ф р о н т е  
п а д а ю щ е й  в о л н ы .
В  с л у ч а е  с и л ь н о й  у д а р н о й  в о л н ы ,  т. е . п р и  p i / p 2 ^  1,
P3 ^  1 ^ ^  =  3 Y — 1
P 2 Y  — 1 Y  — 1
( 1 2 . 1 0 2 )
Д л я  в о з д у х а  ( y  =  1 ,4 )  д а в л е н и е  у  с т е н к и  в  8  р а з  п р е в ы ш а е т  д а в л е н и е  
г а з а  н а  ф р о н т е  п а д а ю щ е й  в о л н ы .
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Глава 13
Магнитная гидродинамика
13.1. Предмет магнитной гидродинамики
За последние десятилетия получил большое развитие раздел механики 
сплошных сред, называемый магнитной гидродинамикой. Предметом  
магнитной гидродинамики является изучение движения электропрово­
дящ ей жидкости и газов в присутствии магнитного поля. Основы это­
го раздела механики были заложены в 1940-х гг. шведским физиком  
Х . Альвеном. В дальнейшем мощным стимулом к развитию магнитной  
гидродинамики послужила, с одной стороны, практическая потребность 
создания электромагнитных насосов для атомной промышленности и 
магнитогидродинамических генераторов для энергетики, плазменных 
двигателей для ракет, с другой стороны, интенсивное развитие термо­
ядерных исследований и астрофизики.
Электропроводящими являются ионизированные газы, жидкие ме­
таллы, жидкие электролиты, различные суспензии и т. д. Во всех слу­
чаях, как правило, будем использовать единый термин — жидкость. 
К ак и ранее, принимаем гипотезу сплошности среды. При этом счита­
ем, что не только масса непрерывно распределена по объему жидкости, 
но также и электрический заряд.
Если проводящая ж идкость движется в магнитном поле, то в ней 
индуцируются электрические токи, которые, в свою очередь, создают 
магнитные поля. Взаимодействие последних с основным (внешним) по­
лем оказывает существенное влияние на движение самой жидкости. 
Действительно, на электропроводящую ж идкость в электрическом и
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м а г н и т н о м  п о л я х  д е й с т в у е т  о б ъ е м н а я  с и л а .  Э т а  т а к  н а з ы в а е м а я  п о н -  
д е р о м о т о р н а я  с и л а  м о ж е т  о к а з ы в а т ь  с у щ е с т в е н н о е  в л и я н и е  н а  д и н а ­
м и к у  ж и д к о с т и  и  д о л ж н а  б ы т ь  у ч т е н а  в  у р а в н е н и и  д в и ж е н и я .  К р о м е  
т о г о ,  в о з н и к а ю щ и е  в  ж и д к о с т и  т о к и  п р и в о д я т  к  в ы д е л е н и ю  д ж о у л е -  
в а  т е п л а ,  ч т о  д о л ж н о  б ы т ь  у ч т е н о  в  у р а в н е н и и  с о х р а н е н и я  в н у т р е н н е й  
э н е р г и и .  Т а к и м  о б р а з о м ,  п о л н о е  о п и с а н и е  с л о ж н о й  к а р т и н ы  д в и ж е н и я  
и  в з а и м о д е й с т в и я  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  с  м а г н и т н ы м  п о л е м  д о л ж н о  
о с н о в ы в а т ь с я  н а  с о в м е с т н о м  р а с с м о т р е н и и  м е х а н и ч е с к и х  и  э л е к т р о д и ­
н а м и ч е с к и х  у р а в н е н и й  (у р а в н е н и й  М а к с в е л л а ) .
Т р у д н о с т ь  п о н и м а н и я  п р о ц е с с о в ,  п р о и с х о д я щ и х  в  п р о в о д я щ е й  ж и д ­
к о с т и ,  д в и ж у щ е й с я  в  м а г н и т н о м  п о л е ,  з а к л ю ч а е т с я  в  т о м ,  ч т о  з д е с ь  н а ­
р у ш а ю т с я  п р и ч и н н ы е  с в я з и ,  и з в е с т н ы е  н а м  и з  л а б о р а т о р н о й  п р а к т и к и .  
В  о б ы ч н о й  л а б о р а т о р н о й  п р а к т и к е  п р и ч и н н а я  с в я з ь  я в л е н и й  з а к л ю ч а ­
е т с я  в  т о м ,  ч т о  н е к о т о р а я  э л е к т р о д в и ж у щ а я  с и л а  о п р е д е л я е т  э л е к т р и ­
ч е с к и й  т о к ,  т о к  о п р е д е л я е т  м а г н и т н о е  п о л е ,  к о т о р о е  в о з д е й с т в у е т  н а  
р а с с м а т р и в а е м о е  т е л о .  В  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  п р и ч и н н а я  с в я з ь  
ч а щ е  с л е д у ю щ а я .  Д в и ж у щ а я с я  ж и д к о с т ь  и з м е н я е т  в н е ш н е е  м а г н и т н о е  
п о л е .  И з м е н е н и е  м а г н и т н о г о  п о л я ,  с о г л а с н о  у р а в н е н и я м  М а к с в е л л а ,  в ы ­
з ы в а е т  э л е к т р и ч е с к о е  п о л е ,  о п р е д е л я ю щ е е  т о к ,  к о т о р ы й ,  в  с в о ю  о ч е ­
р е д ь ,  с о з д а е т  м а г н и т н о е  п о л е ,  в л и я ю щ е е  н а  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  ч е р е з  
в з а и м о д е й с т в и е  с  в н е ш н и м  м а г н и т н ы м  п о л е м .
13.2. Уравнения Максвелла
Э л е к т р о м а г н и т н о е  п о л е  в  в а к у у м е  х а р а к т е р и з у е т с я  н а п р я ж е н н о с т ь ю  
э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  E  и  и н д у к ц и е й  м а г н и т н о г о  п о л я  B .  Э т и  в е к т о р н ы е  
в е л и ч и н ы  о п р е д е л я ю т  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  с о  с т о р о н ы  п о л я  н а  э л е к т р и ­
ч е с к и е  з а р я д ы  и  т о к и .  Р а с п р е д е л е н и е  з а р я д о в  и  т о к о в  в  п р о с т р а н с т в е  
з а д а е т с я  о б ъ е м н о й  п л о т н о с т ь ю  з а р я д а  р е ( в е л и ч и н а  э л е к т р и ч е с к о г о  з а ­
р я д а  в  е д и н и ц е  о б ъ е м а  ж и д к о с т и )  и  в е к т о р о м  п л о т н о с т и  э л е к т р и ч е с к о ­
г о  т о к а  j .  Д л я  х а р а к т е р и с т и к и  э л е к т р о м а г н и т н о г о  п о л я  в  м а т е р и а л ь ­
н о й  с р е д е  д о п о л н и т е л ь н о  в в о д я т с я  в е к т о р  э л е к т р и ч е с к о й  и н д у к ц и и  D  
и  в е к т о р  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  H ,  к о т о р ы е  у ч и т ы в а ю т  э л е к ­
т р и ч е с к и е  и  м а г н и т н ы е  с в о й с т в а  с р е д ы .
У р а в н е н и я  м а к р о с к о п и ч е с к о й  э л е к т р о д и н а м и к и ,  о п р е д е л я ю щ и е  з н а ­
ч е н и я  в е к т о р о в  E ,  B ,  D ,  H  в  л ю б о й  т о ч к е  п р о с т р а н с т в а  в  л ю б о й  м о м е н т
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в р е м е н и  в  з а в и с и м о с т и  о т  р а с п р е д е л е н и я  з а р я д а  р е и  т о к а  j  в  с р е д е  б ы л и  
с ф о р м у л и р о в а н ы  Д ж .  М а к с в е л л о м  в  р е з у л ь т а т е  о б о б щ е н и я  э м п и р и ч е ­
с к и х  з а к о н о в  э л е к т р о м а г н е т и з м а .  М а к с в е л л  в ы д в и н у л  г и п о т е з у  о  т о м ,  
ч т о  м а г н и т н о е  п о л е  м о ж е т  в о з н и к а т ь  н е  т о л ь к о  в  р е з у л ь т а т е  д в и ж е н и я  
э л е к т р и ч е с к и х  з а р я д о в ,  н о  и  п о р о ж д а т ь с я  п е р е м е н н ы м  э л е к т р и ч е с к и м  
п о л е м .  В е л и ч и н у ,  п р о п о р ц и о н а л ь н у ю  с к о р о с т и  и з м е н е н и я  э л е к т р и ч е ­
с к о г о  п о л я ,  М а к с в е л л  н а з в а л  т о к о м  с м е щ е н и я .  П о л н ы й  т о к  о п р е д е ­
л я е т с я  с у м м о й  т о к о в  п р о в о д и м о с т и  и  с м е щ е н и я .
М а к р о с к о п и ч е с к и е  у р а в н е н и я  э л е к т р о д и н а м и к и ,  н а з ы в а е м ы е  о б ы ч ­
н о  у р а в н е н и я м и  М а к с в е л л а ,  д л я  и з о т р о п н ы х  с р е д  о т н о с и т е л ь н о  н е п о ­
д в и ж н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  з а п и с ы в а ю т с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е  :
З д е с ь  е  и  ц  —  д и э л е к т р и ч е с к а я  и  м а г н и т н а я  п р о н и ц а е м о с т и  с р е д ы  с о ­
о т в е т с т в е н н о ;  о у  —  у д е л ь н а я  э л е к т р о п р о в о д н о с т ь  с р е д ы ;  c  —  с к о р о с т ь  
с в е т а .
П е р в о е  у р а в н е н и е  в  с и с т е м е  ( 1 3 .1 )  я в л я е т с я  о б о б щ е н и е м  н а  п е р е м е н ­
н ы е  п о л я  з а к о н а  Б и о  —  С а в а р а  —  Л а п л а с а ,  о п р е д е л я ю щ е г о  и н д у к ц и ю  
п е р е м е н н о г о  м а г н и т н о г о  п о л я ,  с о з д а н н о г о  э л е к т р и ч е с к и м  т о к о м  и  и з м е ­
н я ю щ и м с я  э л е к т р и ч е с к и м  п о л е м . В  п р а в о й  ч а с т и  э т о г о  у р а в н е н и я  п е р ­
в о е  с л а г а е м о е  с в я з а н о  с  т о к о м  с м е щ е н и я ,  а  в т о р о е  —  с  т о к о м  п р о в о д и м о ­
с т и .  В т о р о е  у р а в н е н и е  э т о й  с и с т е м ы  в ы р а ж а е т  з а к о н  э л е к т р о м а г н и т н о й  
и н д у к ц и и  Ф а р а д е я .  Т р е т ь е  у р а в н е н и е  о п и с ы в а е т  п о т о к  в е к т о р а  м а г ­
н и т н о й  и н д у к ц и и  ч е р е з  п о в е р х н о с т ь ,  о х в а т ы в а ю щ у ю  е д и н и ч н ы й  о б ъ ­
е м  с р е д ы .  О н о  у т в е р ж д а е т  о т с у т с т в и е  м а г н и т н ы х  з а р я д о в ,  а н а л о г и ч ­
н ы х  э л е к т р и ч е с к и м ,  ч т о  в ы т е к а е т  и з  з а м к н у т о с т и  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  20
20У равнения (13.1) записаны  в гауссовой  систем е единиц, к оторая  обы чн о принята 
в электродинам ике. В прил. D  приведена таблица, устанавливаю щ ая связь осн овн ы х 
эл ектроди н ам и чески х  величин в си стем ах  единиц Гаусса и СИ .
4 п .
— j ,
d iv  B  =  0 , 
d iv  D  =  4 п р е , 
j  J r E ,
D  =  e E ,  B  =  ц Н .
(1 3 .1 )
е
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л и н и й . Ч е т в е р т о е  у р а в н е н и е  о п р е д е л я е т  п о т о к  в е к т о р а  э л е к т р и ч е с к о й  
и н д у к ц и и  ч е р е з  п о в е р х н о с т ь ,  о г р а н и ч и в а ю щ у ю  е д и н и ц у  о б ъ е м а  с р е д ы .  
О н о  в ы р а ж а е т  т о т  ф а к т ,  ч т о  и с т о ч н и к а м и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  я в л я ­
ю т с я  э л е к т р и ч е с к и е  з а р я д ы  ( о б о б щ е н и е  т е о р е м ы  Г а у с с а  н а  п е р е м е н н ы е  
п о л я ) .  П я т о е  у р а в н е н и е ,  у с т а н а в л и в а ю щ е е  л и н е й н у ю  с в я з ь  м е ж д у  в е к ­
т о р а м и  п л о т н о с т и  т о к а  п р о в о д и м о с т и  и  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  
п о л я ,  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  з а к о н  О м а .  И  п о с л е д н и е  д в а  у р а в н е н и я ,  о п р е ­
д е л я ю щ и е  с в я з ь  м е ж д у  в е к т о р а м и  н а п р я ж е н н о с т и  и  и н д у к ц и и  п о л е й ,  
у ч и т ы в а ю т  э л е к т р о м а г н и т н ы е  с в о й с т в а  с р е д ы  и  н а з ы в а ю т с я  м а т е р и ­
а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и  и з о т р о п н о й  с р е д ы .
Е с л и  с р е д а  д в и ж е т с я  с о  с к о р о с т ь ю  v ,  т о  н а п р я ж е н н о с т ь  э л е к т р и ч е ­
с к о г о  п о л я  о т н о с и т е л ь н о  д в и ж у щ е й с я  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  р а в н а :
E '  =  E  +  1  [ v ,  H ] .
c
В  э т о м  с л у ч а е  з а к о н  О м а  з а п и с ы в а е т с я  в  в и д е
j  =  ( e  +  1  [ v ,  H  ])  . (1 3 .2 )
13.3. Модель среды
М а г н и т н а я  г и д р о д и н а м и к а  о б ы ч н о  р а с с м а т р и в а е т  л и ш ь  т а к и е  с р е д ы ,  
д л я  к о т о р ы х  с  б о л ь ш о й  т о ч н о с т ь ю  д и э л е к т р и ч е с к а я  и  м а г н и т н а я  п р о ­
н и ц а е м о с т и  с р е д ы  у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и я м
£ = 1 , Ц =  1 .
Н е с м о т р я  н а  э т о  о г р а н и ч е н и е ,  н а б о р  с р е д  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к и ,  
и м е ю щ и х  п р а к т и ч е с к и й  и н т е р е с ,  д о с т а т о ч н о  в е л и к .  Э т о  п р о в о д я щ и е  
ж и д к о с т и ,  р а с п л а в л е н н ы е  м е т а л л ы ,  и о н и з и р о в а н н ы е  г а з ы ,  п л а з м а .
В  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  о б ы ч н о  р а с с м а т р и в а ю т с я  л и ш ь  и з о ­
т р о п н ы е  с р е д ы .  Е с л и  д л я  £ и  ц  э т о  о г р а н и ч е н и е  д о с т а т о ч н о  о п р е д е ­
л е н н о ,  т о  т р е б о в а н и е  и з о т р о п н о с т и  п р о в о д и м о с т и  a r н е о б х о д и м о  р а с ­
с м о т р е т ь  б о л е е  п о д р о б н о  н а  м и к р о с к о п и ч е с к о м  у р о в н е .
Е с л и  н а м  у д а с т с я  п о к а з а т ь ,  ч т о  п р и б л и ж е н и е  и з о т р о п н о с т и  э л е к т р и ­
ч е с к о й  п р о в о д и м о с т и  с р е д ы  в о  в н е ш н е м  м а г н и т н о м  п о л е  п р и е м л е м о  д л я  
г а з о в ,  т о  д л я  к а п е л ь н ы х  ж и д к о с т е й  о н о  б у д е т  п р и е м л е м о  т е м  б о л е е .
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В  м а г н и т н о м  п о л е  э л е к т р и ч е с к и е  з а р я д ы ,  о б у с л о в л и в а ю щ и е  т о к  п р о ­
в о д и м о с т и ,  д в и ж у т с я  п о  с л о ж н ы м  в и н т о в ы м  т р а е к т о р и я м .  Т а к ,  ч а с т и ­
ц а , и м е ю щ а я  з а р я д  e и  м а с с у  т ,  в л е т а я  в  о д н о р о д н о е  м а г н и т н о е  п о л е  
н а п р я ж е н н о с т ь ю  H , п е р п е н д и к у л я р н о е  с к о р о с т и  ч а с т и ц ы ,  б у д е т  в р а ­
щ а т ь с я  в о к р у г  с и л о в о й  л и н и и  с  у г л о в о й  ч а с т о т о й  Л а р м о р а  ш =  e H / т с .  
В  т о  ж е  в р е м я  з а р я ж е н н а я  ч а с т и ц а ,  д в и ж у щ а я с я  в д о л ь  с и л о в о й  л и ­
н и и  м а г н и т н о г о  п о л я ,  н е  и с п ы т ы в а е т  с о  с т о р о н ы  э т о г о  п о л я  н и к а к о г о  
в л и я н и я .  П о э т о м у  п р о в о д и м о с т ь  с р е д ы  в  м а г н и т н о м  п о л е  м о ж е т  б ы т ь  
с у щ е с т в е н н о  а н и з о т р о п н о й .  П р о в о д и м о с т ь  в д о л ь  м а г н и т н о г о  п о л я  б у д е т  
з н а ч и т е л ь н о  б о л ь ш е ,  ч е м  п о п е р е к  н е г о .
С р а в н и м  п е р и о д  л а р м о р о в с к о й  п р е ц е с с и и  —  и  с р е д н е е  в р е м я  с в о ­
б о д н о г о  п р о б е г а  м о л е к у л  в  г а з е  —  t m . О ч е в и д н о ,  ч т о
tL =  m c / e H ,  tm  =  l / v t .
З д е с ь  v t —  с р е д н я я  т е п л о в а я  с к о р о с т ь  ч а с т и ц ;  l —  с р е д н я я  д л и н а  с в о б о д ­
н о г о  п р о б е г а  ч а с т и ц .  Н е т р у д н о  п о н я т ь ,  ч т о  п р о в о д и м о с т ь  г а з а  м о ж н о  
с ч и т а т ь  и з о т р о п н о й ,  е с л и  в ы п о л н я е т с я  с л е д у ю щ е е  у с л о в и е :
т с
t m ^  t L, l ^  TTVt.
e H
(13.3)
В  э т о м  с л у ч а е  ч а с т ы е  с т о л к н о в е н и я  ч а с т и ц  н е  п о з в о л я ю т  и м  о п и с ы ­
в а т ь  з а м к н у т ы е  т р а е к т о р и и  в  п о п е р е ч н о м  м а г н и т н о м  п о л е .  Т р а е к т о р и и  
н а  м а л о й  д л и н е  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  б у д у т  п о ч т и  п р я м о л и н е й н ы м и ,  а  н а  
м а к р о с к о п и ч е с к о м  м а с ш т а б е  б у д у т  о п р е д е л я т ь с я  с т о л к н о в е н и я м и ,  а  н е  
д е й с т в и е м  м а г н и т н о г о  п о л я .  С л е д о в а т е л ь н о ,  п р о в о д и м о с т ь  б у д е т  и з о ­
т р о п н о й ,  н е  з а в и с я щ е й  о т  н а п р а в л е н и я  м а г н и т н о г о  п о л я .  З а м е т и м ,  ч т о  
э л е к т р о п р о в о д н о с т ь  к а п е л ь н ы х  ж и д к о с т е й  с  в ы с о к о й  т о ч н о с т ь ю  м о ж н о  
с ч и т а т ь  и з о т р о п н о й ,  т а к  к а к  п е р и о д  к о л е б а н и й  м о л е к у л  в  т о ч к е  е е  л о к а ­
л и з а ц и и  з а в е д о м о  м н о г о  м е н ь ш е  с р е д н е г о  в р е м е н и  с в о б о д н о г о  п р о б е г а  
м о л е к у л  в  г а з е .
В  з а д а ч а х  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к и  о б ы ч н о  п р е н е б р е г а ю т  т о к а м и  
с м е щ е н и я  п о  с р а в н е н и ю  с  т о к а м и  п р о в о д и м о с т и ,  т. е . п р е д п о л а г а е т с я ,  
ч т о  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о
1 d D  
j  d t
<  1 . (1 3 .4 )
Т а к ,  е с л и  с р е д а  н а х о д и т с я  в  п е р и о д и ч е с к о м  э л е к т р и ч е с к о м  п о л е  E  =  
E 0 s in  w t , т о  о т н о ш е н и е  а м п л и т у д  т о к а  с м е щ е н и я  и  т о к а  п р о в о д и м о с т и
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б у д е т  т а к о в о :




П о э т о м у  д л я  т о г о  ч т о б ы  п р е н е б р е ч ь  т о к а м и  с м е щ е н и я  п о  с р а в н е н и ю  
с  т о к а м и  п р о в о д и м о с т и ,  н е о б х о д и м о  в ы п о л н е н и е  с л е д у ю щ е г о  н е р а в е н ­
с т в а :
ш е
0 r <  1 . (1 3 .5 )
Н е р а в е н с т в о  ( 1 3 .5 )  о з н а ч а е т ,  ч т о  п р и  з а д а н н о й  п р о в о д и м о с т и  м а г ­
н и т н а я  г и д р о д и н а м и к а  н е  р а с с м а т р и в а е т  с л и ш к о м  б ы с т р о п е р е м е н н ы е  
э л е к т р о м а г н и т н ы е  п р о ц е с с ы ,  п р и  к о т о р ы х  т о к  с м е щ е н и я  и г р а л  б ы  с у ­
щ е с т в е н н у ю  и л и  о п р е д е л я ю щ у ю  р о л ь  ( э л е к т р о м а г н и т н ы е  в о л н ы ) .  Н а ­
п р и м е р ,  п р о в о д и м о с т ь  м е д и  р а в н а  5  • 1 0 17  е д и н и ц  C G S E ,  п р о в о д и м о с т ь  
с о л н е ч н о й  к о р о н ы  1  • 1 0 15, п р о в о д и м о с т ь  з е м н о й  и о н о с ф е р ы  1  • 1 0 10  е д и ­
н и ц  C G S E .  И з  ф о р м у л ы  (1 3 .5 )  с л е д у е т ,  ч т о  о г р а н и ч е н и е  п о  с к о р о с т и  
и з м е н е н и я  э л е к т р о д и н а м и ч е с к и х  и  м е х а н и ч е с к и х  в е л и ч и н  в  м а г н и т н о й  
г и д р о д и н а м и к е  н е  с л и ш к о м  с и л ь н о е .  П о с к о л ь к у  р а с с м а т р и в а ю т с я  с р а в ­
н и т е л ь н о  м е д л е н н ы е  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы ,  в к л ю ч а я  и  у д а р н ы е  
в о л н ы ,  т о  и  в ы з ы в а е м ы е  и м и  с к о р о с т и  и з м е н е н и я  э л е к т р и ч е с к и х  и  м а г ­
н и т н ы х  в е л и ч и н  п р а к т и ч е с к и  в с е г д а  у д о в л е т в о р я ю т  н е р а в е н с т в у  (1 3 .5 ) .
Ф и з и ч е с к и  п р е н е б р е ж е н и е  т о к а м и  с м е щ е н и я  о з н а ч а е т ,  ч т о  м е ж д у  
и з м е н е н и я м и  н а п р я ж е н н о с т е й  э л е к т р и ч е с к о г о  и  м а г н и т н о г о  п о л е й  н е т  
з а п а з д ы в а н и я .  З н а ч е н и я  H  в  н е к о т о р ы й  м о м е н т  в р е м е н и  о п р е д е л я ю т с я  
з н а ч е н и я м и  E  в  т о т  ж е  м о м е н т  в р е м е н и .  Т а к и м  о б р а з о м ,  у р а в н е н и я  
М а к с в е л л а  в  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  и м е ю т  в и д
r o t  H
r o t  E  =
d i v  H  
d i v  E  :




c  d t  ’
0 ,
4  П р е ,




13.4. Уравнения движения проводящей 
жидкости в электромагнитном поле
К а к  и з в е с т н о ,  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы ,  п р о в о д я щ е й  в  т о м  
ч и с л е ,  з а п и с ы в а е т с я  в  в и д е
dvi dvi
dt Vkdxk
1 dPik + f
o +  Jip dxk (13.7)
В  у р а в н е н и и  (1 3 .7 )  в е к т о р  f  п р е д с т а в л я е т  р е з у л ь т и р у ю щ у ю  п л о т н о с т ь  
м а с с о в ы х  с и л . С о с т а в л я ю щ и м и  э т о г о  в е к т о р а  я в л я ю т с я  э л е к т р и ч е с к а я  
f e  и  м а г н и т н а я  fm  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  е д и н и ц у  м а с с ы  ж и д к о с т и ,  а  
т а к ж е  м а с с о в а я  с и л а  н е э л е к т р о м а г н и т н о й  п р и р о д ы  f 0 ( н а п р и м е р ,  с и л а  
т я ж е с т и ) .  Т а к и м  о б р а з о м ,  и м е е м
fi — fEi + fm +  foi. (1 3 .8 )
1 3 . 4 . 1 .  Э л е к т р о м а г н и т н ы е  с и л ы
С и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и н и ц у  о б ъ е м а  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  с  о б ъ е м ­
н о й  п л о т н о с т ь ю  э л е к т р и ч е с к о г о  з а р я д а  p e с о  с т о р о н ы  э л е к т р и ч е с к о г о  и  
м а г н и т н о г о  п о л е й ,  о ч е в и д н о ,  р а в н а :
F  — p eE  +  - [  j ,  H  ]. (1 3 .9 )
c
В  в ы р а ж е н и и  ( 1 3 .9 )  п е р в о е  с л а г а е м о е  п р е д с т а в л я е т  к у л о н о в с к у ю  с и ­
л у , д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  о б ъ е м а  ж и д к о с т и  в  э л е к т р и ч е с к о м  п о л е .  
В т о р о е  с л а г а е м о е  п р е д с т а в л я е т  с и л у  А м п е р а ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ­
ц у  о б ъ е м а  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и ,  п о  к о т о р о й  п р о т е к а е т  э л е к т р и ч е с к и й  
т о к  п л о т н о с т ь ю  j .
Е с л и  р 0 —  в е к т о р  и м п у л ь с а  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  ж и д к о с т и ,  т о  у р а в н е н и е  
д в и ж е н и я  п р и  о т с у т с т в и и  м а с с о в ы х  с и л  н е э л е к т р о м а г н и т н о й  п р и р о д ы  
в  с о о т в е т с т в и и  с о  в т о р ы м  з а к о н о м  Н ь ю т о н а  з а п и ш е т с я  в  в и д е
d P 0 P e E  + 1 [ j ,  H  ]dt c ( 1 3 .1 0 )
В ы р а ж а я  j  и  p e и з  п е р в о г о  и  ч е т в е р т о г о  у р а в н е н и й  М а к с в е л л а  ( 1 3 .1 ) ,  
п р и  е  —  1 , ц  — 1  и м е е м
d p o
dt —  (  E  d i v  E -------4 n  V c
d E
~дt,
H +  [ r o t  H ,  H  ]
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Д л я  с и м м е т р и з а ц и и  э т о г о  у р а в н е н и я  д о б а в и м  к  е г о  п р а в о й  ч а с т и  р а в н о е  
н у л ю  в ы р а ж е н и е
1
4 п
r o t  E  +
1 д  H
c  d t
, E +  -1  H  d i v  H .  
4 n
Р а в е н с т в о  н у л ю  э т о г о  в ы р а ж е н и я  с л е д у е т  н е п о с р е д с т в е н н о  и з  у р а в н е ­
н и й  М а к с в е л л а  (1 3 .1 ) .  В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч и м
d t  ( р ° +  4 п С 1 E н |)  =  4 П ( E d i v E
- [ E , r o t  E ] +  H d i v H  -  [ H , r o t  H ] )
В т о р о е  с л а г а е м о е  в  к р у г л ы х  с к о б к а х  л е в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  (1 3 .1 1 )
g н =  4 ПС [ E , H ], ( 1 3 .1 2 )
п р е д с т а в л я е т  с о б о й  и м п у л ь с  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  ( п л о т н о с т ь  и м п у л ь с а )  
э л е к т р о м а г н и т н о г о  п о л я .  Л е в а я  ч а с т ь  у р а в н е н и я  (1 3 .1 1 )  о п и с ы в а е т  с к о ­
р о с т ь  и з м е н е н и я  п о л н о г о  и м п у л ь с а  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  с р е д ы ,  с о с т о я щ е й  
и з  ж и д к о с т и  и  п о л я .  О ч е в и д н о ,  п р а в а я  ч а с т ь  у р а в н е н и я  (1 3 .1 1 )  п р е д ­
с т а в л я е т  с о б о й  в е к т о р н у ю  с у м м у  п л о т н о с т и  о б ъ е м н ы х  э л е к т р и ч е с к и х  
p fE и  м а г н и т н ы х  p fH с и л . Т а к и м  о б р а з о м ,  и м е е м
fE =  - —  ( E d i v E  — [ E , r o t  E ] ) ,
4 n p
fH = ~[— (H  d iv  H  — [ H , r o t  H  ])
4 n p  v L Jy
П о л у ч е н н ы е  с и л ы  д о л ж н ы  б ы т ь  у ч т е н ы  в  у р а в н е н и и  д в и ж е н и я  п р о ­
в о д я щ е й  с р е д ы  ( 1 3 .7 ) ,  н а х о д я щ е й с я  в  э л е к т р о м а г н и т н о м  п о л е .
Е с л и  н а  ж и д к о с т ь  д е й с т в у е т  т о л ь к о  э л е к т р и ч е с к о е  п о л е  
( H  =  0 , r o t  E  =  0 ) ,  т о  п л о т н о с т ь  э л е к т р и ч е с к о й  с и л ы  р а в н а :
fE =  ^  PeE . ( 1 3 .1 4 )
P
(1 3 .1 3 )
(1 3 .1 1 )
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1 3 . 4 . 2 .  Т е н з о р ы  э л е к т р и ч е с к и х
и  м а г н и т н ы х  н а п р я ж е н и й
И з  в е к т о р н о г о  а н а л и з а  и з в е с т н о ,  ч т о  д л я  л ю б о й  в е к т о р н о й  ф у н к ц и и  A  
с п р а в е д л и в о  с л е д у ю щ е е  р а в е н с т в о :
[ A ,  r o t  A  ] =  1 V A 2 -  ( A V ) A .
С  у ч е т о м  э т о г о  р а в е н с т в а  в ы р а ж е н и я  (1 3 .1 3 )  в  п р о е к ц и и  н а  i - ю  к о о р д и ­
н а т н у ю  о с ь  з а п и ш у т с я  т а к :
f Ei
fHi
_ 1 ____д _
4  п р  д х к
_ 1 ____д _
4 п р  д х к
EiEk — Е̂25ikj ,
HHk -  2 я щ ) ,
( 1 3 .1 5 )
г д е  8ik —  с и м в о л  К р о н е к е р а .
С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  п л о т н о с т и  м а с с о в ы х  с и л  с в я з а н ы  с  н а п р я ж е н и я м и  
в  с р е д е  и з в е с т н ы м и  с о о т н о ш е н и я м и  ( 4 .1 3 ) :
1  м
р  д х к
1
р  д х к  '
И з  с р а в н е н и я  в ы р а ж е н и й  (1 3 .1 5 )  и  (1 3 .1 6 )  п о л у ч а е м
а Е =  4 П  [ EiEk -  1  Е 2 Фк^  ,
а Н =  4 П  ( H iH k -  2 H 2 5ik)
( 1 3 .1 6 )
(1 3 .1 7 )
Т е н з о р ы  аЦк и  а Ц  н а з ы в а ю т  м а к с в е л л о в с к и м и  т е н з о р а м и  н а п р я ж е ­
н и й  э л е к т р и ч е с к о г о  и  м а г н и т н о г о  п о л е й  с о о т в е т с т в е н н о .  О н и  х а р а к ­
т е р и з у ю т  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  с о  с т о р о н ы  э л е к т р и ч е с к о г о  и  м а г н и т н о г о  
п о л е й  в  н а п р а в л е н и и  к о о р д и н а т н о й  о с и  i  н а  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д к у ,  п е р ­
п е н д и к у л я р н у ю  о с и  k . Е с л и  в  с р е д е  м ы с л е н н о  в ы д е л и т ь  е д и н и ч н ы й  э л е ­
м е н т  о б ъ е м а  в  в и д е  к у б и к а ,  г р а н и  к о т о р о г о  п е р п е н д и к у л я р н ы  к о о р д и ­
н а т н ы м  о с я м ,  т о  д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы  т е н з о р о в  а *  и  а Н  о п р е д е л я ю т  
с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  п о  н о р м а л и  к  г р а н я м .  В е л и ч и н а  р м , о п р е д е л я е м а я  
к а к  с р е д н е е  а р и ф м е т и ч е с к о е  д и а г о н а л ь н ы х  э л е м е н т о в  м а к с в е л л о в с к о г о
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т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  м а г н и т н о г о  п о л я ,  н а з ы в а е т с я  магнитным давле­
нием :
Р м =  1 0 %  =  -  8 nH 2 . ( 1 3 .1 8 )
З н а к  м и н у с  в  п р а в о й  ч а с т и  в ы р а ж е н и я  (1 3 .1 8 )  к о н с т а т и р у е т ,  ч т о  м а г ­
н и т н о е  д а в л е н и е  н а п р а в л е н о  в о  в н е  в ы д е л е н н о г о  е д и н и ч н о г о  о б ъ е м а .  
В  т е о р и и  о б ы ч н о  и с п о л ь з у е т с я  м о д у л ь  д а в л е н и я  и  з н а к  м и н у с  н е  п и ­
ш у т .
Н е д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  п р е д с т а в л я ю т  к а с а ­
т е л ь н ы е  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  г р а н я х  р а с с м а т р и в а е м о г о  е д и н и ч н о г о  
о б ъ е м а .
П у с т ь  п о с т о я н н о е  м а г н и т н о е  п о л е  н а п р а в л е н о  в д о л ь  о с и  х 3 , т. е . 
Н 1 =  0 , Н 2 =  0 , Н 3 =  Н  . В  э т о м  с л у ч а е  н е д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы
ТТ











П р е д с т а в и м ,  ч т о  э л е м е н т а р н ы е  к у б и к и  н а н и з а н ы  н а  с о с е д н и е  м а г ­
н и т н ы е  с и л о в ы е  л и н и и . Т о г д а  в з а и м о д е й с т в и е  м а г н и т н о г о  п о л я  с  в е щ е ­
с т в о м  м о ж н о ,  с о г л а с н о  М а к с в е л л у ,  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е  о т т а л к и в а н и я  
д р у г  о т  д р у г а  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й  с  с и л о й  р м =  Н 2 / 8 п  и  и х  
н а т я ж е н и я  с  с и л о й  2р м =  Н 2 / 4 п .  Т а к и м  о б р а з о м ,  е с л и  п о л ь з о в а т ь с я  н а ­
г л я д н ы м  п р е д с т а в л е н и е м  о б  о т т а л к и в а н и и  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й  и  
и х  н а т я ж е н и и ,  т о  м о ж н о  с к а з а т ь ,  ч т о  м а г н и т н ы е  с и л о в ы е  л и н и и  в с е г д а  
с т р е м я т с я  в ы п р я м и т ь с я  и л и  с ж а т ь с я  ( е с л и  о н и  з а м к н у т ы е )  в с л е д с т в и е  
и х  н а т я ж е н и я ,  а  и х  р а с п р е д е л е н и е  в  в е щ е с т в е  с т р е м и т с я  с т а т ь  о д н о р о д ­
н ы м  в с л е д с т в и е  и х  в з а и м н о г о  о т т а л к и в а н и я .
1 3 . 4 . 3 .  У р а в н е н и е  д в и ж е н и я
У р а в н е н и е  д в и ж е н и я  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  п р и  н а л и ч и и  в н е ш н е г о  
э л е к т р о м а г н и т н о г о  п о л я  ф о р м а л ь н о  б у д е т  и м е т ь  в и д  ( 1 3 .7 ) ,  е с л и  п о д  
fi п о н и м а т ь  п л о т н о с т ь  м а с с о в ы х  с и л  н е э л е к т р о м а г н и т н о й  п р и р о д ы ,  а  
т е н з о р  н а п р я ж е н и й  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е
Pik = -pSik + 0ik + 0fk + 0%, ( 1 3 .1 9 )
г д е  0 ik —  т е н з о р  в я з к и х  н а п р я ж е н и й .
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Н е т р у д н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  в  х о р о ш о  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  н е  м о ж е т  
б ы т ь  з н а ч и т е л ь н ы х  п о  в е л и ч и н е  с т о р о н н и х  з а р я д о в ,  е с л и  з а р я д ы  р а з ­
н ы х  з н а к о в  н е  р а з д е л я ю т с я  к а к и м и - л и б о  в н е ш н и м и  п о с т о я н н ы м и  ф а к ­
т о р а м и  ( г р а д и е н т  д а в л е н и я ,  г р а д и е н т  к о н ц е н т р а ц и и  в е щ е с т в а ) .  Э л е к ­
т р и ч е с к и е  м и к р о с к о п и ч е с к и е  п о л я ,  в о з н и к а ю щ и е  п р и  р а з д е л е н и и  з а р я ­
д о в ,  с т о л ь  в е л и к и ,  ч т о  н е м е д л е н н о  п р и в о д я т  к  и х  в о з в р а щ е н и ю  в  п о л о ­
ж е н и е ,  о б е с п е ч и в а ю щ е е  н е й т р а л ь н о с т ь  м а л о г о  э л е м е н т а  о б ъ е м а  п р о в о ­
д я щ е й  ж и д к о с т и .
Д е й с т в и т е л ь н о ,  в о з ь м е м  д и в е р г е н ц и ю  о т  п е р в о г о  у р а в н е н и я  и з  с и ­
с т е м ы  (1 3 .1 )  (п р и  е  =  1, ц  =  1 ) . Т о г д а  с  у ч е т о м  ч е т в е р т о г о  у р а в н е н и я  
и з  (1 3 .1 )  п о л у ч и м
У р а в н е н и е  (1 3 .2 0 )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  д л я  
с т о р о н н и х  з а р я д о в .  В  н е п о д в и ж н о й  с р е д е ,  и с п о л ь з у я  ч е т в е р т о е  и  п я т о е  
у р а в н е н и я  и з  ( 1 3 .1 ) ,  а  т а к ж е  у р а в н е н и е  ( 1 3 .2 0 ) ,  и м е е м
О ч е в и д н о ,  ч т о  д а ж е  д л я  и о н о с ф е р ы  З е м л и  п л о т н о с т ь  с т о р о н н и х  з а ­
р я д о в  и с ч е з а е т  з а  в р е м е н а  п о р я д к а  1 0 - 1 0  с . К а к  у к а з ы в а л о с ь  в ы ш е ,  м а г ­
н и т н а я  г и д р о д и н а м и к а  н е  р а с с м а т р и в а е т  с т о л ь  б ы с т р о п е р е м е н н ы е  п р о ­
ц е с с ы .  Е с л и  п р е н е б р е ч ь  т о к а м и  с м е щ е н и я ,  т о  а н а л о г и ч н о е  р а с с м о т р е н и е  
п е р в о г о  и  п я т о г о  у р а в н е н и й  ( 1 3 .1 )  п р и в о д и т  н е п о с р е д с т в е н н о  к  в ы в о д у  
р е =  0 , а  с л е д о в а т е л ь н о ,  d i v E  =  0 .
Б ы л о  б ы  н е п р а в и л ь н о  п о л а г а т ь ,  ч т о  е с л и  р е =  0 , т о  и  E  =  0 . 
В  д в и ж у щ е й с я  в  м а г н и т н о м  п о л е  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  н а п р я ж е н ­
н о с т ь  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  в о з н и к а е т  н е  в с л е д с т в и е  о б ъ е м н ы х  з а р я д о в ,  
а  в с л е д с т в и е  з а к о н а  э л е к т р о м а г н и т н о й  и н д у к ц и и ,  п р е д с т а в л е н н о г о  в т о ­
р ы м  у р а в н е н и е м  с и с т е м ы  ( 1 3 .6 ) .
В с л е д с т в и е  м е д л е н н о с т и  и з м е н е н и я  м а г н и т н о г о  п о л я  ч л е н  [ E ,  r o t  E  ] 
в  в ы р а ж е н и и  (1 3 .1 3 )  д л я  f e  м а л  и  и м  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .  Т а к и м  о б р а з о м ,  
в  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  э л е к т р и ч е с к и е  м а с с о ­
в ы е  с и л ы  о т с у т с т в у ю т .
(1 3 .2 0 )
д Ре ,
Ж  =  - 4 ™ '
4  п а г р,е ( 1 3 .2 1 )
И з  п о с л е д н е г о  у р а в н е н и я  с л е д у е т ,  ч т о
Ре =  Ре о e x p ( - 4 n a r t ) .
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В о о б щ е  г о в о р я ,  в  в ы р а ж е н и и  т о к а  п р о в о д и м о с т и  в  п р о в о д я щ е й  с р е ­
д е ,  д в и ж у щ е й с я  с о  с к о р о с т ь ю  v ,  в  ф о р м у л у  д л я  п л о т н о с т и  т о к а  j  
( с м .  1 3 .6 )  н е о б х о д и м о  б ы л о  б ы  д о б а в и т ь  ч л е н  p e v  —  к о н в е к т и в н ы й  п е ­
р е н о с  з а р я д а  с а м о й  д в и ж у щ е й с я  ж и д к о с т ь ю .  Э т о т  ч л е н  в  в ы р а ж е н и и
( 1 3 .6 )  о п у щ е н  т а к ж е  и з - з а  о т с у т с т в и я  в  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  с к о л ь к о -  
н и б у д ь  з н а ч и т е л ь н ы х  о б ъ е м н ы х  з а р я д о в .
Т а к и м  о б р а з о м ,  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  п р и  н а ­
л и ч и и  в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я  б у д е т  п р е д с т а в л я т ь  с о б о й  у р а в н е н и е  
Н а в ь е  —  С т о к с а ,  к о т о р о е  в  к а ч е с т в е  а д д и т и в н о й  д о б а в к и  в к л ю ч а е т  м а г ­
н и т н у ю  с и л у :
1
+—  
p *  +  3 п
d v
~т
+  ( v V ) v -  V p  +  v  A v  +  
p
g r a d  d iv  v
1
4  n p
[ H ,  r o t  H  ] +  f . ( 1 3 .2 2 )
В  э т о м  у р а в н е н и и  f  —  п л о т н о с т ь  м а с с о в ы х  с и л  н е э л е к т р и ч е с к о й  п р и р о ­
д ы ,  н а п р и м е р ,  п л о т н о с т ь  с и л ы  т я ж е с т и .
1 3 . 4 . 4 .  У р а в н е н и е  с о х р а н е н и я  
в н у т р е н н е й  э н е р г и и
И з  у р а в н е н и я  с о х р а н е н и я  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  д л я  н е п р о в о д я щ е й  ж и д ­
к о с т и  с л е д у е т ,  ч т о  в н у т р е н н я я  э н е р г и я  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  ж и д к о с т и  и з м е ­
н я е т с я  в с л е д с т в и е  т е п л о о б м е н а  с  о к р у ж а ю щ е й  с р е д о й ,  а  т а к ж е  в с л е д ­
с т в и е  р а б о т ы  с и л  в я з к о с т и .
В  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  п р и  н а л и ч и и  м а г н и т н о г о  п о л я  п о я в л я е т ­
с я  е щ е  о д и н  и с т о ч н и к  и з м е н е н и я  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  
ж и д к о с т и  —  в ы д е л е н и е  д ж о у л е в а  т е п л а .  П о  з а к о н у  Д ж о у л я  —  Л е н ц а  в  
е д и н и ц е  о б ъ е м а  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и ,  в  к о т о р о й  п р о т е к а е т  э л е к т р и ­
ч е с к и й  т о к  п л о т н о с т ь ю  j ,  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  в ы д е л я е т с я  к о л и ч е с т в о  
т е п л а ,  р а в н о е  j 2 / а у . С  у ч е т о м  п е р в о г о  у р а в н е н и я  и з  с и с т е м ы  ( 1 3 .6 )  о б ъ ­
е м н а я  п л о т н о с т ь  в ы д е л и в ш е г о с я  д ж о у л е в а  т е п л а  р а в н а :
ФQd =  7 1 Т ^  ( r o t  H ) 2. ( 1 3 .2 3 )
1 6 п 2ау
У р а в н е н и е  с о х р а н е н и я  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в о
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1 п  d v i c 2
-d i v  q +  Pik~------ +
d x k 16 n V ,
- ( r o t  H ) 2 ( 1 3 .2 4 )
г д е  P ik —  т е н з о р  н а п р я ж е н и й  п р и  о т с у т с т в и и  э л е к т р о м а г н и т н о г о  п о л я .
1 3 . 4 . 5 .  З а м к н у т а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я
З а п и ш е м  з а м к н у т у ю  с и с т е м у  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  п р о в о д я щ е й  ж и д к о ­
с т и  в  м а г н и т н о м  п о л е .  О ч е в и д н о ,  у р а в н е н и е  н е п р е р ы в н о с т и  к а к  у р а в ­
н е н и е  с о х р а н е н и я  м а с с ы  н е  и з м е н я е т  с в о й  в и д .  Т о г д а  и м е е м
d  v  1
—  +  ( v V ) v  =  — V p  +  v  A v +  
d t  p
+  -  (  £  +  1  V I g r a d  d i v  v  -  - ^  [ H ,  r o t  H  ] +  f , 
p  \  3 /  4 n p





- d i v  q  +  P i k x r ^  +
(1 3 .2 5 )
4 n . 4 n a r
r o t  H  =  —  j  = ---------
c c
1 d H
r o t  E  = ---------— .
c  d t
d x k 1 6 n 2a ,
E  +  1 [ v ,  H  ] 
c
- ( r o t  H ) 2
С и с т е м а  (1 3 .2 5 )  в к л ю ч а е т  1 1  с к а л я р н ы х  у р а в н е н и й ,  к о т о р ы е  с о д е р ­
ж а т  16 н е и з в е с т н ы х  с к а л я р н ы х  в е л и ч и н  —  v i , E i , H i ,  qi , p ,  p ,  T ,  е вн; i  =  
1 ,2 ,  3. В м е с т е  с  к а л о р и ч е с к и м  и  т е р м и ч е с к и м  у р а в н е н и я м и  с о с т о я н и я
£вн =  £ в н (р ,  T ) ,  p  =  p  ( p , T ) ,
а  т а к ж е  у р а в н е н и е м  т е п л о п р о в о д н о с т и  Ф у р ь е
q  =  - A V T
с и с т е м а  (1 3 .2 5 )  п о л н о с т ь ю  о п р е д е л я е т  м е х а н и ч е с к и е ,  э л е к т р о м а г н и т н ы е  
и  т е р м о д и н а м и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и ,  д в и ж у ­
щ е й с я  в  м а г н и т н о м  п о л е .  Э т а  с и с т е м а  в к л ю ч а е т  ч е т ы р е  ф е н о м е н о л о ­
г и ч е с к и х  к о э ф ф и ц и е н т а  (ц , £  —  к о э ф ф и ц и е н т ы  с д в и г о в о й  и  о б ъ е м н о й
2c
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в я з к о с т и ,  Л —  к о э ф ф и ц и е н т  т е п л о п р о в о д н о с т и  и  a r —  п р о в о д и м о с т ь  
ж и д к о с т и ) ,  к о т о р ы е  о п р е д е л е н ы  э к с п е р и м е н т а л ь н о .
Р е ш е н и я  с и с т е м ы  д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  д в у м  д о п о л н и т е л ь н ы м  
у с л о в и я м :
d iv  E  =  0 , d iv  H  =  0 . ( 1 3 .2 6 )
И з  ч е т в е р т о г о  и  п я т о г о  у р а в н е н и й  с и с т е м ы  (1 3 .2 5 )  м о ж н о  и с к л ю ч и т ь  
н а п р я ж е н н о с т ь  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  E . Д л я  э т о г о  в о з ь м е м  о п е р а ц и ю  r o t  
о т  о б е и х  ч а с т е й  ч е т в е р т о г о  у р а в н е н и я
4 п и  (  1  \
r o t  r o t  H  = --------- ( r o t  E  +  -  r o t  [ v , H  П  .
И с п о л ь з у я  и з в е с т н о е  в е к т о р н о е  р а в е н с т в о
r o t  r o t  =  g r a d  d i v  — A ,
с  у ч е т о м  п я т о г о  у р а в н е н и я  и з  (1 3 .2 5 )  и  в т о р о г о  у р а в н е н и я  и з  (1 3 .2 6 )  
п о л у ч и м
д H  с 2
ж = r o t  [ v ' H | +  i n y A H  ( 1 3 -2 7 )
Е с л и  н е  и н т е р е с о в а т ь с я  н а п р я ж е н н о с т ь ю  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я ,  т о  
т о г д а  п о л н а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  б у д е т  с о с т о я т ь  и з  п е р в ы х  т р е х  у р а в ­
н е н и й  с и с т е м ы  (1 3 .2 5 )  и  у р а в н е н и я  ( 1 3 .2 7 ) .  В  э т о м  с л у ч а е  б у д е м  и м е т ь  
л и ш ь  13 у р а в н е н и й  с  13  н е и з в е с т н ы м и .  Е с л и  и з  э т о й  с и с т е м ы  н а й д е ­
н а  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я  к а к  ф у н к ц и я  к о о р д и н а т  и  в р е м е н и ,  
т о  н а п р я ж е н н о с т ь  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  п р и  н е о б х о д и м о с т и  м о ж е т  б ы т ь  
н а й д е н а  и з  п я т о г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  (1 3 .2 5 ) .
Д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  (1 3 .2 5 )  у п р о щ а ю т ­
с я .  В  ч а с т н о с т и ,  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  п р и н и м а е т  в и д
[ H , r o t  H ] =  1 V H 2 — ( H V ) H .
( 1 3 .2 8 )
d v  . _  1  /  Я 2\
ж  +  (v V )v  =  — р V  ( р + ж ]  +  v  A v +
+  4 ^ (H V ) H  +  f .
З д е с ь  и с п о л ь з о в а н о  в е к т о р н о е  р а в е н с т в о
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1 3 . 4 . 6 .  Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я
З а п и ш е м  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  к  у р а в н е н и я м  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к и  
( 1 3 .2 5 ) .
1. Н а  г р а н и ц е  ж и д к о с т ь — с т е н к а  в ы п о л н я ю т с я  о б ы ч н ы е  у с л о в и я  д л я  
в я з к о й  ж и д к о с т и .  Е с л и  с и с т е м а  к о о р д и н а т  с в я з а н а  с о  с т е н к о й ,  т о  с к о ­
р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  н а  с т е н к е  р а в н а  н у л ю :
v  =  0 . ( 1 3 .2 9 )
Е с л и  ж е  с и с т е м а  к о о р д и н а т  в ы б р а н а  т а к ,  ч т о  о т н о с и т е л ь н о  н е е  ж и д ­
к о с т ь  д в и ж е т с я  с о  с к о р о с т ь ю  v ,  а  с т е н к а  с о  с к о р о с т ь ю  u ,  т о  г р а н и ч н о е  
у с л о в и е  з а п и с ы в а е т с я  в  в и д е
v  =  u .
Н а п о м н и м ,  ч т о  н о р м а л ь н ы е  с о с т а в л я ю щ и е  э т и х  с о о т н о ш е н и й  с о о т ­
в е т с т в у ю т  у с л о в и ю  н е п р о т е к а н и я ,  а  к а с а т е л ь н ы е  —  у с л о в и ю  п р и л и п а ­
н и я .
2. П у с т ь  n  и  t  —  н о р м а л ь н ы й  и  к а с а т е л ь н ы й  е д и н и ч н ы е  в е к т о р ы  
в  н е к о т о р о й  т о ч к е  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  д в у х  н е с м е ш и в а ю щ и х с я  п р о в о ­
д я щ и х  ж и д к о с т е й .  Т о г д а  д л я  п р о е к ц и й  в е к т о р о в  н а п р я ж е н н о с т е й  э л е к ­
т р и ч е с к о г о  и  м а г н и т н о г о  п о л е й  в  э т о й  т о ч к е  и м е е м
4 п
E \t =  E 21 , H i n =  H 2n , H it — H 2t =   j o. ( 1 3 .3 0 )
c
В  п о с л е д н е м  в ы р а ж е н и и  j 0 —  п л о т н о с т ь  п о в е р х н о с т н о г о  т о к а  н а  г р а н и ц е  
р а з д е л а  ж и д к о с т е й .
1 3 . 4 . 7 .  П л о т н о с т и  п о т о к о в  и м п у л ь с а  
и  э н е р г и и
Н а п о м н и м ,  ч т о  т е н з о р  п л о т н о с т и  п о т о к а  и м п у л ь с а  П ^  о п р е д е л я е т  п о т о к  
i - к о м п о н е н т ы  и м п у л ь с а  ч е р е з  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д к у ,  п е р п е н д и к у л я р н у ю  
о с и  k . О б о б щ е н и е  п о л у ч е н н о г о  р а н е е  в ы р а ж е н и я  д л я  н е п р о в о д я щ е й  с р е ­
д ы  н а  с л у ч а й  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в  м а г н и т н о м  п о л е  о ч е в и д н о :  к  п о л у ­
ч е н н о м у  р а н е е  в ы р а ж е н и ю  ( 5 .4 9 ) 21  с л е д у е т  д о б а в и т ь  т е н з о р  м а г н и т н ы х
21 Т ензор  уп руги х  напряж ений следует зам енить полны м  тен зором  напряж ений
P ik •
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н а п р я ж е н и й
Пгк — pvivk (Pik +  Gik ) — pvivk + P$ik Gik
- 4n (HiHk - 1  h 2&ikj . (13.31)
Здесь Gik — тензор вязких напряжений; тензор электрических напряже­
ний опущен, поскольку, как указывалось выше, в проводящей жидкости 
не может быть сколько-нибудь значительных электрических полей.
Вектор плотности потока энергии — вектор Умова — был получен 
ранее для непроводящей среды:
Ik — qk + pvk£ -  ViPik.
В  э т о м  в ы р а ж е н и и  £  —  п о л н а я  э н е р г и я  е д и н и ц ы  м а с с ы  н е п р о в о д я ­
щ е й  с р е д ы ;  qk  —  k - к о м п о н е н т а  в е к т о р а  п л о т н о с т и  п о т о к а  т е п л а ;  v i —  
i - к о м п о н е н т а  в е к т о р а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ;  P ik —  т е н з о р  н а ­
п р я ж е н и й  н е п р о в о д я щ е й  с р е д ы .
В  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  с л е д у е т  у ч е с т ь  п л о т н о с т ь  п о т о к а  э л е к ­
т р о м а г н и т н о й  э н е р г и и  S  —  в е к т о р  П о й н т и н г а .
Д л я  н а х о ж д е н и я  э н е р г и и  э л е к т р о м а г н и т н о г о  п о л я  в о с п о л ь з у е м с я  
у р а в н е н и я м и  М а к с в е л л а  ( 1 3 .1 ) .  У м н о ж и м  в т о р о е  у р а в н е н и е  э т о й  с и ­
с т е м ы  с к а л я р н о  н а  H ,  а  п е р в о е  у р а в н е н и е  —  н а  E .  В ы ч и т а я  о д н о  и з  
д р у г о г о ,  с  у ч е т о м  с о о т н о ш е н и й  д л я  D  и  B  и з  ( 1 3 .1 )  п о л у ч и м
d w
~at
+  ( j ,  E ) d i v  S ,




( E 2 +  H 2 ) ,
в е к т о р  П о й н т и н г а
c
S  — 4 П  [ E , H ] .
П р и  в ы в о д е  у р а в н е н и я  (1 3 .3 2 )  у ч т е н о  в е к т о р н о е  р а в е н с т в о
(1 3 .3 2 )
(1 3 .3 3 )
d iv  [ E ,  H  ] — H  r o t  E  — E  r o t  H .
У р а в н е н и е  (1 3 .3 2 )  п р е д с т а в л я е т  з а к о н  с о х р а н е н и я  э н е р г и и  э л е к т р о м а г ­
н и т н о г о  п о л я .  В е л и ч и н а  в е к т о р а  П о й н т и н г а  S  о п р е д е л я е т  э н е р г и ю  п о л я ,
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п е р е н о с и м у ю  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  ч е р е з  е д и н и ч н у ю  п л о щ а д к у ,  л е ж а щ у ю  
в  п л о с к о с т и  в е к т о р о в  E  и  H .
В  р е з у л ь т а т е  в е к т о р  п л о т н о с т и  п о т о к а  э н е р г и и  д л я  п р о в о д я щ е й  ж и д ­
к о с т и  в  м а г н и т н о м  п о л е  з а п и ш е т с я  в  в и д е
I k q k +  p v k е  v i P ik +  S k • (1 3 .3 4 )
П о с к о л ь к у  о б ъ е м н а я  п л о т н о с т ь  э н е р г и и  п о л я  р а в н а  w ,  т о  п о л н а я  
э н е р г и я  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  в  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  б у д е т  т а к о й :
р е  +  w .
П о э т о м у  з а к о н  с о х р а н е н и я  п о л н о й  э н е р г и и  с р е д ы  з а п и ш е т с я  в  в и д е
d
—  ( р е  +  w )  =  — d iv  I ,  ( 1 3 .3 5 )
d t
г д е  в е к т о р  I  о п р е д е л е н  в ы р а ж е н и е м  ( 1 3 .3 4 ) .
13.5. Критерии подобия в магнитной 
гидродинамике
Р а с с м о т р и м  н е с ж и м а е м у ю  п р о в о д я щ у ю  ж и д к о с т ь  в  п о л е  с и л ы  т я ж е ­
с т и  в  п р и с у т с т в и и  в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я .  Е е  д в и ж е н и е  о п и с ы в а е т ­
с я  у р а в н е н и е м  ( 1 3 .2 8 ) ,  в  к о т о р о м  р о л ь  п л о т н о с т и  м а с с о в ы х  с и л  и г р а е т  
в е к т о р  у с к о р е н и я  с в о б о д н о г о  п а д е н и я  ( f  =  g ) .  П р и в е д е м  э т о  у р а в н е н и е  
к  б е з р а з м е р н о м у  в и д у .
П у с т ь  I —  х а р а к т е р н ы й  р а з м е р  т е ч е н и я ;  t 0 —  х а р а к т е р н о е  в р е м я  з а ­
д а ч и ;  р 0 , p o ,  u 0 , H 0 —  з н а ч е н и я  п л о т н о с т и  ж и д к о с т и ,  д а в л е н и я ,  с к о р о ­
с т и  и  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  в  н е к о т о р о й  х а р а к т е р н о й  т о ч к е  
п о т о к а .  В в е д е м  б е з р а з м е р н ы е  в е л и ч и н ы  ( о т м е ч е н ы  з в е з д о ч к о й ) :
1 1
t =  tot *, V == J V*, Д  =  T2 Д *. p  =  PoP*,
p  =  P oP *, g =- g g * , H  =  H oH * , E  =  E oE * . ( 1 3 .3 6 )
Б е з р а з м е р н о е  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  (1 3 .2 8 )  и м е е т  в и д
1  d v*
S t d t*
+  (v *V )v *
+  —  Д *  v  +  —
+  R e  * * +  F r
1  1
M 2 p*
V  * p * +
Д 2
—  [ H * ,  r o t*  H *  ]. 
р *
(1 3 .3 7 )
528










R e  =  — , 
v
(1 3 .3 8 )
g l  ’ 4 n p ou Q'
Б е з р а з м е р н ы е  к р и т е р и и  С т р у х а л я  ( S t ) ,  М а х а  ( M ) ,  Р е й н о л ь д с а  ( R e )  и  
Ф р у д а  (F r )  б ы л и  в в е д е н ы  р а н е е  к а к  к р и т е р и и  п о д о б и я  д в и ж е н и я  н е п р о ­
в о д я щ е й  ж и д к о с т и .  В  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  п о я в и л с я  н о в ы й  к р и т е ­
р и й  A ,  н а з ы в а е м ы й  числом Альвена . К в а д р а т  э т о г о  ч и с л а  ( A 2) х а р а к т е ­
р и з у е т  о т н о ш е н и е  м а г н и т н о й  и  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и й  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  
ж и д к о с т и .
С о г л а с н о  з а к о н у  О м а  ( с м .  ( 1 3 .6 ) ) ,  п л о т н о с т ь  т о к а ,  и н д у ц и р о в а н н о г о  
м а г н и т н ы м  п о л е м ,  р а в н а :
j  =  ^  I V , Н ].
И з  ч е т в е р т о г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  (1 3 .2 5 )  с л е д у е т
4 п . 4 п а г .
r o t  Н  =  —  j -[ V ’ Н ]. ( 1 3 .3 9 )c с2
Т о г д а  с л а г а е м о е  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  ( п е р в о е  у р а в н е н и е  в  ( 1 3 .2 5 ) ) ,  с о ­
д е р ж а щ е е  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я ,  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е
1 [ Н ,  r o t  Н  ] =  А I Н ,  [ v ,  Н  ] ] .
4  п р с 2 р '
П е р е х о д я  к  б е з р а з м е р н ы м  в е л и ч и н а м ,  с о г л а с н о  с о о т н о ш е н и я м  ( 1 3 .3 6 ) ,  
п о л у ч и м
1 г„  „ Н°ау uq
4 п р
[ Н ,  r o t  Н  ]
с 2р  q
[ Н * ,  [ v * ,  Н *  ] ] .
Р а з д е л и в  э т о  в ы р а ж е н и е  н а  u ° / l ,  к а к  э т о  б ы л о  с д е л а н о  п р и  в ы в о д е  б е з ­
р а з м е р н о г о  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  ( 1 3 .3 7 ) ,  п о л у ч и м  е щ е  о д и н  б е з р а з м е р ­
н ы й  к р и т е р и й  п о д о б и я  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к и
о  _  H 0 Vr l
S Q =  “Ц--------- .
с 2р о и о
( 1 3 .4 0 )
К р и т е р и й  S Q н а з ы в а ю т  параметром магнитогидродинамического 
взаимодействия и л и  числом Стюарта. О н  х а р а к т е р и з у е т  о т н о ш е н и е  
м а г н и т н о й  с и л ы  о т  и н д у ц и р о в а н н ы х  т о к о в  к  с и л е  и н е р ц и и .
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З а п и ш е м  у р а в н е н и е  (1 3 .2 7 )  в  б е з р а з м е р н о м  в и д е ,  и с п о л ь з у я  о б о з н а ­
ч е н и я  ( 1 3 .3 6 ) :
1  д  И *
r o t*  [ v * ,  И *  ] +
1
-Д* И * .
S t d t*  " - * L ' * ’ “ * J ' R e m
З д е с ь  в в е д е н о  т а к  н а з ы в а е м о е  м а г н и т н о е  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а :
4 п
R e m у Ог l u Q.
( 1 3 .4 1 )
(1 3 .4 2 )
П о н я т ь  ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  ч и с л а  R e m н е т р у д н о  и з  а н а л и з а  у р а в н е н и я  
( 1 3 .3 9 ) .  П у с т ь  H i  и  H e —  в е л и ч и н ы  н а п р я ж е н н о с т е й  м а г н и т н ы х  п о л е й  
о т  и н д у ц и р о в а н н ы х  т о к о в  и  в н е ш н и х  и с т о ч н и к о в  с о о т в е т с т в е н н о .  Э т и  
н а п р я ж е н н о с т и  с в я з а н ы  м е ж д у  с о б о й  у р а в н е н и е м  ( 1 3 .3 9 ) :
1 r o t  H i 1 =  4П О г 1 [ v ,  И е ] |.
О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о
H i0 Ог r UQHe0 H iQ 4 п
— o r l u Q =  R e m .
l C2 ’ H e  Q C
Т а к и м  о б р а з о м ,  м а г н и т н о е  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  х а р а к т е р и з у е т  о т н о ­
ш е н и е  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  о т  и н д у ц и р о в а н н ы х  т о к о в  к  н а ­
п р я ж е н н о с т и  в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я .
А н а л о г и я  м е ж д у  г и д р о д и н а м и ч е с к и м  и  м а г н и т н ы м  ч и с л а м и  Р е й ­
н о л ь д с а  о ч е в и д н а :
u Ql
R e  =  — , R e  =  —J. \ллт, —  •
v  v m 4 n o r
В е л и ч и н а  vm и м е е т  т у  ж е  р а з м е р н о с т ь ,  ч т о  и  к и н е м а т и ч е с к а я  в я з к о с т ь  
v , и  н а з ы в а е т с я  м а г н и т н о й  в я з к о с т ь ю .  И н о г д а  п о л ь з у ю т с я  м а г н и т ­
н ы м  ч и с л о м  П р а н д т л я ,  к о т о р о е  о п р е д е л я ю т  о т н о ш е н и е м  м а г н и т н о г о  
ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  к  г и д р о д и н а м и ч е с к о м у :
R e m  =  v  
R e  V m .
Prm ( 1 3 .4 3 )
И з  в ы р а ж е н и й  ( 1 3 .3 8 ) ,  (1 3 .4 0 )  и  (1 3 .4 2 )  с л е д у е т  с в я з ь  м е ж д у  п а р а ­
м е т р о м  м а г н и т о г и д р о д и н а м и ч е с к о г о  в з а и м о д е й с т в и я ,  ч и с л о м  А л ь в е н а  
и  м а г н и т н ы м  ч и с л о м  Р е й н о л ь д с а :




П р о и з в е д е н и е
So ■ R e
Щ а г l 2
c 2 n ’
г д е  n  =  p 0 v  —  к о э ф ф и ц и е н т  д и н а м и ч е с к о й  в я з к о с т и ,  х а р а к т е р и з у е т  о т ­
н о ш е н и е  м а г н и т н о й  с и л ы  о т  и н д у ц и р о в а н н о г о  м а г н и т н ы м  п о л е м  т о к а  к  
с и л е  в я з к о с т и .  О б ы ч н о  в в о д я т  к о р е н ь  к в а д р а т н ы й  и з  э т о й  в е л и ч и н ы :
H a  = J So ■ R e  =  1  H o L  . ( 1 3 .4 4 )
c  у  n
Б е з р а з м е р н ы й  к р и т е р и й  H a  н а з ы в а е т с я  ч и с л о м  Г а р т м а н а .
В  м о д е л ь н ы х  э к с п е р и м е н т а х ,  ч т о б ы  с о х р а н и т ь  д и н а м и ч е с к о е  п о д о ­
б и е  м о д е л и  и  н а т у р н о г о  о б ъ е к т а  в  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  п р и  н а л и ч и и  
в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я ,  н е о б х о д и м о  о б е с п е ч и т ь  р а в е н с т в о  в с е х  н е з а ­
в и с и м ы х  к р и т е р и е в  п о д о б и я  д л я  м о д е л и  и  н а т у р ы .
R e H a R e Х а р а к т е р  т е ч е н и я
0  -  2 0 0 0 0 - 1 0 0  -  1 Л а м и н а р н о е  т е ч е н и е
2 0 0 0  -  4 0 0 0 0 - 1 0 0  -  1 Т у р б у л е н т н о е  т е ч е ­
н и е
2 0 0 0  -  4 0 0 0 1 0  -  1 0 0 0 - 1 Т е ч е н и е  с  т у р б у л е н т ­
н о с т ь ю ,  п о д а в л е н н о й  
м а г н и т н ы м  п о л е м
0  -  2 0 0 0 0 - 1 0 1  -  1 0 Т е ч е н и е  с и л ь н о  в л и ­
я е т  н а  м а г н и т н о е  п о ­
л е ;  м а г н и т н о е  п о л е  
с л а б о  в л и я е т  н а  т е ч е ­
н и е
0  -  2 0 0 0 1 0  -  1 0 0 1  -  1 0 Т е ч е н и е  с и л ь н о  в л и ­
я е т  н а  м а г н и т н о е  п о ­
л е ;  м а г н и т н о е  п о л е  
с и л ь н о  в л и я е т  н а  т е ­
ч е н и е
Х а р а к т е р  т е ч е н и й  э л е к т р о п р о в о д н о й  ж и д к о с т и  в о  в н е ш н е м  м а г н и т н о м  
п о л е  о п р е д е л я е т с я  з н а ч е н и я м и  к р и т е р и е в  п о д о б и я .  В  т а б л и ц е  п р и в е д е н а  
к л а с с и ф и к а ц и я  т е ч е н и й  в  з а в и с и м о с т и  о т  з н а ч е н и й  ч и с е л  R e ,  H a  и  R e m .
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13.6. «Вмороженность» магнитных 
силовых линий
Р а с с м о т р и м  п р и н ц и п ,  ф о р м у л и р о в к а  и  д о к а з а т е л ь с т в о  к о т о р о г о  п р и ­
н а д л е ж а т  А л ь в е н у .  Э т о т  п р и н ц и п  и г р а е т  б о л ь ш у ю  р о л ь  в  с о з д а н и и  
т е х  н е м н о г и х  о б р а з н ы х  п р е д с т а в л е н и й ,  к о т о р ы е  в о з м о ж н ы  в  м а г н и т ­
н о й  г и д р о д и н а м и к е .
Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е  (1 3 .2 7 )  и л и  е г о  б е з р а з м е р н ы й  в и д  (1 3 .4 1 ) .  
П р и  б о л ь ш и х  м а г н и т н ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а  ( R e m ^  1 ) ,  ч т о  с о о т в е т ­
с т в у е т  в ы с о к о й  э л е к т р о п р о в о д н о с т и  ж и д к о с т и ,  в т о р ы м  ч л е н о м  в  п р а в о й  
ч а с т и  э т о г о  у р а в н е н и я  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .  Т о г д а  п о л у ч и м
д  H
~8 t
r o t  [ v ,  H  ]. ( 1 3 .4 5 )
Э т о  у р а в н е н и е  в ы р а ж а е т  с о х р а н е н и е  м а г н и т н о г о  п о т о к а  ч е р е з  и н д и ­
в и д у а л ь н ы й  з а м к н у т ы й  к о н т у р ,  т. е . ч е р е з  к о н т у р ,  с о с т о я щ и й  и з  о д н и х  и  
т е х  ж е  ч а с т и ц  ж и д к о с т и .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  р а с с м о т р и м  и н д и в и д у а л ь н ы й  
з а м к н у т ы й  к о н т у р  l. Ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и ,  с о с т а в л я ю щ и е  э т о т  к о н т у р ,  
д в и ж у т с я  с  л о к а л ь н о й  с к о р о с т ь ю  v .  Р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы й  э л е м е н т
О ч е в и д н о ,  з а  м а л ы й  п р о м е ж у т о к  
в р е м е н и  d t  в  п р о ц е с с е  д в и ж е н и я  о н  и з ­
м е н я е т  п л о щ а д ь  S , о х в а т ы в а е м у ю  к о н ­
т у р о м ,  н а  d S  =  [ d l ,  v  ] d t .  И з м е н е н и е  
м а г н и т н о г о  п о т о к а  dФ  ч е р е з  к о н т у р  з а  
р а с с м а т р и в а е м ы й  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  
о б у с л о в л е н о ,  в о - п е р в ы х ,  и з м е н е н и е м  н а ­
п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я :
к о н т у р а  d l  (р и с .  1 3 .1 ) .
Р и с .  13 .1
d Ф l dt
S
д н  „
Htds' ( 1 3 .4 6 )
и , в о - в т о р ы х ,  и з м е н е н и е м  п л о щ а д и ,  о х в а т ы в а е м о й  к о н т у р о м :
d Ф 2 =  H  d S  =  d t  H  [ d l ,  v  ]. ( 1 3 .4 7 )
i
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Используя теорему Стокса, запишем уравнение (13.47) в виде
^ Ф 2 =  d t ( f [ H ,  v  ] d l  =  - d t ( f  [ v ,  H  ] d l
=  - d t  r o t  [ v ,  H  ] d S .
S
(13.48)
Таким образом, скорость изменения магнитного потока через инди­
видуальный замкнутый контур определится следующим выражением:
dФ
d t
d Фl d Ф2
--------- 1---------
d t  d t
д ------- r o t  [ v ,  H  ] ) d S .
d t  J
(13.49)
С учетом уравнения (13.45) имеем
(13.50)
Из полученного уравнения (13.50) следует, что магнитный поток че­
рез идеально проводящий (ar ^  ж )  замкнутый контур не изменяется 
с течением времени. Физически это означает, что при сжатии конту­
ра сближаются линии магнитной индукции, т. е. напряженность поля 
увеличивается. И наоборот, при расширении сверхпроводящего инди­
видуального контура линии магнитной индукции «разбегаются», т. е. 
напряженность поля уменьшается. Таким образом, при движении ж ид­
кости поперек магнитного поля вместе с ней перемещается и само маг­
нитное поле. Образно говоря, магнитные силовые линии как бы «вморо­
ж ены» в ж идкость. «Вмороженность» магнитных линий связана с тем, 
что при изменении потока вектора напряженности магнитного поля че­
рез проводящий контур в нем индуцируются электрические токи, поле 
которых препятствует изменению этого потока. Заметим, что движение 
жидкости вдоль силовых линий не влияет на внешнее магнитное поле.
Явление «вмороженности» магнитных силовых линий в ж идкость  
наглядно иллюстрируется т е о р е м о й  В а л е н а , которая может быть сфор­
мулирована так: Е с л и  и н д и в и д у а л ь н ы е  ч а с т и ц ы  и д е а л ь н о  п р о в о д я щ е й  
ж и д к о с т и  в  н е к о т о р ы й  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  н а х о д и л и с ь  н а  о д ­
н о й  м а г н и т н о й  с и л о в о й  л и н и и ,  т о  о н и  и  о с т а н у т с я  н а  н е й  в о  в с е  п о ­
с л е д у ю щ и е  м о м е н т ы  в р е м е н и .
d  Ф
—  =  0 . 
d t
533
Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  э т о й  т е о р е м ы  в н о в ь  о б р а т и м с я  к  у р а в н е н и ю  
( 1 3 .4 5 ) .  П р е о б р а з у е м  е г о .  З а п и ш е м  i - к о м п о н е н т у  р о т о р а  в е к т о р н о г о  
п р о и з в е д е н и я  [ v , H  ] ч е р е з  т е н з о р  Л е в и - Ч и в и т а :
д д
(rot [ v ,  H  ])i =  £ikl̂  £lmnVmHn =  Slik̂lmn̂ VmHn =dxk dxk
=  ( e e е е  ) P d H n +  H d v
— (rim rkn rinrk m ) I vm   ̂ + H>dxk
= VidHk +  Hi dvi dHi-  Vk
' dxk
Hidvk
d x k  d x k  d x k  d x k
П о л у ч е н о  в е к т о р н о е  с о о т н о ш е н и е
r o t  [ v , H  ] =  v  d iv  H  +  ( H V ) v  -  (v V ) H  -  H  d i v  v . 
П о с к о л ь к у  d iv  H  =  0 , т о  у р а в н е н и е  (1 3 .4 5 )  з а п и ш е т с я  в  в и д е  
d  H
—  =  ( H V ) v  -  (v V ) H  -  H  d i v v .
И з  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  и м е е м
d iv  v  =  -  р ( ж  +  ( v V ) p
П о д с т а в л я я  п о с л е д н е е  в ы р а ж е н и е  в  ( 1 3 .5 1 ) ,  п о л у ч и м
И г  = ( H V ) v  -  (v V ) H + 7  ( d -  + (v V ) p  I ■
Р а с с м о т р и м  в ы р а ж е н и е
А  \т\ H  1  d H _ H Э р
d t  +  у  р  р  d t  р 2 d t  +
1 H
+  -  ( v V ) H  -  (v V ) p  =
Р -
1 d H  1 . _ тт H ( d p  . r—!\ ,
=  - ~ d t  +  - (v V ) H  -  Д ^  +  (v V ) p ) .
К о м б и н и р у я  (1 3 .5 3 )  и  ( 1 3 .5 2 ) ,  н а х о д и м  
d  N H  (  H
*  + v V )  7  =  ( 7  V 1 v '
d  H  / H „ .
J t -p  =  ( 7  V l v
( 1 3 .5 1 )
(1 3 .5 2 )
(1 3 .5 3 )
(1 3 .5 4 )
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З д е с ь  л е в а я  ч а с т ь  п е р в о г о  у р а в н е н и я ,  з а п и с а н н а я  в  л о к а л ь н о й  ф о р м е ,  
в о  в т о р о м  у р а в н е н и и  з а м е н е н а  с у б с т а н ц и о н а л ь н о й  п р о и з в о д н о й  п о  в р е ­
м е н и .
О б с у д и м  с м ы с л  п о л у ч е н н о г о  у р а в н е н и я .  В ы б е ­
р е м  в  ж и д к о с т и  н е к о т о р у ю  и н д и в и д у а л ь н у ю  л и н и ю , 
т. е . л и н и ю ,  с о с т о я щ у ю  и з  о д н и х  и  т е х  ж е  ч а с т и ц  
ж и д к о с т и .
Р а с с м о т р и м  м а л ы й  у ч а с т о к  $ 1 э т о й  л и н и и  ж и д ­
к о с т и  (р и с .  1 3 .2 ) .  Т а к  к а к  с к о р о с т и  к о н ц о в  у ч а с т к а  
л и н и и  р а з л и ч н ы ,  т о  о н а  б у д е т  р а с т я г и в а т ь с я  и л и  
с ж и м а т ь с я .  Н а й д е м  и з м е н е н и е  д л и н ы  в ы д е л е н н о г о  
у ч а с т к а  $ 1 с  т е ч е н и е м  в р е м е н и .  О ч е в и д н о ,  ч т о  з а  
в р е м я  d t  у ч а с т о к  $ 1 п о л у ч и т  п р и р а щ е н и е
о
d ( $ l )  =  ^  $ l d t  =  $ l ( n V ) v d t ,  
d l
г д е  n —  е д и н и ч н ы й  в е к т о р  в д о л ь  о т р е з к а  d l . Т а к  к а к  $ 1 =  $ ln , т о  м о ж н о  
з а п и с а т ь
d ( $ l )  =  ( $ 1V ) v d t .
И л и  в  в е к т о р н о м  в и д е :
=  ( $ 1V ) v . ( 1 3 .5 5 )
С р а в н и в а я  у р а в н е н и я  (1 3 .5 4 )  и  ( 1 3 .5 5 ) ,  п р и х о д и м  к  з а к л ю ч е н и ю ,  ч т о  
в е л и ч и н ы  н / р  и  $ 1 о п и с ы в а ю т с я  о д н и м  и  т е м  ж е  у р а в н е н и е м .  Е с л и  п р и  
э т о м  н а ч а л ь н ы е  и  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  к  о б о и м  у р а в н е н и я м  и д е н т и ч н ы ,  
т о  и  р е ш е н и я  б у д у т  т а к ж е  и д е н т и ч н ы .
О т с ю д а  м о ж н о  с д е л а т ь  с л е д у ю щ и е  з а к л ю ч е н и я :
1. Е с л и  в  н е к о т о р ы й  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  в е к т о р ы  H / р  и  $ 1 
б ы л и  п а р а л л е л ь н ы ,  т о  о н и  о с т а н у т с я  п а р а л л е л ь н ы м и  и  в о  в с е  п о с л е д у ­
ю щ и е  м о м е н т ы  в р е м е н и ,  а  и х  в е л и ч и н ы  б у д у т  и з м е н я т ь с я  п р о п о р ц и о ­
н а л ь н о .  Э т о ,  в  с в о ю  о ч е р е д ь ,  о з н а ч а е т ,  ч т о  е с л и  д в е  б л и з к и е  ч а с т и ц ы  
ж и д к о с т и  н а х о д я т с я  н а  о д н о й  м а г н и т н о й  л и н и и , т о  о н и  о с т а н у т с я  н а  
н е й  в о  в с е  п о с л е д у ю щ и е  м о м е н т ы  в р е м е н и .
2. Е с л и  р а с с т о я н и е  м е ж д у  д в у м я  ч а с т и ц а м и  ж и д к о с т и  у в е л и ч и в а е т ­
с я ,  т о  с о о т в е т с т в е н н о  у в е л и ч и в а е т с я  и  в е л и ч и н а  H / р .
Т а к и м  о б р а з о м ,  е с л и  п е р е й т и  к  к о н е ч н ы м  р а с с т о я н и я м  м е ж д у  ч а ­
с т и ц а м и  ж и д к о с т и ,  т о  м о ж н о  п р и й т и  к  в ы в о д у ,  ч т о  е с л и  в е щ е с т в о  с
Р и с .  1 3 .2
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б е с к о н е ч н о й  п р о в о д и м о с т ь ю  п е р е м е щ а е т с я  в  м а г н и т н о м  п о л е ,  т о  в м е с т е  
с  н и м  п е р е м е щ а е т с я  и  с а м о  м а г н и т н о е  п о л е .  И н д и в и д у а л ь н ы е  ч а с т и ц ы  
ж и д к о с т и  п р и  д в и ж е н и и  н е  м о г у т  п е р е с е к а т ь  м а г н и т н ы е  с и л о в ы е  л и ­
н и и , к о т о р ы е ,  в  с в о ю  о ч е р е д ь ,  н е  м о г у т  о п е р е ж а т ь  и л и  о т с т а в а т ь  о т  
д в и ж у щ и х с я  ч а с т и ц .  Н о  в  э т о м  и  с о с т о и т  я в л е н и е  « в м о р о ж е н н о с т и »  
м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й  в  ж и д к о с т ь .  Е с л и  ж и д к о с т ь  н е с ж и м а е м а  
(р  =  c o n s t ) ,  т о  в с л е д с т в и е  р а с т я ж е н и я  ж и д к о й  л и н и и  н а п р я ж е н н о с т ь  
м а г н и т н о г о  п о л я  в д о л ь  н е е  б у д е т  у в е л и ч и в а т ь с я ,  и  н а о б о р о т .
Р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы й  и н д и в и д у а л ь н ы й  к о н т у р  ж и д к о с т и ,  п е р п е н ­
д и к у л я р н ы й  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я .  Е с л и  т е п е р ь  к а к и м - л и б о  
о б р а з о м  с т я н у т ь  э т о т  к о н т у р ,  т о  в  с и л у  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы х  
с и л о в ы х  л и н и й  с т я н е т с я  и  м а г н и т н о е  п о л е .  П о с к о л ь к у  п о т о к  в е к т о р а  
н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  ч е р е з  э т о т  к о н т у р  о с т а н е т с я  п о с т о ­
я н н ы м ,  т о  п р и  с о к р а щ е н и и  к о н т у р а  н а п р я ж е н н о с т ь  п о л я  в н у т р и  е г о  
у в е л и ч и в а е т с я .  Э т о  я в л е н и е  и с п о л ь з у е т с я  п р и  с о з д а н и и  с в е р х с и л ь н ы х  
и м п у л ь с н ы х  м а г н и т н ы х  п о л е й .  В е щ е с т в о  с ж и м а е т с я  в з р ы в о м ,  в  р е з у л ь ­
т а т е  ч е г о  м а г н и т н о е  п о л е  н а  к о р о т к о е  в р е м я  в  н е к о т о р о й  о г р а н и ч е н н о й  
о б л а с т и  д о с т и г а е т  с о т е н  т ы с я ч  э р с т е д .
Я в л е н и е м  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й  о б ъ я с н я ю т  
п р о и с х о ж д е н и е  м а г н и т н о г о  п о л я  з в е з д .  К а к  и з в е с т н о ,  з в е з д ы  о б р а з у ю т ­
с я  в  р е з у л ь т а т е  г р а в и т а ц и о н н о г о  с ж а т и я  г а л а к т и ч е с к и х  т у м а н н о с т е й  —  
к о с м и ч е с к о й  п ы л и  и  м е ж з в е з д н о г о  г а з а .  В  н а ч а л ь н о й  с т а д и и  р о ж д е н и я  
п р о т о з в е з д ы  с у щ е с т в у ю щ и е  п о т о к и  з а р я ж е н н ы х  ч а с т и ц  с о з д а ю т  с л а б о е  
м а г н и т н о е  п о л е .  В  п р о ц е с с е  с ж а т и я  г а з о п ы л е в о г о  с к о п л е н и я  н а ч а л ь н о е  
п о л е  з н а ч и т е л ь н о  у с и л и в а е т с я ,  п р е в р а щ а я с ь  в  м а г н и т н о е  п о л е  с ф о р м и ­
р о в а в ш е й с я  з в е з д ы  (и л и  п л а н е т ы ) .
Н а  э т о м  ж е  п р и н ц и п е  о с н о в а н о  у с т р о й с т в о  с в е р х п р о в о д я щ и х  э к р а ­
н о в .  Е с л и  е с т ь  н е о б х о д и м о с т ь  к а к у ю - т о  ч а с т ь  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  у с т а ­
н о в к и  з а щ и т и т ь  о т  в о з д е й с т в и я  в н е ш н и х  м а г н и т н ы х  п о л е й ,  т о  о н а  о к р у ­
ж а е т с я  о б о л о ч к о й  и з  с в е р х п р о в о д н и к а ,  о х л а ж д а е м о г о  ж и д к и м  г е л и е м . 
И  в  э т о м  с л у ч а е  м а г н и т н ы е  с и л о в ы е  л и н и и  в н е ш н и х  м а г н и т н ы х  п о ­
л е й , « п р и к л е е н н ы е »  к  с в е р х п р о в о д я щ е й  о б о л о ч к е ,  н е  м о г у т  п р о н и к н у т ь  
в н у т р ь  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  я ч е й к и .
Э т а  и д е я  и с п о л ь з у е т с я  и  в  т е р м о я д е р н ы х  у с т р о й с т в а х  д л я  у д е р ж а ­
н и я  и  с ж а т и я  п л а з м ы .  П у с т ь  в  п л а з м е ,  о р г а н и з о в а н н о й  в  в и д е  т о н к о г о  
ш н у р а ,  т е ч е т  т о к ,  к о т о р ы й  в ы з в а н  н е к о т о р ы м  с т о р о н н и м  и с т о ч н и к о м  
(р и с .  1 3 .3 ) .
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Р и с .  1 3 .3
В о к р у г  э т о г о  ш н у р а  с  т о к о м  о б р а з у е т с я  с о л е н о и д а л ь н о е  м а г н и т н о е  
п о л е .  П о д  д е й с т в и е м  м а к с в е л л о в с к о г о  н а т я ж е н и я  м а г н и т н ы е  с и л о в ы е  
л и н и и  с о л е н о и д а л ь н о г о  м а г н и т н о г о  п о л я  т а к ж е  с т р е м я т с я  с о к р а т и т ь ­
с я .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  н а т я ж е н и е  м а г н и т н о й  с и л о в о й  л и н и и  м о ж н о  о п р е ­
д е л и т ь ,  п о л ь з у я с ь  т е н з о р о м  м а г н и т н ы х  н а п р я ж е н и й .  Е с л и  м а г н и т н о е  
п о л е  н а п р а в л е н о  в д о л ь  о с и  х ,  т о  м а г н и т н а я  с и л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  е д и ­
н и ч н у ю  п л о щ а д к у  п е р п е н д и к у л я р н о  о с и  х ,  р а в н а :
анX X H 2X8п
Н о  в  с и л у  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы е  с и л о в ы е  л и н и и , с о к р а щ а я с ь ,  
у в л е к а ю т  з а  с о б о й  и  в е щ е с т в о ,  с ж и м а я  е г о  в  е щ е  б о л е е  т о н к и й  ш н у р .  
Э т о  с ж а т и е  б у д е т  п р о и с х о д и т ь  д о  т е х  п о р ,  п о к а  в с е  у в е л и ч и в а ю щ е е с я  
т е р м о д и н а м и ч е с к о е  д а в л е н и е  в  п л а з м е  ш н у р а  н е  б у д е т  р а в н о  м а г н и т н о ­
м у  д а в л е н и ю .
Е с л и  в  п р е д ы д у щ е м  п р и м е р е  м а г н и т н о е  п о л е  с о ­
з д а е т с я  э л е к т р и ч е с к и м  т о к о м  в  с ж и м а е м о м  в е щ е ­
с т в е ,  т о  м о ж н о  с е б е  п р е д с т а в и т ь  и  у с т р о й с т в а ,  в  
к о т о р ы х  с ж а т и е  в е щ е с т в а  п р о и с х о д и т  н е к о т о р ы м  
н е з а в и с и м ы м  в н е ш н и м  м а г н и т н ы м  п о л е м  ( м а г н и т ­
н ы е  « б у т ы л к и » ,  « л о в у ш к и » )  (р и с .  1 3 .4 ) .  С и с т е м а  
в с т р е ч н ы х  м а г н и т н ы х  п о л е й  с о з д а е т с я  н е п о д в и ж ­
н ы м и  п р я м о л и н е й н ы м и  п р о в о д н и к а м и ,  п о  к о т о р ы м  
в  р а з н ы х  н а п р а в л е н и я х  т е ч е т  э л е к т р и ч е с к и й  т о к .
В  э т о м  с л у ч а е  п л а з м а  п о м е щ а е т с я  м е ж д у  п р о в о д н и к а м и  в  н а р а с т а ю ­
щ е е  м а г н и т н о е  п о л е ,  к о т о р о е ,  а д и а б а т и ч е с к и  с ж и м а я  ее , о д н о в р е м е н н о  
у в е л и ч и в а е т  е е  п л о т н о с т ь  и  т е м п е р а т у р у .
О д н и м  и з  в о з м о ж н ы х  и с т о ч н и к о в  с и л ь н ы х  м а г н и т н ы х  п о л е й  в  к о с ­
м и ч е с к о м  п р о с т р а н с т в е  я в л я е т с я  с т о л к н о в е н и е  д в у х  о б л а с т е й  м е ж з в е з д ­
н о г о  г а з а ,  о б л а д а ю щ и х  д о  с т о л к н о в е н и я  в  с и л у  н е к о т о р о г о  н а п р а в л е н ­
н о г о  д в и ж е н и я  з а р я ж е н н ы х  ч а с т и ц  и л и  п о  д р у г и м  п р и ч и н а м  с л а б ы м и
Р и с .  1 3 .4
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м а г н и т н ы м и  п о л я м и .  В  э т о м  с л у ч а е  с ж а т и е  м е ж з в е з д н о г о  г а з а  в  р е з у л ь ­
т а т е  с т о л к н о в е н и я  п р и в е д е т  т а к ж е  и  к  к о н ц е н т р а ц и и  м а г н и т н о г о  п о л я  
в  с р а в н и т е л ь н о  н е б о л ь ш и х  о б л а с т я х ,  а  з н а ч и т ,  к  у в е л и ч е н и ю  в  н и х  н а ­
п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я .
О п и р а я с ь  н а  п р и н ц и п  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н о г о  п о л я  в  в е щ е ­
с т в о ,  н е т р у д н о  п о н я т ь  и  з а п а з д ы в а н и е  ч а с т и ц ,  п р и х о д я щ и х  н а  З е м ­
л ю  в с л е д с т в и е  в з р ы в о в  н а  С о л н ц е .  Н а б л ю д е н и я  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  п о с л е  
н е к о т о р о г о  в з р ы в а  н а  С о л н ц е  н а  З е м л ю  о б р у ш и в а е т с я  п о т о к  з а р я ж е н ­
н ы х  ч а с т и ц  с п у с т я  п р и м е р н о  2 0  ч а с о в .  С а м и  и н д и в и д у а л ь н ы е  ч а с т и ­
ц ы  д в и ж у т с я  с о  с к о р о с т я м и ,  д о с т а т о ч н ы м и  д л я  п р о х о ж д е н и я  р а с с т о ­
я н и я  о т  С о л н ц а  д о  З е м л и  з а  н е с к о л ь к о  д е с я т к о в  м и н у т .  П о - в и д и м о м у ,  
в о  в р е м я  в з р ы в о в  о т  С о л н ц а  о т р ы в а ю т с я  б о л ь ш и е  к у с к и  п л а з м ы  в м е ­
с т е  с  м а г н и т н ы м  п о л е м .  М а г н и т н о е  п о л е  у д е р ж и в а е т  ч а с т и ц ы ,  к а к  в  
« м е ш к е » ,  к о т о р ы й  д в и ж е т с я  к  З е м л е  с  н е к о т о р о й  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  
к о л л е к т и в н о й  с к о р о с т ь ю  ( о к о л о  1 5 0 0 к м / с ) ,  з н а ч и т е л ь н о  м е н ь ш е й ,  ч е м  
с к о р о с т ь  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц  в  « м е ш к е » .  П о д х о д я  к  З е м л е  и  н а р у ­
ш а я  е е  м а г н и т н о е  п о л е ,  з а р я ж е н н ы е  ч а с т и ц ы  « в ы с ы п а ю т с я »  н а  З е м л ю ,  
и н и ц и и р у я  м а г н и т н ы е  б у р и  и  п о л я р н ы е  с и я н и я .
13.7. Диффузия магнитного поля
П р и н ц и п  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й  с л е д у е т  и з  о б ­
щ и х  у р а в н е н и й  э л е к т р о д и н а м и к и  в  т о м  с л у ч а е ,  к о г д а  с р е д а  и м е е т  б е с ­
к о н е ч н у ю  п р о в о д и м о с т ь .  О д н а к о  р е а л ь н ы е  с р е д ы  в  о б ы ч н ы х  у с л о в и я х  
(н е  с л и ш к о м  н и з к и е  т е м п е р а т у р ы )  и м е ю т  к о н е ч н у ю  п р о в о д и м о с т ь .  Т а ­
к а я  р е а л ь н а я  с р е д а  б у д е т  п р о с а ч и в а т ь с я ,  д и ф ф у н д и р о в а т ь  ч е р е з  м а г ­
н и т н о е  п о л е  и л и , н а о б о р о т ,  м а г н и т н о е  п о л е  б у д е т  д и ф ф у н д и р о в а т ь  в  
п р о в о д я щ е й  с р е д е .
Р а с с м о т р и м  с л у ч а й  м а л ы х  м а г н и т н ы х  ч и с е л  Р е й н о л ь д с а  ( R e m ^  1 ). 
П р и  э т о м  у р а в н е н и е  (1 3 .2 7 )  с  у ч е т о м  о ц е н к и  е г о  ч л е н о в  п о  б е з р а з м е р н о й  




A H . (1 3 .5 6 )
У р а в н е н и е  (1 3 .5 6 )  ф о р м а л ь н о  и м е е т  т о т  ж е  в и д ,  ч т о  и  у р а в н е н и е  д и ф ­
ф у з и и ,  о п и с ы в а е т  д и ф ф у з и ю  м а г н и т н о г о  п о л я  в  с л а б о  п р о в о д я щ е й  и л и
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н е п о д в и ж н о й  с р е д е .  В е л и ч и н а
Dm
4nar
( 1 3 .5 7 )
5
Hn
Р и с .  1 3 .5
н а з ы в а е т с я  м а г н и т н ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м  д и ф ф у з и и .  К о э ф ф и ц и е н т  D m  
т е м  м е н ь ш е ,  ч е м  б о л ь ш е  п р о в о д и м о с т ь  с р е д ы ,  п р и  б е с к о н е ч н о й  п р о в о ­
д и м о с т и  о н  р а в е н  н у л ю ,  ч т о  и  с л е д у е т  и з  п р и н ц и п а  « в м о р о ж е н н о с т и »  
м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й .
Р а с с м о т р и м  в  к а ч е с т в е  п р и м е р а  д и ф ф у з и ю  
м а г н и т н о г о  п о л я  в  п р о в о д я щ е е  п о л у п р о с т р а н ­
с т в о .  П у с т ь  п р о в о д я щ а я  с р е д а ,  з а н и м а ю щ а я  о б ­
л а с т ь  х  >  0 , о т д е л е н а  э к р а н о м  S  о т  о б л а с т и  
x  <  0 , в  к о т о р о й  с о з д а н о  п о с т о я н н о е  м а г н и т н о е  
п о л е  н а п р я ж е н н о с т ь ю  Н 0 ( р и с .  1 3 .5 ) .  В  н е к о т о ­
р ы й  м о м е н т  в р е м е н и  э к р а н  у б и р а ю т  и  м а г н и т ­
н о е  п о л е  п р о н и к а е т  в  п р о в о д я щ у ю  с р е д у .  Э т а  
з а д а ч а  и м е е т  г и д р о д и н а м и ч е с к у ю  а н а л о г и ю ,  и з в е с т н у ю  к а к  з а д а ч а  Р э ­
л е я ,  в  к о т о р о й  т е ч е н и е  в я з к о й  ж и д к о с т и  в ы з ы в а е т с я  в н е з а п н ы м  д в и ж е ­
н и е м  п л а с т и н к и  с  п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю  в д о л ь  е е  с о б с т в е н н о й  п л о с к о ­
с т и .
В ы б е р е м  с и с т е м у  к о о р д и н а т  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о б ы  о с ь  z  н а х о д и л а с ь  
в  п л о с к о с т и  x  =  0  и  с о в п а д а л а  с  н а п р а в л е н и е м  в е к т о р а  н а п р я ж е н н о с т и  
м а г н и т н о г о  п о л я  Н 0 . О г р а н и ч и м с я  п л о с к и м  о д н о м е р н ы м  с л у ч а е м ,  к о ­
г д а  в е к т о р  н а п р я ж е н н о с т и  в  л ю б о й  м о м е н т  в р е м е н и  и м е е т  т о л ь к о  о д н у  
о т л и ч н у ю  о т  н у л я  z - к о м п о н е н т у ,  т. е . Н  =  { 0 , 0 , H z } .  П р и  э т о м  H z з а ­
в и с и т  о т  в р е м е н и  t  и  т о л ь к о  о т  о д н о й  к о о р д и н а т ы  х .  Т о г д а  у р а в н е н и е  
д и ф ф у з и и  (1 3 .5 6 )  з а п и ш е т с я  в  в и д е




( 1 3 .5 8 )
З а д а д и м  з н а ч е н и я  H z н а  п о в е р х н о с т и  х  =  0  и  н а  б е с к о н е ч н о с т и  ( х  ^  
т о ) .  В и д  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  о ч е в и д е н :
H z  ( 0 , t ) H z ( х  ^ T O , t ) = 0 .  ( 1 3 .5 9 )
0  д л я  t  <  0  ,
H 0 д л я  t  >  0  ,
Н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  в ы р а ж а е т  т о т  ф а к т ,  ч т о  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  
в р е м е н и  м а г н и т н о е  п о л е  в  п р о в о д я щ е й  с р е д е  о т с у т с т в у е т :
H z ( х ,  0 )  =  0  д л я  0  <  х  <  т о . (1 3 .6 0 )
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Р е ш е н и е  з а д а ч и  ( 1 3 .5 8 ) — (1 3 .6 0 )  и м е е т  в и д
H z  ( x , t ) H o  1 -  e r f
x
V 4D mt
( 1 3 .6 1 )
г д е  e r f  u  —  и н т е г р а л  в е р о я т н о с т и .
И н т е г р а л  в е р о я т н о с т и  м о н о т о н н о  в о з р а с т а е т  с  у в е л и ч е н и е м  р а с с т о ­
я н и я  х ,  п р и н и м а я  з н а ч е н и я  о т  0  д о  1. Э т о  п о з в о л я е т  в в е с т и  п о н я т и е  
г л у б и н ы  п р о н и к н о в е н и я  м а г н и т н о г о  п о л я  в  п р о в о д я щ у ю  с р е д у  к а к  т а ­
к о г о  р а с с т о я н и я  х  =  5 , н а  к о т о р о м  н а п р я ж е н н о с т ь  H z у м е н ь ш а е т с я  д о  
0 ,0 1  H o . О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  5  =  4 \ J D m t .  П р о н и к н о в е н и е  м а г н и т н о г о  
п о л я  в  п р о в о д я щ у ю  с р е д у  н а  о г р а н и ч е н н о е  р а с с т о я н и е  в  ф и з и ч е с к о й  
э л е к т р о н и к е  н а з ы в а ю т  с к и н - э ф ф е к т о м .  О н  в о з н и к а е т  в с л е д с т в и е  т о г о ,  
ч т о  и з м е н е н и е  м а г н и т н о г о  п о л я  и н д у ц и р у е т  Э Д С  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  и н ­
д у ц и р у е т  т о к ,  м а г н и т н о е  п о л е  к о т о р о г о ,  с о г л а с н о  з а к о н у  Л е н ц а ,  п р е ­
п я т с т в у е т  и з м е н е н и ю  н а ч а л ь н о г о  м а г н и т н о г о  п о л я .
Х а р а к т е р н о е  в р е м я  д и ф ф у з и и  м а г н и т н о г о  п о л я  в  п р о в о д я щ е й  с р е д е  




п х  a r  
c 2
( 1 3 .6 2 )
Н а п р и м е р ,  в р е м я  р е л а к с а ц и и  м а г н и т н о г о  п о л я  в  м е д н о м  ш а р е  р а д и ­
у с о м  1 0 0  с м  с о с т а в и т  о к о л о  15 с . Д л я  к о с м и ч е с к и х  о б ъ е к т о в  э т о  в р е м я  
о ч е н ь  в е л и к о .  Е с л и  с ч и т а т ь ,  ч т о  я д р о  З е м л и  с о с т о и т  и з  р а с п л а в л е н н о г о  
ж е л е з а  и  в  н е м  в о з н и к л о  м а г н и т н о е  п о л е ,  т о  в р е м я  з а т у х а н и я  з е м н о г о  
п о л я  о ц е н и в а е т с я  в  15 т ы с .  л е т . В р е м я  з а т у х а н и я  м а г н и т н о г о  п о л я  в  
с о л н е ч н ы х  п я т н а х  —  о к о л о  3 0 0  л е т , а  м а г н и т н о г о  п о л я  С о л н ц а  —  1 0 10  
л е т .
13.8. Волны Альвена
П у с т ь  п р и  с т а ц и о н а р н о м  д в и ж е н и и  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в  п о с т о я н ­
н о м  о д н о р о д н о м  м а г н и т н о м  п о л е  н а п р я ж е н н о с т ь ю  Н 0 в  н е й  п о  к а к и м -  
т о  п р и ч и н а м  в о з н и к а е т  н е к о т о р о е  в о з м у щ е н и е ,  к о т о р о е  п е р е д а е т с я  и  
м а г н и т н о м у  п о л ю .  О ч е в и д н о ,  в н е з а п н о  в о з н и к а ю щ и е  в о з м у щ е н и я  б у ­
д у т  р а с п р о с т р а н я т ь с я  в  ж и д к о с т и  в  в и д е  м а г н и т о г и д р о д и н а м и ч е с к и х  
в о л н . Э т и  в о л н ы  к л а с с и ф и ц и р у ю т  в  з а в и с и м о с т и  о т  н а п р а в л е н и я  р а с ­
п р о с т р а н е н и я  п о  о т н о ш е н и ю  к  в н е ш н е м у  м а г н и т н о м у  п о л ю ,  х а р а к т е р а
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и  ч а с т о т ы  к о л е б а н и й  и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц  п р о в о д я щ е й  с р е д ы .  Н а ­
п р и м е р ,  в  п л а з м е  р а з л и ч а ю т  н е с к о л ь к о  т и п о в  м а г н и т о г и д р о д и н а м и ч е ­
с к и х  в о л н ,  р а с п р о с т р а н я ю щ и х с я  в  н а п р а в л е н и и  в е к т о р а  н а п р я ж е н н о с т и  
в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я :  п р о д о л ь н ы е  в о л н ы  ( л е н г м ю р о в с к и е  в о л н ы )  
и  д в а  т и п а  п о п е р е ч н ы х  в о л н ,  к о т о р ы е  р а з л и ч а ю т с я  м е ж д у  с о б о й  д и а ­
п а з о н о м  ч а с т о т  (а л ь в е н о в с к и е  и  б ы с т р ы е  м а г н и т о з в у к о в ы е  в о л н ы ) .
М е х а н и з м  в о з н и к н о в е н и я  л е н г м ю р о в с к и х  в о л н  с в я з а н  с  д а л ь н о д е й -  
с т в у ю щ и м и  к у л о н о в с к и м и  с и л а м и  в  п л а з м е ,  к о т о р ы е  п р и д а ю т  е й  э л е к ­
т р о д и н а м и ч е с к у ю  у п р у г о с т ь .  П р и  с м е щ е н и и  г р у п п ы  э л е к т р о н о в  о т  и х  
р а в н о в е с н о г о  п о л о ж е н и я  в о з н и к а е т  э л е к т р о с т а т и ч е с к а я  с и л а ,  с т р е м я ­
щ а я с я  в е р н у т ь  э л е к т р о н ы  о б р а т н о  в  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я .  В  р е з у л ь ­
т а т е  н а ч и н а ю т с я  к о л е б а н и я ,  к о т о р ы е  р а с п р о с т р а н я ю т с я  в  п л а з м е  в  в и д е  
в о л н ы .  З а м е т и м ,  ч т о  л е н г м ю р о в с к и е  в о л н ы  м о г у т  в о з н и к а т ь  и  п р и  о т ­
с у т с т в и и  в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я .
П о п е р е ч н ы е  к о л е б а н и я  в  ж и д к о с т я х  и  г а з а х  н е в о з м о ж н ы  п р и  о т с у т ­
с т в и и  в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я ,  т а к  к а к  ж и д к о с т и  и  г а з ы  н е  о б л а д а ю т  
у п р у г о с т ь ю  ф о р м ы  (м о д у л ь  с д в и г а  р а в е н  н у л ю ) .  П р и р о д а  в о з н и к н о в е ­
н и я  п о п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й  в  п р о в о д я щ е й  с р е д е  с в я з а н а  с  п р и н ц и п о м  
« в м о р о ж е н н о с т и »  с и л о в ы х  л и н и й  в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я  в  э т у  с р е ­
д у .  П о п е р е ч н о е  к  л и н и я м  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  с м е щ е н и е  
и н д и в и д у а л ь н ы х  ч а с т и ц  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в ы з ы в а е т  с о о т в е т с т в у ­
ю щ е е  п о п е р е ч н о е  с м е щ е н и е  с и л о в ы х  л и н и й , р а с т я г и в а я  и х  в с л е д с т в и е  
« в м о р о ж е н н о с т и »  в  ж и д к о с т ь .  М а г н и т н ы е  с и л о в ы е  л и н и и , п о д в е р ж е н ­
н ы е  р а с т я ж е н и ю ,  с т р е м я т с я  с о к р а т и т ь  с в о ю  д л и н у . Т а к и м  о б р а з о м ,  л и ­
н и и  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  с о в е р ш а ю т  п о п е р е ч н ы е  к о л е б а н и я  
п о д о б н о  с т р у н а м  м у з ы к а л ь н о г о  и н с т р у м е н т а .  П р и  э т о м  о н и  у в л е к а ю т  в  
к о л е б а т е л ь н о е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т ь ,  в  к о т о р у ю  в м о р о ж е н ы .
Д л я  с п л о ш н о й  с р е д ы  х а р а к т е р н ы  н и з к о ч а с т о т н ы е  альвеновские вол­
ны — поперечные магнитогидродинамические волны низкой частоты, 
распространяющиеся вдоль вектора напряженности магнитного поля 
Н о. Д е й с т в и т е л ь н о ,  е с л и  ч а с т о т а  в о л н ы  ш  с р а в н и м а  и л и  б о л ь ш е  и о н н о й  
ц и к л о т р о н н о й  ч а с т о т ы  ш н г =  в И 0 / т щ  (га^ —  м а с с а  и о н а ) ,  т о  п о в е д е н и е  
и о н о в  и  с в о б о д н ы х  э л е к т р о н о в  с р е д ы  б у д е т  р а з л и ч н ы м ,  т. е . б у д е т  н а ­
р у ш а т ь с я  с п л о ш н о с т ь  с р е д ы .  Д л я  а л ь в е н о в с к и х  в о л н ,  к а к  о т м е ч а л о с ь  
р а н е е ,  х а р а к т е р н о  п о п е р е ч н о е  в о з м у щ е н и е  в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я .  
В  м а г н и т о з в у к о в ы х  в о л н а х  п р и  ш  >  ш н г  в о з м у щ е н и я  м а г н и т н о г о  п о л я ,  
п е р п е н д и к у л я р н ы е  Н 0, о т с у т с т в у ю т .
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Р а с с м о т р и м  р а с п р о с т р а н е н и е  в о л н  А л ь в е н а  в  н е в я з к о й  н е с ж и м а е ­
м о й  и д е а л ь н о  п р о в о д я щ е й  ( R e m ^  1 ) ж и д к о с т и .  П у с т ь  н а  в н е ш н е е  о д ­
н о р о д н о е  м а г н и т н о е  п о л е  Н 0 н а л о ж е н о  м а л о е  п о п е р е ч н о е  в о з м у щ е н и е  
h . Р е з у л ь т и р у ю щ е е  п о л е ,  в з а и м о д е й с т в у ю щ е е  с о  с р е д о й ,  о п р е д е л я е т с я  
с у п е р п о з и ц и е й  о с н о в н о г о  п о л я  и  в о з м у щ е н и я :  Н  =  Н 0 +  h .
П р и  б о л ь ш и х  м а г н и т н ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д с а ,  к о г д а  с и л о в ы е  л и н и и  
« в м о р о ж е н ы »  в  ж и д к о с т ь ,  п о л н а я  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я  у д о ­
в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  (1 3 .4 5 ) :
д Н
—  =  r o t  [ v , Н ]. ( 1 3 .6 3 )
В ы б е р е м  с и с т е м у  к о о р д и н а т  т а к ,  ч т о б ы  к о о р д и н а т н а я  о с ь  x  б ы л а  н а ­
п р а в л е н а  в д о л ь  в е к т о р а  н а п р я ж е н н о с т и  о д н о р о д н о г о  м а г н и т н о г о  п о л я  
Н 0 , а  о с ь  z  —  в д о л ь  в о з м у щ е н и я  h . В о л н а  р а с п р о с т р а н я е т с я  в д о л ь  о с и  
х .  Т а к и м  о б р а з о м ,  и м е е м
Н 0 { Н о ,  0 , 0 } ,  h =  { 0 , 0 , h ( x , t ) } ,  v  =  { 0 , 0 , v ( x , t ) } ,
и  у р а в н е н и е  (1 3 .6 3 )  з а п и с ы в а е т с я  в  в и д е
d h  d v
d t  0 d x .
(1 3 .6 4 )
И з  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  (1 3 .2 8 )  д л я  и д е а л ь н о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о ­
с т и ,  п р е н е б р е г а я  ч л е н о м  (v V ) v , и м е ю щ и м  б о л е е  в ы с о к и й  п о р я д о к  м а ­
л о с т и  ( с к о р о с т ь  г а з а  м н о г о  м е н ь ш е  ф а з о в о й  с к о р о с т и  в о л н ы ) ,  а  т а к ж е  
к в а д р а т и ч н ы м  п о  в о з м у щ е н и ю  ч л е н о м  ~  h 2 , и м е е м
d v  Н 0 d h
d t  4 п р  d x
(1 3 .6 5 )
Д и ф ф е р е н ц и р у я  у р а в н е н и е  (1 3 .6 4 )  п о  t ,  у р а в н е н и е  (1 3 .6 5 )  п о  x ,  а  
з а т е м  н а о б о р о т ,  п о л у ч и м  у р а в н е н и я  д л я  с к о р о с т и  с р е д ы  v  и  в о з м у щ е н и я  
н а п р я ж е н н о с т и  п о л я  h:
d 2h  2 d 2h  d 2v  2 d 2v  Н о
-------  =  a 2 -------  ------- =  а 2 -------  а  =  — — —
d t 2 d x 2 , d t 2 d x 2 , -\ /4 п р ’
(1 3 .6 6 )
У р а в н е н и я  (1 3 .6 6 )  о п и с ы в а ю т  в о л н о в ы е  п р о ц е с с ы ,  п р и ч е м  в о з м у щ е ­
н и я  с р е д ы  и  п о л я  р а с п р о с т р а н я ю т с я  в д о л ь  в е к т о р а  н а п р я ж е н н о с т и  Н 0 с
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о д и н а к о в о й  с к о р о с т ь ю  а =  H 0/̂ J4 пр . Э т о  с о о т в е т с т в у е т  п р и н ц и п у  « в м о -  
р о ж е н н о с т и » .  З а м е т и м ,  ч т о  с к о р о с т ь  а л ь в е н о в с к и х  в о л н  н е  з а в и с и т  о т  
ч а с т о т ы ,  а  о п р е д е л я е т с я  н а п р я ж е н н о с т ь ю  в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я  и  
п л о т н о с т ь ю  с р е д ы .  Р е ш е н и я  у р а в н е н и й  (1 3 .6 6 )  д л я  в о л н ,  р а с п р о с т р а н я ­
ю щ и х с я  в  п о л о ж и т е л ь н о м  н а п р а в л е н и и  о с и  х ,  и м е ю т  в и д  б е г у щ и х  в о л н :
h =  h0 e x p [i(u>t — k x ) ] ,  v =  v0 e x p [i(u>t — k x ) ] ,  ( 1 3 .6 7 )
г д е  ш —  ч а с т о т а  к о л е б а н и й ;  k =  ш/а —  в о л н о в о е  ч и с л о .  А м п л и т у д ы  к о ­
л е б а н и й  с в я з а н ы  м е ж д у  с о б о й  с о о т н о ш е н и е м ,  к о т о р о е  с л е д у е т  и з  у р а в ­
н е н и я  ( 1 3 .6 4 ) :
ho =  — y / 4 n p v  о.
П о с к о л ь к у  м ы  р а с с м а т р и в а л и  и д е а л ь н о  п р о в о д я щ у ю  с р е д у  ( ar ^  
т о ) ,  р е ш е н и я  (1 3 .6 7 )  о п и с ы в а ю т  н е з а т у х а ю щ и е  к о л е б а н и я .  Р е а л ь н ы е  
с р е д ы  о б л а д а ю т  н е к о т о р ы м  э л е к т р и ч е с к и м  с о п р о т и в л е н и е м .  С  у ч е т о м  
э т о г о  м ы  в н о в ь  п о л у ч и л и  б ы  в о л н о в о й  п р о ц е с с ,  в  к о т о р о м  а м п л и т у д ы  
к о л е б а н и й  у м е н ь ш а л и с ь  б ы  в д о л ь  н а п р а в л е н и я  р а с п р о с т р а н е н и я  в о л н ы  
п о  э к с п о н е н ц и а л ь н о м у  з а к о н у  ( ~  e x p ( — а х ) ) .  К о э ф ф и ц и е н т  з а т у х а н и я  
а  з а в и с и т  о т  ч а с т о т ы  к о л е б а н и й  ш , п р о в о д и м о с т и  с р е д ы  ar и  а л ь в е н о в -  
с к о й  с к о р о с т и  а . В е л и ч и н а  а - 1  х а р а к т е р и з у е т  г л у б и н у  п р о н и к н о в е н и я  
в о л н ы ,  т. е . р а с с т о я н и е ,  н а  к о т о р о м  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й  у м е н ь ш а е т с я  
в  e р а з  —  м а г н и т о г и д р о д и н а м и ч е с к и й  п о в е р х н о с т н ы й  с к и н - э ф ф е к т .
13.9. Задача Гартмана
Р а с с м о т р и м  у с т а н о в и в ш е е с я  д в и ж е н и е  п р о в о д я щ е й  н е с ж и м а е м о й  ж и д ­
к о с т и  м е ж д у  д в у м я  п а р а л л е л ь н ы м и  б е с к о н е ч н ы м и  п л а с т и н а м и  в  п е р ­
п е н д и к у л я р н о м  м а г н и т н о м  п о л е  н а п р я ж е н н о с т ь ю  H 0 . Б у д е м  п о л а г а т ь ,  
ч т о  д в и ж е н и е  в ы з ы в а е т с я  г р а д и е н т о м  д а в л е н и я ,  н а п р а в л е н н ы м  в д о л ь  
п л а с т и н  п о  о с и  х  (р и с .  1 3 .6 ) .  П у с т ь  р а с с т о я н и е  м е ж д у  п л а с т и н к а м и  р а в ­
н о  2 а.
Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  о п и с ы в а е т с я  с л е д у ю щ и м и  у р а в н е н и я м и :
(v V ) v  =  — 1  Vp  +  v A v  — —^  [ H , r o t  H  ], 
р  4 п р
Л
A H  =  0 ,r o t  [ v , H  ] +  
d i v  v  =  0 ,
4 n a r 
d iv  H  =  0.







Р и с .  1 3 .6
С к о р о с т ь  ж и д к о с т и  н а п р а в л е н а  в д о л ь  п л а с т и н  и  з а в и с и т  л и ш ь  о т  
п о п е р е ч н о й  к о о р д и н а т ы  z ,  т. е .
Vx =  V x (z ) ,  Vy =  0 , vz = 0 .
В  с и л у  б е с к о н е ч н о с т и  п л а с т и н  в  н а п р а в л е н и и  о с е й  x  и  у  о ч е в и д н о ,  ч т о  
н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я  т а к ж е  м о ж е т  з а в и с е т ь  т о л ь к о  о т  к о о р ­
д и н а т ы  z .  Т о г д а  з а д а ч а  м о ж е т  р а с с м а т р и в а т ь с я  к а к  п л о с к а я :
H x =  H x( z ) ,  H y =  0 , H z =  H z ( z ).
И з  в е к т о р н о г о  а н а л и з а  и з в е с т н ы  с л е д у ю щ и е  с о о т н о ш е н и я :
[ H , r o t  H  ]i =  H k  d H k  -  H k  d H i ,
u X i d x k
( r o t  [ v , H ] ) i  =  (H V ) v ,  -  ( v V ) H , -  
— H j d iv  v  +  v,- d iv  H  =
( H V ) V i  -  ( v V ) H ,  =  H k
dv, d HVkdxk dxk
П р о е к ц и и  у р а в н е н и й  (1 3 .6 8 )  н а  к о о р д и н а т н ы е  о с и  с  у ч е т о м  т о п о л о г и и
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з а д а ч и  з а п и с ы в а ю т с я  в  в и д е
dp _  д 2vx H дНх
дх  П d z 2 4 п  z dz
dp _______1 _ н  дНх
dz 4 п  х d z  ’
Н  dV x _  _  c 2 д2Нх 
z dz 4 n a r d z 2 ’
c 2 d 2 H z d H z





И з  п о с л е д н е г о  у р а в н е н и я  (1 3 .6 9 )  и м е е м
H z _  c o n s t  _  H 0 .
(1 3 .6 9 )
(1 3 .7 0 )
Т о г д а  п р е д ы д у щ е е  у р а в н е н и е  (1 3 .6 9 )  у д о в л е т в о р я е т с я  т о ж д е с т в е н н о .  И з  
в т о р о г о  у р а в н е н и я  (1 3 .6 9 )  с л е д у е т ,  ч т о  д а в л е н и е  p  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  
к о о р д и н а т ы  х .
И з  т р е т ь е г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  (1 3 .6 9 )  п о л у ч а е м ,  ч т о  с у м м а  г и д р о ­
д и н а м и ч е с к о г о  и  м а г н и т н о г о  д а в л е н и й  P  н е  з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т ы  z , 




P  ( х ) . ( 1 3 .7 1 )
П р о д и ф ф е р е н ц и р у е м  п е р в о е  у р а в н е н и е  (1 3 .6 9 )  п о  к о о р д и н а т е  z . 
С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  (1 3 .7 0 )  и  ч е т в е р т о г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  (1 3 .6 9 )  
п о л у ч и м  у р а в н е н и е  д л я  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и :
d3Vx 1  dvx _ 0  * _  _ ф  fY  _
dz3 A 2 dz ’ Н 0 у о у H a  ’ (1 3 .7 2 )
г д е  H a  —  ч и с л о  Г а р т м а н а .
Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (1 3 .7 2 )  и щ е м  в  в и д е
v x _  A  e x p ( r z ) .
П о д с т а н о в к о й  в  (1 3 .7 2 )  п о л у ч и м  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  д л я  п а ­
р а м е т р а  г :
r3
1
-  A 2 r
0 .
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Э т о  к у б и ч е с к о е  у р а в н е н и е  и м е е т  т р и  ч а с т н ы х  р е ш е н и я :
1
r  1 =  0 , r  2 =  — , r  з
1
— '
О б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (1 3 .7 2 )  е с т ь  л и н е й н а я  к о м б и н а ц и я  ч а с т ­
н ы х  р е ш е н и й :
Vx =  A i  +  A 2 e x p  )  +  A 3 e x p  ( — — )  . ( 1 3 .7 3 )
П о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я  A 1, A 2 , A 3 д о л ж н ы  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  
и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .  П о с к о л ь к у  с т е н к и  к а н а л а  н е п о д в и ж н ы ,  т о  с к о ­
р о с т ь  ж и д к о с т и  н а  и х  п о в е р х н о с т я х  р а в н а  н у л ю . И з  с и м м е т р и и  з а д а ч и  
с л е д у е т ,  ч т о  н а  о с и  к а н а л а  с к о р о с т ь  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  м а к с и м а л ь н а  и  
р а в н а  v max. Т о г д а  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  и м е ю т  в и д
-  =  ±  a, Vx  =  0 ; -  =  0 , Vx =  Vmax- (1 3 .7 4 )
О т с ю д а  о п р е д е л я е м  п о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я :
A 1
v max c h ( H a )  . . v max
1 -  c h ( H a )  , 2 =  3 =  2 [ 1  -  c h ( H a )  ] ,
( 1 3 .7 5 )
г д е  c h ( H a )  —  г и п е р б о л и ч е с к и й  к о с и н у с  ч и с л а  Г а р т м а н а .
Т а к и м  о б р а з о м ,  с к о р о с т ь  т е ч е н и я  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в  к а н а л е  
о п р е д е л я е т с я  с л е д у ю щ и м  в ы р а ж е н и е м :
Vx
Vmax
c h ( H a )  — 1
c h ( H a )  — c h  ( H a -  
a
(1 3 .7 6 )
В е л и ч и н а  п р о д о л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о ­
л я  H x  о п р е д е л я е т с я  и н т е г р и р о в а н и е м  ч е т в е р т о г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  
( 1 3 .6 9 ) :
d H x 4 п а г Н о
д - c2
Vx  +  A  =
4 п а г Н о  Vmax |~c h ( H a )  — c h  ( H a  -
c 2 c h ( H a )  — 1  [ c h ( H a )  c h  (vH a a / j
(1 3 .7 7 )
В  в ы р а ж е н и и  (1 3 .7 7 )  п о с т о я н н а я  и н т е г р и р о в а н и я  A  н е  з а в и с и т  о т  - .  Н о  
т а к  к а к  H x н е  з а в и с и т  о т  х ,  т о  A  н е  д о л ж н а  з а в и с е т ь  и  о т  к о о р д и н а т ы  х ,  
т. е . п о с т о я н н а я  A  н е  з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т .  О б о з н а ч а я  в ы р а ж е н и е  п е р е д
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к в а д р а т н ы м и  с к о б к а м и  в  (1 3 .7 7 )  ч е р е з  а ,  в  р е з у л ь т а т е  и н т е г р и р о в а н и я  
и м е е м
H x =  а
а  -
z  c h ( H a )  — —  s h ( H a - )  
H a  а
+  A -  +  B , (1 3 .7 8 )
г д е  s h ( x )  —  г и п е р б о л и ч е с к и й  с и н у с .
П о с к о л ь к у  н а  г р а н и ц е  н е т  н и к а к и х  п о в е р х н о с т н ы х  т о к о в  п р о в о д и м о ­
с т и ,  т о  п р и  -  =  ±  а  д о л ж н а  б ы т ь  н е п р е р ы в н а  т а н г е н ц и а л ь н а я  с о с т а в л я ­
ю щ а я  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я .  К р о м е  т о г о ,  в н е  ж и д к о с т и  (н а  
п л а с т и н а х )  о т л и ч н а  о т  н у л я  т о л ь к о  н о р м а л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  в е к т о р а  
н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я ,  а  п р о д о л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  д о л ж н а  
у д о в л е т в о р я т ь  с л е д у ю щ и м  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м :
-  =  ±  а , H x =  0. (1 3 .7 9 )
И з  э т и х  у с л о в и й  н а х о д и м  п о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я :
B  =  0 , A  =  — а c h ( H a )  — —  s h (H a )  
H a
Т о г д а  в ы р а ж е н и е  (1 3 .7 8 )  з а п и ш е т с я  в  в и д е
и  4 n a r Н 0 а  ( - / a ) s h ( H a )  — s h ( H a  z / а )
H x —  ̂ “  v max
c 2 H a c h ( H a )  — 1
(1 3 .8 0 )
С к о р о с т ь  ж и д к о с т и  н а  о с и  к а н а л а  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  и з  п е р в о ­
г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  (1 3 .6 9 ) .  Д в а ж д ы  д и ф ф е р е н ц и р у я  (1 3 .7 6 )  п о  -  и  
и с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и е  (1 3 .8 0 )  д л я  H x , п о л у ч и м
v max
а 2 c h ( H a )  — 1 d p  
П H a  • s h ( H a )  d x
( 1 3 .8 1 )
О б ы ч н ы й  г и д р о д и н а м и ч е с к и й  р е з у л ь т а т  и з  (1 3 .8 1 )  м о ж н о  п о л у ч и т ь  
в  т о м  с л у ч а е ,  к о г д а  ж и д к о с т ь  н е  в з а и м о д е й с т в у е т  с  м а г н и т н ы м  п о л е м . 
Э т о  б у д е т  т о г д а ,  к о г д а  и л и  о т с у т с т в у е т  м а г н и т н о е  п о л е ,  и л и  п р о в о ­
д и м о с т ь  ж и д к о с т и  р а в н а  н у л ю  (H a  ^  0 ) .  В  э т о м  п р е д е л е ,  р а с к р ы в а я  
н е о п р е д е л е н н о с т ь  в  (1 3 .8 1 )  п о  п р а в и л у  Л о п и т а л я ,  п о л у ч а е м  и з в е с т н ы й  
р е з у л ь т а т  д л я  п л о с к о г о  т е ч е н и я  П у а з е й л я :
v max
а 2 d p  
2 ц d x
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Т о ч н о  т а к  ж е  и з  ф о р м у л ы  (1 3 .7 6 )  п р и  H a  0 с н о в а  и м е е м  р е з у л ь т а т  
т р а д и ц и о н н о й  г и д р о д и н а м и к и :
v x vmax | 1  2
2
И з  ф о р м у л  (1 3 .7 1 )  и  (1 3 .8 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  т о л ь к о  п р и  z  =  ±  а  и  
z  =  0 д а в л е н и е  в  ж и д к о с т и  р а в н о  г и д р о с т а т и ч е с к о м у  д а в л е н и ю .  В о  
в с е х  о с т а л ь н ы х  т о ч к а х  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  п л о с к о г о  к а н а л а  о с т а е т ­
с я  н е и з м е н н о й  л и ш ь  с у м м а  г и д р о с т а т и ч е с к о г о  и  м а г н и т н о г о  д а в л е н и й
p  +  # Х / 8 п .
С л е д о в а т е л ь н о ,  в  э т и х  т о ч к а х  н е д о с т а т о к  г и д р о с т а т и ч е с к о г о  д а в л е ­
н и я  в о с п о л н я е т с я  м а г н и т н ы м  д а в л е н и е м  т а к ,  ч т о  с у м м а  и х  о с т а е т с я  
п о с т о я н н о й  в  д а н н о м  с е ч е н и и .
П р и  H a  <С 1, р а з л а г а я  в  р я д  ч и с л и т е л ь  и  з н а м е н а т е л ь  (1 3 .8 1 )  с  т о ч ­
н о с т ь ю  д о  ч л е н о в  H a 2, п о л у ч и м
2 х 1  „  о\  d p
— 1 — H a 2 .
2 ц  I 1 2  /  дх 1 3 .8 2v max
И з  п о с л е д н е г о  в ы р а ж е н и я  в и д н о ,  ч т о  п р и  з а д а н н о м  г р а д и е н т е  г и д р о ­
с т а т и ч е с к о г о  д а в л е н и я  с  у в е л и ч е н и е м  Н о  и л и  а т с к о р о с т ь  у м е н ь ш а е т с я ,  
т . е . м а г н и т н о е  п о л е  п р е п я т с т в у е т  д в и ж е н и ю  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и ,  и  
э т о  с о п р о т и в л е н и е  т е м  б о л ь ш е ,  ч е м  б о л ь ш е  п р о в о д и м о с т ь  ж и д к о с т и  и  
н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я .  П р о ф и л ь  с к о р о с т и  с т а н о в и т с я  б о л е е  
п л о с к и м ,  к а к  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  ( р и с .  1 3 .7 ) ,  а  м а г н и т н ы е  с и ­
л о в ы е  л и н и и  и з г и б а ю т с я  ( н а т я г и в а ю т с я )  в  н а п р а в л е н и и  д в и ж е н и я  ж и д -
П р и  б о л ь ш и х  з н а ч е н и я х  H a  с к о р о с т ь  
ж и д к о с т и  с т а н о в и т с я  п о с т о я н н о й  п о ч т и  п о  
в с е м у  с е ч е н и ю  к а н а л а , и  т о л ь к о  в б л и з и  с т е ­
н о к  и м е ю т с я  т а к  н а з ы в а е м ы е  г а р т м а н о в -  
с к и е  с л о и  с  б о л ь ш и м и  г р а д и е н т а м и  с к о р о ­
с т и .  В  п е р в о м  п р и б л и ж е н и и  б е з р а з м е р н а я  
т о л щ и н а  э т и х  с л о е в  п р о п о р ц и о н а л ь н а  H a - 1 . 
О б ъ е м н ы й  р а с х о д  ж и д к о с т и  в  к а н а л е  с  
у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  (1 3 .7 6 )  д л я  с к о р о с т и  р а в е н :
Р и с .  1 3 .7
+ а
Qv  =  J  Vxd z
— а
2  a v
c h ( H a )  — 1
c h ( H a )
1
H a
s h ( H a ) (1 3 .8 3 )
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С р е д н я я  п о  п о п е р е ч н о м у  с е ч е н и ю  к а н а л а  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  о п р е ­
д е л и т с я  с л е д у ю щ и м  в ы р а ж е н и е м :
Qv v max
V 2 a  c h ( H a )  — 1
13.10. Задача Стокса
Р а с с м о т р и м  с т а ц и о н а р н о е  м е д л е н н о е  ( R e  ^  1 ) о б т е к а н и е  н е п р о в о д я щ е ­
г о  ш а р а  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  п о т о к о м  н е с ж и м а е м о й  п р о в о д я щ е й  ж и д ­
к о с т и  в  п р и с у т с т в и и  в н е ш н е г о  м а г н и т н о г о  п о л я .  П у с т ь  в е к т о р  с к о р о с т и  
н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  н а п р а в л е н  в д о л ь  о с и  x  и  с о с т а в л я е т  у г о л  а  с  
в е к т о р о м  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  Н 0 в  н е в о з м у щ е н н о й  о б л а с т и  
(р и с .  1 3 .8 ) .  Р а д и у с  ш а р а  р а в е н  а .
c h ( H a )  — s h (H a )
H a
(1 3 .8 4 )
Р и с .  1 3 .8
Д л я  о п р е д е л е н и я  п о л я  с к о р о с т е й  и  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о ­
л я  н е о б х о д и м о  р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й  (1 3 .6 8 ) .  Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  
з а д а ю т с я  д л я  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  и  н а п р я ж е н н о с т и  п о л я  н а  п о в е р х н о ­
с т и  ш а р а  и  н а  б е с к о н е ч н о м  у д а л е н и и  о т  н е г о  в  н е в о з м у щ е н н о й  о б л а с т и  
т е ч е н и я .  П о с к о л ь к у  п о в е р х н о с т н ы х  т о к о в  н а  н е п р о в о д я щ е й  с ф е р е  н е т , 
и м е е м
r  =  -> /x 2 +  y 2 +  z 2 =  а : v  =  0 , Н  =  0;
r  ^  ж : v  =  v ^ , Н  =  Н 0 . ( 1 3 .8 5 )
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П р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  у д а л о с ь  п о л у ч и т ь  т о л ь к о  п р и  м а л ы х  
и  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Г а р т м а н а .  О п у с к а я  г р о м о з д к и е  в ы ч и с л е н и я ,  п р и в е ­
д е м  р е з у л ь т а т ы  д л я  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ е й  н а  ш а р  с о  с т о р о н ы  ж и д к о с т и .
П р и  H a  ^  1 с и л а  л о б о в о г о  с о п р о т и в л е н и я  р а в н а :
— -  /  1 \
—x  =  1 +  -  I 1 +  -  s in 2 а  ) H a  +  O ( H a 2) .  ( 1 3 .8 6 )
—o 8  \  2  )
З д е с ь  —0 =  6 n rq a v ^  —  с и л а  С т о к с а  п р и  о т с у т с т в и и  м а г н и т н о г о  п о л я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  н а л и ч и е  м а г н и т н о г о  п о л я  п р и  H a  ^  1 у в е л и ч и в а е т  
с о п р о т и в л е н и е  н а  в е л и ч и н у  п о р я д к а  H a . О ч е в и д н о ,  э т о  с в я з а н о  с  я в л е ­
н и я м и  н а т я ж е н и я  и  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й ,  у с и ­
л и в а ю щ и м и  а с и м м е т р и ю  п о л я  т е ч е н и я  о т н о с и т е л ь н о  о с и  z .  П о  э т о й  ж е  
п р и ч и н е  в о з н и к а е т  п о д ъ е м н а я  с и л а ,  л е ж а щ а я  в  п л о с к о с т и ,  о б р а з у е м о й  
в е к т о р а м и  с к о р о с т и  и  н а п р я ж е н н о с т и  H 0 :
—z  =  —  H a  ■ s in  2 а  +  O ( H a 2) .  ( 1 3 .8 7 )
— 0 - 2
Т о л ь к о  в  т о м  с л у ч а е ,  к о г д а  у г о л  м е ж д у  в е к т о р а м и  v ^  и  Н 0 р а в е н  
а  =  0  и л и  а  =  п / 2 , п о л е  т е ч е н и я  с и м м е т р и ч н о  о т н о с и т е л ь н о  о с и  х ,  и  
п о д ъ е м н а я  с и л а  о т с у т с т в у е т .
З а м е т и м ,  ч т о  в ы р а ж е н и я  (1 3 .8 6 )  и  (1 3 .8 7 )  н е  и з м е н я т с я  и  в  с л у ч а е  
п р о в о д я щ е г о  ш а р а .  В к л а д  в  с и л у  с о п р о т и в л е н и я  и  п о д ъ е м н у ю  с и л у  в з а ­
и м о д е й с т в и я  т о к а  в н у т р и  п р о в о д я щ е г о  ш а р а  с  м а г н и т н ы м  п о л е м  п р о ­
я в л я е т с я  в  ч л е н а х  п о р я д к а  H a 2 и  в ы ш е .
П р и  H a  ^  1 п о л у ч е н о  р е ш е н и е  л и ш ь  в  с л у ч а е  п р о д о л ь н о г о  м а г н и т ­
н о г о  п о л я  п р и  а  =  0 :
— 2
—x  =  9  H a . ( 1 3 -8 8 )
Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Г а р т м а н а  с и л а  л о б о в о г о  с о п р о ­
т и в л е н и я  м о ж е т  у в е л и ч и в а т ь с я  в  д е с я т к и  р а з .
13.11. Магнитогидродинамические 
машины
1 3 . 1 1 . 1 .  Э л е к т р о м а г н и т н ы е  н а с о с ы
В  п о с л е д н и е  г о д ы  ш и р о к о  и с п о л ь з у ю т с я  д л я  п е р е к а ч к и  п р о в о д я щ и х  
ж и д к о с т е й  э л е к т р о м а г н и т н ы е  н а с о с ы .  О н и  о к а з а л и с ь  о с о б е н н о  н е о б х о ­
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димыми в атомных реакторах с жидкими металлическими теплоноси­
телями типа калия, натрия и их смесей. Преимуществами электромаг­
нитных насосов, которые обеспечили их широкое применение, являются  
следующие:
1. Чрезвычайная простота конструкции и простота регулировки их 
производительности как по величине, так и по направлению.
2. Абсолютная герметичность насоса, что очень важно при пере­
качке вредных агрессивных или взрывоопасных веществ. Так, утечка  
жидкого натрия из контура охлаждения создает большую пожарную  
опасность, так как при соединении с водой (например, находящейся в 
теплообменнике) реакция идет со взрывом.
3. Простота монтажа насоса в магистральном трубопроводе без со­
здания дополнительных гидравлических сопротивлений.
Все электромагнитные насосы можно разделить на два класса — 
индукционные насосы и насосы прямого действия (фарадеевского ти­
па). Принцип действия индукционного насоса можно понять следую­
щим образом (рис. 13.9). Представим себе, что вдоль трубопровода (2) 
с проводящей ж идкостью специальные индукторы ( 1 ) создают бегущее 
магнитное поле. Э то  можно осуществить по тому же принципу, по кото­
рому вращающееся магнитное поле в статоре асинхронного двигателя  
индукционно увлекает ротор. Бегущее магнитное поле также индукци- 
онно увлекает проводящую ж идкость, прокачивая ее по трубопроводу  
в том или ином направлении в зависимости от направления «бега» маг­
нитного поля. Д ля увеличения производительности насоса индукторы  
бегущего магнитного поля обычно помещают в начале и в конце трубо­
провода. Ясно, что часть трубопровода, находящаяся меж ду индуктора-
Рис. 13.9
ми магнитного поля, долж на быть сделана из немагнитного материала 
с малой электропроводностью (например, тонкая нержавеющая сталь). 
Индукционный насос можно создать и следующим способом. Если
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в статор асинхронного двигателя поставить стакан с ртутью , то при 
включении статора его вращающееся магнитное поле будет увлекать 
ртуть в стакане и придаст ей вращательное движение. Теперь можно  
представить, что статор ( 1 ) надет на трубопровод (2 ), а внутри трубо­
провода находится винт (3) (рис. 13.10).
Тогда вращающаяся проводящая ж идкость будет «ввинчиваться» 
вдоль оси трубы, создавая поступательное движение жидкости в тру­
бопроводе. К  сожалению, К П Д  индукционных насосов очень мал и со­
ставляет 2 ̂  3 % , так как велики потери в стенках трубопровода и самой 
ж идкости при ее нагреве.
Схема электромагнитных насосов прямого действия показана на 
рис. 13.11. В этом насосе магнитное поле постоянно и создается или
Рис. 13.11
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э л е к т р о м а г н и т о м ,  и л и  п о с т о я н н ы м  м а г н и т о м .  М е ж д у  п о л ю с а м и  р а с п о ­
л о ж е н  п р я м о у г о л ь н ы й  у ч а с т о к  т р у б о п р о в о д а  с  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т ь ю .  
П е р п е н д и к у л я р н о  м а г н и т н о м у  п о л ю  ч е р е з  б о к о в у ю  п о в е р х н о с т ь  т р у б о ­
п р о в о д а ,  а  с л е д о в а т е л ь н о ,  п е р п е н д и к у л я р н о  и  с к о р о с т и  ж и д к о с т и ,  т е ч е т  
т о к  п л о т н о с т ь ю  j ,  с о з д а в а е м ы й  т а к ж е  н е з а в и с и м ы м  и с т о ч н и к о м  т о к а .  
Е с л и  п о с т о я н н о е  м а г н и т н о е  п о л е  с о з д а е т с я  э л е к т р о м а г н и т о м ,  т о  т о к  
j  и  т о к  э л е к т р о м а г н и т а  м о г у т  с о з д а в а т ь с я  о д н и м  и  т е м  ж е  и с т о ч н и ­
к о м  т о к а .  Я с н о ,  ч т о  б о к о в ы е  п о в е р х н о с т и  п р я м о у г о л ь н о й  т р у б ы  д о л ж ­
н ы  б ы т ь  и з г о т о в л е н ы  и з  х о р о ш о  п р о в о д я щ е г о  н е м а г н и т н о г о  м а т е р и а л а ,  
в  т о  в р е м я  к а к  п о в е р х н о с т и ,  п е р п е н д и к у л я р н ы е  м а г н и т н о м у  п о л ю ,  —  
и з  н е м а г н и т н о г о  м а т е р и а л а ,  о б л а д а ю щ е г о  п л о х о й  п р о в о д и м о с т ь ю .  К о ­
э ф ф и ц и е н т  п о л е з н о г о  д е й с т в и я  н а с о с о в  п р я м о г о  д е й с т в и я  з н а ч и т е л ь н о  
в ы ш е ,ч е м  и н д у к ц и о н н ы х  н а с о с о в ,  и  с о с т а в л я е т  2 5 ^  3 0  % .  П р и ч е м  в  э т о т  
К П Д  в х о д и т  и  К П Д  в ы п р я м и т е л ь н ы х  у с т р о й с т в  и с т о ч н и к о в  п и т а н и я .
С д е л а е м  г р у б ы й ,  о р и е н т и р о в о ч н ы й  р а с ч е т  п р о и з в о д и т е л ь н о с т и  н а ­
с о с а  п р я м о г о  д е й с т в и я  п р и  с л е д у ю щ и х  п р и б л и ж е н и я х .
1. Б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о  м а г н и т н о е  п о л е  п о с т о я н н о ,  о д н о р о д н о  в  о б ъ е ­
м е  а  ■ b ■ l ( р и с .  1 3 .1 1 )  и  о п р е д е л я е т с я  т о л ь к о  п о л е м  п о с т о я н н о г о  м а г н и т а .  
М а г н и т н о е  п о л е  и н д у к ц и о н н ы х  т о к о в  м а л о  и  с л а б о  в л и я е т  н а  м а г н и т н о е  
п о л е  п о с т о я н н о г о  м а г н и т а .
2. Б у д е м  т а к ж е  п о л а г а т ь ,  ч т о  ш и р и н а  
к а н а л а  м н о г о  б о л ь ш е  е г о  в ы с о т ы  (b  ^  
а ) ,  т о г д а  з а д а ч у  о  д в и ж е н и и  ж и д к о с т и  ' 
в  п р я м о у г о л ь н о м  к а н а л е  м о ж н о  р а с с м а т ­
р и в а т ь  к а к  п л о с к у ю ,  к а к  з а д а ч у  о  д в и ­
ж е н и и  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  м е ж д у  д в у ­
м я  п а р а л л е л ь н ы м и  б е с к о н е ч н ы м и  п л о с ­
к о с т я м и  (р и с .  1 3 .1 2 ) .
3 . П у с т ь  в  т р у б о п р о в о д е  н е т  г р а д и е н ­
т а  г и д р о с т а т и ч е с к о г о  д а в л е н и я  н е э л е к т р о м а г н и т н о г о  п р о и с х о ж д е н и я .  
Т о г д а  в  с т а ц и о н а р н о м  с л у ч а е  и м е е м  с л е д у ю щ е е  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  
д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и :
Н( а
х
Р и с .  1 3 .1 2
d 2 V 1
П - g z t  =  - H o j .  ( 13 .8 9 )
З а м е т и м ,  ч т о  у р а в н е н и е  ( 1 3 .8 9 ) ,  е с л и  з а м е н и т ь  п р а в у ю  ч а с т ь  п р о ­
д о л ь н ы м  г р а д и е н т о м  д а в л е н и я ,  ф о р м а л ь н о  с о в п а д а е т  с  у р а в н е н и е м ,  и с ­
п о л ь з о в а н н ы м  в  з а д а ч е  о  п л о с к о м  т е ч е н и и  П у а з е й л я .  П о э т о м у  м о ж н о
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в о с п о л ь з о в а т ь с я  и з в е с т н ы м  р е ш е н и е м ,  з а м е н и в  г р а д и е н т  д а в л е н и я  н а  
H 0j / c .  С л е д о в а т е л ь н о ,  о б ъ е м н ы й  р а с х о д  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  ч е р е з  
т р у б о п р о в о д  ш и р и н о й  b (п р е н е б р е г а я  т о р м о ж е н и е м  ж и д к о с т и  б о к о в ы ­
м и  п о в е р х н о с т я м и  т р у б ы )  б у д е т  р а в е н :
a 3b H 0j
1 2 ц c
(1 3 .9 0 )
О ц е н и м  п р о и з в о д и т е л ь н о с т ь  н а с о с а ,  п р о к а ч и в а ю щ е г о  с м е с ь  N a - K  
( 5 6 % - н ы й  н а т р и й  +  4 4 % - н ы й  к а л и й ) ,  п р и м е н я е м у ю  в  к а ч е с т в е  т е п л о ­
н о с и т е л я  а т о м н ы х  р е а к т о р о в .  П р и в е д е м  и с х о д н ы е  д а н н ы е :
H 0 =  1 0 3 Э ,  I  =  2 0 0  А ,  ц (2 5 0  ° С )  =  0 ,0 0 3 4 6  П а  ■ с , 
а  =  2  с м ,  b = 1 0  с м ,  l =  4 0  с м .
П л о т н о с т ь  т о к а  р а в н а :
I  A
j 4 . 3 . 1 0 9 С Г С Э .
l a  с м 2 l a  с м 2
П о д с т а в л я я  з н а ч е н и я  в е л и ч и н ,  в х о д я щ и х  в  ф о р м у л у  ( 1 3 .9 0 ) ,  д л я  о б ъ ­
е м н о г о  р а с х о д а  п о л у ч а е м
Qv  =  —
a 3 b H o I  ■ 3 ■ 1 0 9 5- 1 0 4
1 2 nlac
С р е д н я я  п о  с е ч е н и ю  к а н а л а  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и
Q v м
v  =  —  =  2 5 - .  
b a  с
с м 3
с
К о н е ч н о ,  п р и в е д е н н ы й  р а с ч е т  п р е т е н д у е т  л и ш ь  н а  п о р я д о к  в е л и ч и н ,  
т а к  к а к  м ы  н е  у ч и т ы в а л и  м а г н и т н о е  п о л е ,  с о з д а в а е м о е  с а м и м  т о к о м ,  ч т о  
с у щ е с т в е н н о  б у д е т  с н и ж а т ь  р а с х о д .
П р и  р а с ч е т е  р е а л ь н о й  г и д р а в л и ч е с к о й  с и с т е м ы ,  р а з у м е е т с я ,  н е о б х о ­
д и м о  з н а т ь  е е  г и д р а в л и ч е с к о е  с о п р о т и в л е н и е ,  к о т о р о е  в  с у щ е с т в е н н о й  
м е р е  б у д е т  о п р е д е л я т ь  р а с х о д  ж и д к о с т и .
1 3 . 1 1 . 2 .  М а г н и т о г и д р о д и н а м и ч е с к и й  г е н е р а т о р
М а г н и т о г и д р о д и н а м и ч е с к и й  г е н е р а т о р  ( М Г Д - г е н е р а т о р )  —  м а ш и н а  д л я  
н е п о с р е д с т в е н н о г о  п р е о б р а з о в а н и я  т е п л о в о й  э н е р г и и  в  э л е к т р и ч е с к у ю .
554
Принцип работы МГД-генератора тот же, что и у электромагнитного 
насоса прямого действия (рис. 13.11).
Если по каналу (рис. 13.11) при помощи некоторой неэлектромагнит­
ной силы двигать проводящую жидкость, то на боковых поверхностях 
канала возникнет разность потенциалов. Если теперь эти боковые по­
верхности соединить с внешним сопротивлением, то через него потечет 
ток. В этом случае устройство (рис. 13.11) будет работать как генера­
тор электрической энергии. Преимущество МГД перед существующими 
генераторами очевидно. В МГД нет движущихся частей, нет паровых 
турбин, и, как показывают расчеты, КПД магнитогидродинамическо­
го генератора большой мощности может достигать 60 % против 40 % 
на существующих электростанциях. Поэтому проблема создания МГД 
большой мощности в настоящее время интенсивно разрабатывается как 
у нас, так и за рубежом.
Оценим мощность магнитогидродинамического генератора. 
В устройстве (рис. 13.11) без внешней цепи ток не течет. При 
этом напряженность электрического поля будет такова:
j =  оу ( E +— [ v, H ] j = 0 ,  E = -  vH0. (13.91)
Если боковые поверхности трубы соединить с внешней нагрузкой 
сопротивлением RH, то в электрической цепи потечет ток, равный
Rb +  Rh
где Rb — внутреннее сопротивление цепи.
Мощность, потребляемая во внешней цепи, будет такова:
W =  I 2Rh U 2Rh
(Rb +  Rh)2 .
Внутреннее сопротивление генератора определяется проводимостью 






Rh (при заданном U максимальная мощность W ) то имеем
Or U 2V
4b2 ’
V = lab. (13.92)
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Э л е к т р и ч е с к а я  э н е р г и я  м о ж е т  б ы т ь  п о л у ч е н а  т о л ь к о  з а  с ч е т  т о р м о ­
ж е н и я  и  с ж а т и я  в е щ е с т в а .  Т а к ,  е с л и  в н у т р и  т р у б ы  п о с т о я н н о г о  с е ч е н и я  
д в и г а л а с ь  б ы  п р о в о д я щ а я  н е с ж и м а е м а я  ж и д к о с т ь  ( н а п р и м е р ,  р т у т ь ) ,  
т о  в  с и л у  н е с ж и м а е м о с т и  ж и д к о с т и  и  н е п р е р ы в н о с т и  р а с х о д а  ( п о с т о я н ­
с т в а  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и )  т а к о е  у с т р о й с т в о  н е  м о г л о  б ы  с л у ­
ж и т ь  г е н е р а т о р о м  э л е к т р и ч е с к о й  э н е р г и и .  П о э т о м у  р а б о ч и м  в е щ е с т в о м  
в  М Г Д - г е н е р а т о р е  м о ж е т  б ы т ь  т о л ь к о  г а з .
К а к  с л е д у е т  и з  ф о р м у л ы  ( 1 3 .9 2 ) ,  р а б о ч и й  г а з  д о л ж е н  о б л а д а т ь  о п р е ­
д е л е н н о й  п р о в о д и м о с т ь ю .  П о э т о м у  с л е д у е т  и с п о л ь з о в а т ь  и о н и з и р о в а н ­
н ы й  г а з .
Д о с т а т о ч н у ю  и о н и з а ц и ю  г а з а  м о ж н о  п о л у ч и т ь  и л и  н а г р е в а я  е г о  д о  
в ы с о к и х  т е м п е р а т у р  (3  ^  6 ) • 1 0 3 К ,  и л и  д о б а в л я я  к  н е м у  л е г к о  и о н и ­
з и р у ю щ и е с я  п р и с а д к и .  В  к а ч е с т в е  п р и с а д о к  м о г у т  с л у ж и т ь  в е щ е с т в а  с  
м а л ы м  п о т е н ц и а л о м  и о н и з а ц и и ,  н а п р и м е р  п а р ы  ц е з и я . Д л я  с р а в н е н и я :  
п о т е н ц и а л  и о н и з а ц и и  а з о т а  р а в е н  14 , 5  э В ,  к и с л о р о д а  —  13 , 5  э В ,  ц е з и я  —  
3 , 8 8  э В .  И з  в с е х  э л е м е н т о в  ц е з и й  и м е е т  н а и м е н ь ш и й  п о т е н ц и а л  и о н и з а ­
ц и и . Д о с т а т о ч н а я  и о н и з а ц и я  в о з д у х а ,  а  с л е д о в а т е л ь н о ,  е г о  д о с т а т о ч н а я  
п р о в о д и м о с т ь  м о ж е т  б ы т ь  д о с т и г н у т а  т о л ь к о  п р и  о ч е н ь  в ы с о к и х  т е м ­
п е р а т у р а х  п о р я д к а  (5  ^  6 ) • 1 0 3 К .  Н о  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  н е  с у щ е с т в у е т  
к о н с т р у к ц и о н н ы х  м а т е р и а л о в ,  к о т о р ы е  б ы  д л и т е л ь н о е  в р е м я  в ы д е р ж и ­
в а л и  с т о л ь  в ы с о к у ю  т е м п е р а т у р у .  И м е н н о  с  ц е л ь ю  с н и ж е н и я  т е м п е р а ­
т у р ы  г а з а  д л я  о б е с п е ч е н и я  е г о  д о с т а т о ч н о й  п р о в о д и м о с т и  и  н е о б х о д и м о  
д е л а т ь  л е г к о  и о н и з и р у ю щ и е с я  п р и с а д к и .  Н о  п о с к о л ь к у  ц е з и й  д о р о г о й  
м а т е р и а л ,  т о  о ч е в и д н о ,  ч т о  г а з  с  п р и с а д к о й  д о л ж е н  ц и р к у л и р о в а т ь  в  
н е к о т о р о м  з а м к н у т о м  к о н т у р е ,  о б е с п е ч и в а ю щ е м  с о х р а н н о с т ь  п р и с а д к и .
С д е л а е м  о р и е н т и р о в о ч н ы й  р а с ч е т .  П у с т ь  М Г Д - г е н е р а т о р  и м е е т  с л е ­
д у ю щ и е  х а р а к т е р и с т и к и :
H 0 =  1 0 4 Э ,  v  =  1 0 5 с м / с ,  a r =  1 0 12  с - 1 , 
а  =  1 0  с м ,  b =  1 0 0  с м ,  l =  1 0 0  с м .
Т о г д а  н а п р я ж е н и е  н а  б о к о в ы х  п л а с т и н а х  М Г Д - г е н е р а т о р а  с  у ч е т о м  
(1 3 .9 1 )  б у д е т  р а в н о :
U  =  b E  =  b 1  v H o  =  1 0  С Г С Э  ( «  1 0 0 0  В ) .
С 3
М о щ н о с т ь  г е н е р а т о р а
W  =  2 ,8  • 1 0 13  —  =  2 ,8  М В т .  
с
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И з  ф о р м у л ы  (1 3 .9 2 )  с л е д у е т ,  ч т о  н а р я д у  с  у в е л и ч е н и е м  п р о в о д и м о с т и  
р а б о ч е г о  г а з а  н е о б х о д и м о  у в е л и ч и в а т ь  е г о  с к о р о с т ь  и  н а п р я ж е н н о с т ь  
м а г н и т н о г о  п о л я .  В  н а с т о я щ е е  в р е м я  к о н с т р у к т о р ы  с т р е м я т с я  и с п о л ь ­
з о в а т ь  я в л е н и е  с в е р х п р о в о д и м о с т и  д л я  с о з д а н и я  с и л ь н ы х  п о с т о я н н ы х  
м а г н и т н ы х  п о л е й .
Ф о р м у л а  (1 3 .9 2 )  м о ж е т  и с п о л ь з о в а т ь с я  т о л ь к о  д л я  г р у б ы х  о ц е н о к ,  
т а к  к а к  п р и  е е  в ы в о д е  м ы  н е  у ч и т ы в а л и  м н о г и е  ф а к т о р ы ,  в л и я ю щ и е  н а  
э ф ф е к т и в н о с т ь  р а б о т ы  М Г Д - г е н е р а т о р а  (м а г н и т н о е  п о л е  т о к а  в  э л е к ­
т р о д н о м  п р о м е ж у т к е ,  т о р м о ж е н и е  г а з а  и  т. д . ) .
Р е а л ь н ы е  м а г н и т о г и д р о д и н а м и ч е с к и е  г е н е р а т о р ы  с о с т о я т  и з  к а м е ­
р ы  с г о р а н и я  и л и  н а г р е в а  р а б о ч е г о  г а з а  с  п р и с о е д и н е н н ы м  к  н е й  с о п л о м  
Л а в а л я ,  в  к о т о р о м  г а з  у с к о р я е т с я .  С о п л о  Л а в а л я  п о м е щ е н о  в  п о п е р е ч ­
н о е  п о с т о я н н о е  м а г н и т н о е  п о л е .  В н у т р и  с о п л а  т а к ж е  с м о н т и р о в а н ы  т о ­
к о п р и е м н ы е  п л а с т и н ы ,  к  к о т о р ы м  и  п о д к л ю ч а е т с я  в н е ш н я я  э л е к т р и ч е ­
с к а я  н а г р у з к а .
1 3 . 1 1 . 3 .  П л а з м е н н ы е  д в и г а т е л и
Т я г а ,  с о з д а в а е м а я  р е а к т и в н ы м  д в и г а т е л е м ,  р а в н а  M v ,  г д е  М  —  м а с с а  
в е щ е с т в а ,  в ы б р а с ы в а е м а я  д в и г а т е л е м  в  1  с ; v  —  с к о р о с т ь ,  с  к о т о р о й  э т а  
м а с с а  в ы б р а с ы в а е т с я .  С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  с о з д а н и я  м а к с и м а л ь н о й  т я ­
г и  п р и  з а д а н н о м  к о л и ч е с т в е  в е щ е с т в а  д о л ж н а  б ы т ь  м а к с и м а л ь н о й  с к о ­
р о с т ь  в ы б р о с а  э т о г о  в е щ е с т в а  д в и г а т е л е м .  Е с л и  в о с п о л ь з о в а т ь с я  г а з о ­
д и н а м и ч е с к и м  с п о с о б о м  у с к о р е н и я  г а з о в о г о  п о т о к а ,  т о  с к о р о с т ь  в ы т е ­
к а ю щ е г о  г а з а  и з  с о п л а  д в и г а т е л я  н е  м о ж е т  б ы т ь  б о л ь ш е  м а к с и м а л ь н о й  
с к о р о с т и :
г д е  с 0 —  с к о р о с т ь  з в у к а  в  н е п о д в и ж н о м  г а з е ;  у  —  п о к а з а т е л ь  а д и а б а т ы ;  
R  —  м о л я р н а я  г а з о в а я  п о с т о я н н а я ;  Т 0 —  т е м п е р а т у р а  г а з а ;  ц  —  м о л я р ­
н а я  м а с с а  г а з а .
И з  ф о р м у л ы  (1 3 .9 3 )  в и д н о ,  ч т о  д л я  у в е л и ч е н и я  с к о р о с т и  и с т е ч е н и я  
г а з а  н е о б х о д и м о  у в е л и ч и в а т ь  е г о  т е м п е р а т у р у  Т 0 и  и с п о л ь з о в а т ь  г а з  
с  м а л о й  м о л я р н о й  м а с с о й .  Ф о р м у л а  п р и в е д е н а  л и ш ь  з а т е м ,  ч т о б ы  п о ­
к а з а т ь ,  ч т о  с у щ е с т в у е т  п р е д е л  у в е л и ч е н и я  с к о р о с т и  г а з о д и н а м и ч е с к и ­
м и  с р е д с т в а м и .  В  д е й с т в и т е л ь н о с т и  и з в е с т н о ,  ч т о  с к о р о с т ь  v max м о ж е т
(1 3 .9 3 )
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б ы т ь  д о с т и г н у т а  п р и  и с т е ч е н и и  г а з а  в  в а к у у м ,  г д е  а б с о л ю т н а я  т е м п е р а ­
т у р а  р а в н а  н у л ю . П р и  э т о м  п о т о к  д о л ж е н  п о в е р н у т ь  н а  о п р е д е л е н н ы й  
у г о л  т а к ,  ч т о  н а п р а в л е н н а я  в д о л ь  д в и г а т е л я  р е а к т и в н а я  т я г а  н е к о т о р о й  
ч а с т и  с т р у и  б у д е т  р а в н а  н у л ю  и л и  д а ж е  и м е т ь  о т р и ц а т е л ь н о е  з н а ч е н и е .
О д н а к о  с у щ е с т в у е т  в о з м о ж н о с т ь  у в е л и ч и т ь  с к о р о с т ь  в ы б р а с ы в а е ­
м о г о  в е щ е с т в а  э л е к т р о м а г н и т н ы м и  с п о с о б а м и .  Э т о  м о ж н о  с д е л а т ь  в  
у с т р о й с т в е  т и п а  э л е к т р о м а г н и т н о г о  н а с о с а  п р я м о г о  д е й с т в и я ,  е с л и  г а з  
я в л я е т с я  д о с т а т о ч н о  х о р о ш о  п р о в о д я щ е й  п л а з м о й .  Е с л и  ж е  в  д в и г а ­
т е л е  к а к и м - л и б о  с п о с о б о м  о р г а н и з о в а т ь  и с т о ч н и к  и о н о в ,  т о  и х  м о ж н о  
р а з о г н а т ь  в  э л е к т р о с т а т и ч е с к о м  п о л е  п р а к т и ч е с к и  д о  с у б с в е т о в ы х  с к о ­
р о с т е й .  К о н е ч н о ,  к а к  в  т о м ,  т а к  и  в  д р у г о м  с л у ч а е  н а  б о р т у  к о с м и ч е с к о ­
г о  к о р а б л я  д о л ж е н  б ы т ь  д о с т а т о ч н о  м о щ н ы й  и с т о ч н и к  э л е к т р и ч е с к о й  
э н е р г и и .
13.12. Турбулентное динамо
И з  п р и н ц и п а  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й  в  в е щ е с т в о  
с л е д у е т ,  ч т о  м а г н и т н о е  п о л е  б у д е т  п р е п я т с т в о в а т ь  в о з н и к н о в е н и ю  т у р ­
б у л е н т н о г о  р е ж и м а  т е ч е н и я  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и .  Т а к ,  е с л и  п о л е  н а ­
п р а в л е н о  в д о л ь  т р у б ы ,  п о  к о т о р о й  д в и ж е т с я  п р о в о д я щ а я  ж и д к о с т ь ,  
т о  о ч е в и д н о ,  ч т о  в о з н и к н о в е н и е  п о п е р е ч н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  с к о р о с т и  
в с л е д с т в и е  н а т я ж е н и я  п р и  э т о м  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й  б у д е т  з а ­
т р у д н е н о ,  а  с л е д о в а т е л ь н о ,  п е р е х о д  о т  л а м и н а р н о г о  р е ж и м а  т е ч е н и я  
к  т у р б у л е н т н о м у  б у д е т  п р о и с х о д и т ь  п р и  б о л ь ш и х  ч и с л а х  Р е й н о л ь д ­
с а ,  н е ж е л и  в  н е п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  и л и  в  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и ,  
н о  б е з  м а г н и т н о г о  п о л я .  Т о ч н о  т а к  ж е  м а г н и т н о е  п о л е ,  н а п р а в л е н н о е  
в д о л ь  т а н г е н ц и а л ь н о г о  р а з р ы в а  в  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и ,  у в е л и ч и в а е т  
е г о  у с т о й ч и в о с т ь .
Т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  о б л а д а е т  и н т е р е с ­
н ы м  с в о й с т в о м  с а м о п р о и з в о л ь н о г о  в о з н и к н о в е н и я  с р а в н и т е л ь н о  б о л ь ­
ш и х  м а г н и т н ы х  п о л е й .  Э т о  я в л е н и е  н а з ы в а ю т  т у р б у л е н т н ы м  д и н а м о .
В  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в с е г д а  с у щ е с т в у ю т  э ф ф е к т ы ,  п р и в о д я щ и е  к  
в о з н и к н о в е н и ю  с л а б ы х  м а г н и т н ы х  п о л е й ,  н а п р и м е р ,  м е х а н о м а г н и т н ы й  
э ф ф е к т  и л и  ф л у к т у а ц и и  э л е к т р и ч е с к о г о  з а р я д а .
Р а с с м о т р и м ,  к а к  б у д е т  в е с т и  с е б я  в  д а л ь н е й ш е м  в о з н и к ш е е  с л а б о е  
м а г н и т н о е  п о л е  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и .
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Д л я  э т о г о ,  о ч е в и д н о ,  м ы  д о л ж н ы  р а с с м о т р е т ь  д в а  к о н к у р и р у ю щ и х  э ф ­
ф е к т а .
1. П р и  д в и ж е н и и  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в  в о з н и к ш е м  с л а б о м  м а г н и т ­
н о м  п о л е  в  н е й  б у д у т  в о з н и к а т ь  и н д у к ц и о н н ы е  т о к и ,  а  с л е д о в а т е л ь н о ,  
б у д е т  п р о и с х о д и т ь  д и с с и п а ц и я  э л е к т р и ч е с к о й  э н е р г и и  и з - з а  д ж о у л е в ы х  
п о т е р ь ,  ч т о  в  к о н е ч н о м  с ч е т е  д о л ж н о  у м е н ь ш а т ь  с п о н т а н н о  в о з н и к ш е е  
м а г н и т н о е  п о л е .
2 . С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  п о л е  б у д е т  с т р е м и т ь с я  у в е л и ч и т ь с я  в  с и л у  
п р и н ц и п а  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й , п о с к о л ь к у  н а ­
п р я ж е н н о с т ь  п о л я  п р о п о р ц и о н а л ь н а  р а с с т о я н и ю  м е ж д у  д в у м я  б л и з к и ­
м и  ч а с т и ц а м и  ж и д к о с т и ,  а  э т о  р а с с т о я н и е  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  
в  с р е д н е м  в с е г д а  у в е л и ч и в а е т с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и .
О ч е в и д н о ,  ч т о  п р и  н е к о т о р ы х  у с л о в и я х  о б е  т е н д е н ц и и  м о г у т  о к а ­
з а т ь с я  р а в н о с и л ь н ы м и  и  в  т у р б у л е н т н о й  ж и д к о с т и  в о з н и к а е т  м а г н и т н о е  
п о л е  о п р е д е л е н н о й  н а п р я ж е н н о с т и .  Д л я  о ц е н к и  в е л и ч и н ы  э т о й  н а п р я ­
ж е н н о с т и  р а с с м о т р и м  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я .
Д о  т е х  п о р  п о к а  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я  м а л а ,  в  у р а в н е н и и  
д в и ж е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  м о ж н о  п р е н е ­
б р е ч ь  в н е ш н е й  м а г н и т н о й  с и л о й  к а к  к в а д р а т и ч н о й  п о  м а л о й  в е л и ч и н е  
H . Т о г д а  у р а в н е н и е  Н а в ь е  —  С т о к с а  п о с л е  п р и м е н е н и я  к  н е м у  о п е р а ц и и  
r o t  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
дш 1-j— = r o t  [ v , ш ] +  vА ш , ш =  - r o t  v . ( 1 3 .9 4 )
d t  2
В  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  д л я  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  
и м е е м  с л е д у ю щ е е  у р а в н е н и е  ( 1 3 .2 7 ) :
д Н  с 2
—  =  r o t  [ v , Н  ] +  - -------А Н . ( 1 3 .9 5 )dt 4  паг
С р а в н и в а я  д в а  п о с л е д н и х  у р а в н е н и я ,  о б н а р у ж и в а е м ,  ч т о  о н и  с о в е р ­
ш е н н о  и д е н т и ч н ы .  С л е д о в а т е л ь н о ,  р е ш е н и я  э т и х  у р а в н е н и й  д о л ж н ы  
б ы т ь  п р о п о р ц и о н а л ь н ы м и :
ш  =  c o n s t  Н .
В  э т о м  с л у ч а е ,  о ч е в и д н о ,  п р и  п о с т о я н н о й  з а в и х р е н н о с т и  м о ж е т  с у щ е ­
с т в о в а т ь  и  с т а ц и о н а р н о е  м а г н и т н о е  п о л е .  П р и  э т о м  н и  з а в и х р е н н о с т ь ,  
н и  м а г н и т н о е  п о л е  н е  у в е л и ч и в а ю т с я  и  н е  у б ы в а ю т .
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С а м а  в е л и ч и н а  э т о г о  с т а ц и о н а р н о г о  (в  т у р б у л е н т н о м  с м ы с л е )  п о л я  
м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  л и ш ь  и з  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  (1 3 .9 4 )  и  (1 3 .9 5 ) .
О д н а к о ,  о ч е в и д н о ,  м о ж н о  с д е л а т ь  и  с л е д у ю щ е е  з а к л ю ч е н и е .  Е с л и  
a r >  c 2 / ( 4 n v ) ,  т о  д и с с и п а ц и я  м а г н и т н о г о  п о л я  ч е р е з  и н д у к ц и о н н ы е  
т о к и  ( Q d  =  j 2 / a r ) б у д е т  м е н ь ш е  и  м а г н и т н о е  п о л е  м о ж е т  в о з р а с т а т ь  
д а л ь ш е  б л а г о д а р я  р а с т я ж е н и ю  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й .
Е с л и  ж е  a r <  c 2 / ( 4 n v ) ,  т о  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я  д о л ж н а  
у б ы в а т ь .
Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  т о г о  ч т о б ы  н а п р я ж е н н о с т ь  с п о н т а н н о г о  м а г н и т ­
н о г о  п о л я  п р и  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в о з р а с ­
т а л а ,  н е о б х о д и м о ,  ч т о б ы  в ы п о л н я л о с ь  у с л о в и е
4 n v a r
c 2
>  1 . ( 1 3 .9 6 )
В о з р а с т а н и е  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я ,  к о н е ч н о ,  н е  м о ж е т  
б ы т ь  б е с п р е д е л ь н ы м ,  т а к  к а к  с и л ь н о е  м а г н и т н о е  п о л е ,  в  с в о ю  о ч е р е д ь ,  
б у д е т  п о д а в л я т ь  м е х а н и ч е с к о е  т у р б у л е н т н о е  д в и ж е н и е ,  и  н а ш е  р а с с м о т ­
р е н и е  б у д е т  н е с п р а в е д л и в ы м ,  п о с к о л ь к у  в  у р а в н е н и и  Н а в ь е  —  С т о к с а  
у ж е  н е л ь з я  б у д е т  п р е н е б р е г а т ь  м а г н и т н о й  м а с с о в о й  с и л о й .
И з  о б щ и х  ф и з и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й  я с н о ,  ч т о  м а к с и м а л ь н а я  н а п р я ­
ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я  н е  д о л ж н а  п р е в ы ш а т ь  в е л и ч и н у ,  п р и  к о т о ­
р о й  э н е р г и я  е д и н и ц ы  о б ъ е м а  м а г н и т н о г о  п о л я  п р и м е р н о  р а в н а  к и н е т и ­




Р а с с м о т р е н н ы й  м е х а н и з м  п о з в о л я е т  о б ъ я с н и т ь  в о з н и к н о в е н и е  з н а ­
ч и т е л ь н ы х  м а г н и т н ы х  п о л е й  в о  В с е л е н н о й ,  и  в  ч а с т н о с т и  н а  С о л н ц е .
К  с о ж а л е н и ю ,  п р о в е р и т ь  с д е л а н н ы е  в ы ш е  в ы в о д ы  в  з е м н ы х  у с л о ­
в и я х  д о в о л ь н о  з а т р у д н и т е л ь н о ,  т а к  к а к ,  н а п р и м е р ,  д л я  р т у т и  ( a r =  
1 0 16 1 / с ,  v  =  0 , 0 0 1  с м 2 / с )  и м е е м
^  к  1 0 -7 .
c 2
О д н а к о  в о  В с е л е н н о й  в  д о с т а т о ч н о  р а з р е ж е н н ы х  ( м а л а я  п л о т н о с т ь )  
с и л ь н о  и о н и з и р о в а н н ы х  ( б о л ь ш а я  п р о в о д и м о с т ь )  г а з о в ы х  с к о п л е н и я х  
у с л о в и е  (1 3 .9 6 )  м о ж е т  в ы п о л н я т ь с я ,  и  в  э т о м  с л у ч а е  в  г а з о в ы х  с к о п л е ­
н и я х  и  н а  п о в е р х н о с т и  С о л н ц а  м о г у т  с у щ е с т в о в а т ь  з н а ч и т е л ь н ы е  м а г ­
н и т н ы е  п о л я  н а п р я ж е н н о с т ь ю  в  д е с я т к и  и  с о т н и  э р с т е д .
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13.13. Одномерное движение 
проводящей жидкости в 
поперечном магнитном поле
Р а с с м о т р и м  о д н о м е р н о е  д в и ж е н и е  п р о в о д я щ е й  с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  
в  п о п е р е ч н о м  м а г н и т н о м  п о л е .  Н а п р а в и м  о с ь  x  в д о л ь  л и н и и  т о к а ,  а  
о с ь  z  -  п е р п е н д и к у л я р н о  к  н е й . П у с т ь  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о ­
л я  и м е е т  е д и н с т в е н н у ю  к о м п о н е н т у ,  п е р п е н д и к у л я р н у ю  л и н и и  т о к а  и , 
с л е д о в а т е л ь н о ,  о с и  х .  Т а к и м  о б р а з о м ,  т о п о л о г и я  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  
о п р е д е л е н а  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
Vx =  V x (x ) , Vy =  0 , vz =  0 ,
Hx =  0 , Hy =  0 , Hz =  Hz (x).
Б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о  ж и д к о с т ь  и м е е т  б е с к о н е ч н у ю  п р о в о д и м о с т ь  и  
я в л я е т с я  и д е а л ь н о й  ( о т с у т с т в у е т  в я з к о с т ь ) .  В  т а к о й  ж и д к о с т и  н е  м о ж е т  
п р о и с х о д и т ь  н и к а к и х  д и с с и п а т и в н ы х  п р о ц е с с о в  н и  в с л е д с т в и е  в я з к о с т и  
ж и д к о с т и ,  н и  в с л е д с т в и е  д ж о у л е в ы х  п о т е р ь .
У р а в н е н и я  д в и ж е н и я  т а к о й  ж и д к о с т и  и м е ю т  в и д
dv 1 1
_  +  (W )v  =  -  -  Vp -  —  [ H ,  r o t  H |.
d H
—  =  r o t  [v, H  ] , ( 1 3 .9 7 )
+  d iv  (pv) =  0 .
К а к  б ы л о  п о к а з а н о  ( с м .  1 3 .5 4 ) ,  и з  д в у х  п о с л е д н и х  у р а в н е н и й  с и с т е ­
м ы  (1 3 .9 7 )  с л е д у е т ,  ч т о
d  H
dt p
H  V  ) v .
P
( 1 3 .9 8 )
П р о е ц и р у я  н а  о с ь  x  п е р в о е  у р а в н е н и е  и з  (1 3 .9 7 )  и  у р а в н е н и е  ( 1 3 .9 8 ) ,  









1  d p 1
p  d x 4 n p
H z \
=  0 .—
p
Hzd H z
d x  ,
(13.99)
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И з  в т о р о г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  (1 3 .9 9 )  с л е д у е т ,  ч т о
Н  =  bp .
Hz
—  =  c o n s t  =  b, 
p
Т о г д а  п е р в о е  у р а в н е н и е  с и с т е м ы  (1 3 .9 9 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е
d v x  1  dvX
d t  +  2  d x
1  d p  1  d H Z  1 d  (  p 2 b2
=  -  P a X y  +  1 8 7
(1 3 .1 0 0 )
p  d x  8 n p  d x
И з  у р а в н е н и я  (1 3 .1 0 0 )  н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  о н о  и м е е т  о б ы ч н ы й  г и д р о ­
д и н а м и ч е с к и й  в и д ,  е с л и  в  к а ч е с т в е  д а в л е н и я  в з я т ь  с л е д у ю щ е е  с о о т н о ­
ш е н и е :
p 2 b2 H 2
P  =  p  +  p —  =  p  +  . (1 3 .1 0 1 )
8 п  8 п
О ч е в и д н о ,  и  в с е  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1 3 .1 0 0 )  м о ж н о  п о л у ч и т ь  и з  р е ­
ш е н и й  о б ы ч н о г о  г и д р о д и н а м и ч е с к о г о  у р а в н е н и я ,  е с л и  в  н и х  в м е с т о  д а в ­
л е н и я  p  п о д с т а в и т ь  P . Э т о т  р е з у л ь т а т  п о ч т и  о ч е в и д е н ,  п о с к о л ь к у  P  
п р е д с т а в л я е т  с о б о й  п о л н о е  д а в л е н и е , р а в н о е  с у м м е  г и д р о д и н а м и ч е с к о ­
г о  д а в л е н и я  p  и  м а г н и т н о г о  д а в л е н и я  Н / 8 п .
В  ч а с т н о с т и ,  с к о р о с т ь  з в у к а  и л и  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  м а л ы х  
в о з м у щ е н и й  в д о л ь  о с и  x ,  п р е д с т а в л я ю щ и х  и з  с е б я  п р о д о л ь н ы е  в о л н ы  
с ж а т и я ,  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  п о  и з в е с т н о й  ф о р м у л е
с = , ж = , [ M + i f W ) =
у \ dp ) S V S dp V 8n J
=  1 c2 +  2 p ^  =  ^ Ф Т Ф .  (1 3 .1 0 2 )
V 8 n
И з  (1 3 .1 0 2 )  с л е д у е т ,  ч т о  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  м а л ы х  в о з м у щ е н и й  
в  и д е а л ь н о  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  ( ar ^  ж )  п е р п е н д и к у л я р н о  м а г н и т ­
н о м у  п о л ю  в о з р а с т а е т  н а  в е л и ч и н у  а , р а в н у ю
“  =  H z - f t p -  ( 1 3 Л 0 3 >
И з  с р а в н е н и я  с  (1 3 .6 6 )  в и д н о ,  ч т о  а —  с к о р о с т ь  в о л н  А л ь в е н а .  П о л у ч е н ­
н ы й  р е з у л ь т а т  ф и з и ч е с к и  п о н я т е н .  С к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  у п р у г и х  
п р о д о л ь н ы х  в о л н  в  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в  п о п е р е ч н о м  м а г н и т н о м  п о ­
ле  в о з р а с т а е т ,  т а к  к а к  в с л е д с т в и е  н а т я ж е н и я  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й
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у п р у г о с т ь  п р о в о д я щ е й  с р е д ы  к а к  б ы  в о з р а с т а е т ,  ч т о  и  в е д е т  к  у в е л и ч е ­
н и ю  с к о р о с т и  з в у к а .
Х о т я  р т у т ь  и м е е т  к о н е ч н у ю  п р о в о д и м о с т ь ,  п о  ф о р м у л е  (1 3 .1 0 3 )  м о ж ­
н о  о ц е н и т ь  п о р я д о к  с к о р о с т и  в о л н  А л ь в е н а .  П р и  Н  =  1 0 0 0  Э ,  р  =  
13  г / с м 3 п о л у ч а е м  а  =  7 5  с м / с .  Д л я  с к о р о с т и  з в у к а  в  р т у т и  д о б а в к а  
м а л а ,  о д н а к о  д л я  р а з р е ж е н н о г о  в е щ е с т в а  ( и о н о с ф е р а  З е м л и ,  с о л н е ч н а я  
к о р о н а )  с к о р о с т ь  в о л н  А л ь в е н а  м о ж е т  о к а з а т ь с я  с р а в н и м о й  с о  с к о р о ­
с т ь ю  з в у к а .  О ч е в и д н о ,  н а  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  п р о д о л ь н ы х  к о л е ­
б а н и й ,  н а п р а в л е н н ы х  в д о л ь  м а г н и т н о г о  п о л я ,  п о с л е д н е е  н е  о к а з ы в а е т  
н и к а к о г о  в л и я н и я .
З а м е ч а т е л ь н о  т о ,  ч т о  в  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в  м а г н и т н о м  п о л е  м о ­
г у т  р а с п р о с т р а н я т ь с я  и  п о п е р е ч н ы е  в о л н ы .  Е с л и  п е р в о н а ч а л ь н о е  в о з ­
м у щ е н и е  п е р п е н д и к у л я р н о  м а г н и т н ы м  с и л о в ы м  л и н и я м , т о  э т о  в о з м у ­
щ е н и е  р а с п р о с т р а н я е т с я  в д о л ь  с и л о в о й  л и н и и  к а к  п о  р е з и н о в о м у  н а ­
т я н у т о м у  ш н у р у ,  ч т о  п р и в о д и т  (в  с и л у  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы х  
с и л о в ы х  л и н и й )  к  р а с п р о с т р а н е н и ю  п о п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й  и  в  м а л о ­
в я з к о й  п р о в о д я щ е й  с р е д е .
Д л я  в ы ч и с л е н и я  с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  п о п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й  
в о с п о л ь з у е м с я  а н а л о г и е й .
У р а в н е н и е  п о п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й  в  н а п р а в л е н и и  о с и  x  с т р у н ы ,  р а с ­
п о л о ж е н н о й  в д о л ь  о с и  z ,  к а к  и з в е с т н о ,  и м е е т  в и д
m
д  2u x  
d t 2
д  2 u x 
d z 2
(1 3 .1 0 4 )
З д е с ь  u x  —  с м е щ е н и е  т о ч е к  с т р у н ы  в  н а п р а в л е н и и  о с и  x ;  m  —  м а с с а  
с т р у н ы  н а  е д и н и ц у  д л и н ы ;  к  —  н а т я ж е н и е  с т р у н ы .  П о  о б щ е м у  с в о й с т в у  
в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  с к о р о с т ь  п о п е р е ч н о й  в о л н ы  р а в н а :
ct к
m
(1 3 .1 0 5 )
Р а с с м о т р и м  в е щ е с т в о ,  н а х о д я щ е е с я  о к о л о  м а г н и т н о й  с и л о в о й  л и н и и  
в  п р я м о у г о л ь н о м  п а р а л л е л е п и п е д е  с  п о п е р е ч н ы м  с е ч е н и е м  (п е р п е н д и ­
к у л я р н о  с и л о в о й  л и н и и ) ,  р а в н ы м  1 с м 2. Т о г д а  в  ф о р м у л е  (1 3 .1 0 5 )  m  =  р , 
а  к  —  н а т я ж е н и е  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и ,  т . е . к  =  Н 2 / 4 п .  П о э т о м у  с к о ­
р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  п о п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в  
м а г н и т н о м  п о л е  т а к о в а :  _____
Ct =  ( 1 3 Л 0 6 )
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В  о т л и ч и е  о т  с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  п р о д о л ь н ы х  к о л е б а н и й ,  к о ­
т о р а я  с к л а д ы в а е т с я  и з  о б ы ч н о й  с к о р о с т и  з в у к а  и  с к о р о с т и  в о л н  А л ь -  
в е н а , с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  п о п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й ,  о п р е д е л я е м а я  
ф о р м у л о й  ( 1 3 .1 0 6 ) ,  в  н е в я з к о й  ж и д к о с т и  с  б е с к о н е ч н о й  п р о в о д и м о с т ь ю  
я в л я е т с я  е д и н с т в е н н о  в о з м о ж н о й .
13.14. Уравнение Бернулли в магнитной 
гидродинамике
У р а в н е н и е  (1 3 .1 0 0 )  п р е д с т а в л я е т  п р о е к ц и ю  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  С т о к с а  
в  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  н а  о с ь  х  и л и  н а  л и н и ю  т о к а ,  с о в п а д а ю щ у ю  
с  о с ь ю  х .  Д л я  с т а ц и о н а р н о г о  д в и ж е н и я  и з  (1 3 .1 0 0 )  и м е е м
1  d v l _  1  д (  Щ
2  д х  р д х \  +  8 п
(1 3 .1 0 7 )
П о с к о л ь к у  о с ь  х  с о в п а д а е т  с  л и н и е й  т о к а ,  т о  в е к т о р  с к о р о с т и  д в и ­
ж е н и я  ж и д к о с т и  и м е е т  е д и н с т в е н н у ю  о т л и ч н у ю  о т  н у л я  к о м п о н е н т у  v x , 
т . е . vX =  v 2. П о  о п р е д е л е н и ю  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я  т а к ж е  
и м е е т  е д и н с т в е н н у ю  к о м п о н е н т у ,  п е р п е н д и к у л я р н у ю  л и н и и  т о к а .  С л е ­
д о в а т е л ь н о ,  Щ  =  H 2.
В  т е р м о д и н а м и к е  и з м е н е н и е  э н т а л ь п и и  е д и н и ц ы  м а с с ы  с р е д ы  о п р е ­
д е л я е т с я  в ы р а ж е н и е м
d h T =  T d S  +—  d p ,
Р
г д е  d S  —  и з м е н е н и е  э н т р о п и и  е д и н и ц ы  м а с с ы .
В  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  и м е ю щ е й  б е с к о н е ч н у ю  п р о в о д и м о с т ь ,  э н т р о ­
п и я  к а ж д о г о  и н д и в и д у а л ь н о г о  о б ъ е м а  п о с т о я н н а .  П о э т о м у  и м е е м
д  1  д р
д х  T р  д х
Т о г д а  у р а в н е н и е  (1 3 .1 0 7 )  п р и м е т  в и д
д _
д х
2 2v 2 H
Т  +  h T  +  8 П Р
0 .
О т с ю д а
2 2v 2 H
2  +  h T  +  8 ПР
const. (13.108)
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В  у р а в н е н и и  (1 3 .1 0 8 )  п о с т о я н н а я  н е  з а в и с и т  о т  к о о р д и н а т ы  х ,  т. е . 
о н а  н е и з м е н н а  в д о л ь  р а с с м а т р и в а е м о й  л и н и и  т о к а .  У р а в н е н и е  (1 3 .1 0 8 )  
и  е с т ь  у р а в н е н и е  Б е р н у л л и  в  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е .
Э т о  у р а в н е н и е  м о ж н о  п о л у ч и т ь  д р у г и м  п у т е м ,  е с л и  в  к а ч е с т в е  д а в л е ­
н и я  в  в ы р а ж е н и и  д л я  э н т а л ь п и и  в з я т ь  п о л н о е  д а в л е н и е  P , в к л ю ч а ю щ е е  
г и д р о д и н а м и ч е с к о е  и  м а г н и т н о е  д а в л е н и е :
P  p H 2
h  £вн +  P V  £ вн +  ^вн +  +  Л .
р  р  8  п р
Т а к и м  о б р а з о м ,  э н т а л ь п и я  в  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  в с л е д с т в и е  
и з м е н е н и я  в н у т р е н н е й  э н е р г и и  н а  в е л и ч и н у  H 2 / 8 п р  о п р е д е л я е т с я  к а к
H  2
h  =  h r  +  - — .
8 п р
О т с ю д а  и з  о б ы ч н о г о  г и д р о д и н а м и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и
v2
2
+  h c o n s t
в н о в ь  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  (1 3 .1 0 8 ) .
У р а в н е н и е  Б е р н у л л и  в  в и д е  (1 3 .1 0 8 )  п р е д с т а в л я е т  у р а в н е н и е  с о х р а ­
н е н и я  э н е р г и и  е д и н и ц ы  м а с с ы  ж и д к о с т и  в д о л ь  л и н и и  т о к а .
13.15. Ударные волны в магнитной 
гидродинамике
Д л я  п р о с т о т ы  р а с с м о т р и м  п р я м у ю  у д а р н у ю  в о л н у  в  п р о в о д я щ е й  с ж и ­
м а е м о й  ж и д к о с т и  п р и  о т с у т с т в и и  в я з к о с т и  и  п р и  б е с к о н е ч н о й  п р о в о ­
д и м о с т и .  Р а с с м о т р и м  л и ш ь  с л у ч а й ,  к о г д а  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  
п о л я  н а п р а в л е н а  п а р а л л е л ь н о  л и н и и  р а з р ы в а ,  т . е . п е р п е н д и к у л я р н о  
л и н и и  т о к а  в е щ е с т в а .
И н д е к с а м и  1 и  2 б у д е м  о т м е ч а т ь  г и д р о д и н а м и ч е с к и е  и  т е р м о д и н а м и ­
ч е с к и е  в е л и ч и н ы  д о  и  п о с л е  у д а р н о й  в о л н ы  с о о т в е т с т в е н н о .  Н а  п р я м о й  
у д а р н о й  в о л н е  д о л ж н ы  б ы т ь  н е п р е р ы в н ы  с л е д у ю щ и е  в е л и ч и н ы : 
п л о т н о с т ь  п о т о к а  в е щ е с т в а
р^1 =  P2V2; (13.109)
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п л о т н о с т ь  п о т о к а  и м п у л ь с а
тт2 тт22 H 1 о Н о
p i +  piV1 +  —— =  p 2 +  p 2V2 +  7T“ ;
8 п  8 п
(1 3 .1 1 0 )
п л о т н о с т ь  п о т о к а  э н е р г и и
.2 т т 2 „,2^1 1 Hi V2 j— +  hiT +  —------ =  —  +  h2T +
2 8  п р 1 2 8 п р 2
(1 3 .1 1 1 )
К р о м е  т о г о ,  в  с и л у  « в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й  
и м е е т  м е с т о  с о о т н о ш е н и е
н  . H i  Н 2 _ 119,
—  =  c o n s t ,  —  =  — . (1 3 .1 1 2 )
Р P i Р 2
Т а к и м  о б р а з о м ,  и з  з а п и с а н н ы х  у р а в н е н и й  с л е д у е т ,  ч т о  п о л у ч е н н ы е  в  
о б ы ч н о й  г а з о в о й  д и н а м и к е  ф о р м у л ы  б у д у т  с п р а в е д л и в ы  и  в  м а г н и т н о й  
г а з о д и н а м и к е ,  е с л и  в  н и х  с д е л а т ь  з а м е н у
H 2 H 2
P  ^  P  +  ^ т , h  ^  h T +  ё — ,
2  8  п р
h T = Y
Y -  1
p V .
В  ч а с т н о с т и ,  у р а в н е н и е  у д а р н о й  а д и а б а т ы  б у д е т  и м е т ь  в и д
h i T — h 2T +  ^ (H l V i — H2V ) +  ~ ( Vi -  V2 )(p 2 — P i ) +  
8 п  2
+  4 - (V  -  V2 ) (H  -  h ?) =  0 .
(1 3 .1 1 3 )
В  у р а в н е н и и  (1 3 .1 1 3 )  п р и  п о м о щ и  с о о т н о ш е н и я  (1 3 .1 1 2 )  в е з д е  м о ж н о  
з а м е н и т ь  H 2 ч е р е з  H 1 p 2 / p 1 .
Т а к и м  о б р а з о м ,  у р а в н е н и е  б у д е т  з а в и с е т ь  л и ш ь  о т  н а п р я ж е н н о с т и  
м а г н и т н о г о  п о л я  д о  у д а р н о й  в о л н ы  H 1, к о т о р о е  п р е д п о л а г а е т с я  з а ­
д а н н ы м .  П о с л е  н е к о т о р ы х  п р е о б р а з о в а н и й  м о ж н о  п о л у ч и т ь  у р а в н е н и е  
у д а р н о й  а д и а б а т ы  в  м а г н и т н о й  г и д р о д и н а м и к е  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
P 2
Y +  1




Y  +  1 Р 2
Y -  1  P i




1 (1 3 .1 1 4 )
Н е  р е ш а я  у р а в н е н и й ,  м о ж н о  с д е л а т ь  н е к о т о р ы е  к а ч е с т в е н н ы е  в ы в о ­
д ы .  Т а к  к а к  п л о т н о с т ь  г а з а  з а  у д а р н о й  в о л н о й  р а с т е т ,  т о  и з  (1 3 .1 1 2 )
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следует, что за ударной волной возрастает и напряженность магнитно­
го поля. Поскольку магнитное давление препятствует сжатию вещества, 
то, очевидно, скачок плотности на прямой ударной волне в магнитном  
поле будет меньше, чем без него.
Следовательно, меньше будет и скачок температуры и энтропии, так 
как кинетическая энергия газа переходит не только в тепловую энергию, 
но и в энергию поля.
Если магнитные силовые линии пересекают поверхность разрыва 
в косой ударной волне, то, как и в обычной газодинамической косой 
ударной волне, они преломляются на ней, приближаясь к поверхности  
разрыва. При этом на поверхности косой ударной волны испытывают  
скачок не только нормальные составляющие скорости движения газа, 
но и тангенциальные, что невозможно при отсутствии поля. В этом слу­
чае поле влияет меньше на сжатие и нагрев газа, чем в прямой ударной 
волне, параллельной полю.
К о н т р о л ь н ы е  в о п р о с ы
1. В каком направлении электропроводность среды больше -  вдоль си­
ловых линий магнитного поля или поперек них? При каком условии 
проводимость среды можно считать изотропной?
2. При каком условии можно пренебречь током смещения по сравнению с 
током проводимости?
3. Какой физический смысл имеют компоненты максвелловских тензо­
ров напряжений электрического и магнитного полей? Как определяется 
магнитное давление?
4. Перечислите источники изменения внутренней энергии единицы объе­
ма проводящей жидкости в присутствии магнитного поля.
5. Что представляют собой граничные условия для векторов напряжен­
ностей электрического и магнитного полей?
6. Что характеризуют число Альвена, число Стюарта, магнитное число 
Рейнольдса, число Гартмана? Как вводится магнитная вязкость?
7. В чем состоит явление «вмороженности» магнитных силовых линий в 
проводящей жидкости? Сформулируйте теорему Валена.
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8. На основе явления «вмороженности» объясните формирование магнит­
ного поля звезд, сжатие плазмы и принцип действия магнитной ловуш­
ки.
9. В чем состоит скин-эффект при диффузии магнитного поля в прово­
дящей среде?
10. Поясните механизм возникновения продольных (ленгмюровских) и по­
перечных (альвеновских и магнитозвуковых) волн в проводящей среде.
11. Как скорость альвеновских волн зависит от частоты изменения маг­
нитного поля, амплитуды напряженности и плотности жидкости?
12. Как профиль скорости движения проводящей жидкости в канале в по­
перечном магнитном поле изменяется при увеличении числа Ha?
13. В каком случае расход проводящей жидкости в канале будет больше — 
при наличии поперечного магнитного поля или без него?
14. Как изменится сила лобового сопротивления при медленном обтекании 
шара проводящей жидкостью в магнитном поле? Обоснуйте ответ.
15. В каком случае не возникает подъемная сила при медленном обтекании 
шара проводящей жидкостью в магнитном поле?
16. Объясните причину того, что магнитное поле подавляет возникнове­
ние турбулентности в проводящей жидкости.
17. Что такое турбулентное динамо?
18. При каком условии напряженность спонтанного магнитного поля, воз­
никающего при турбулентном движении проводящей жидкости, будет 
возрастать?
19. В чем принципиальное отличие скоростей распространения продоль­
ных и поперечных колебаний в проводящей жидкости при наличии маг­
нитного поля?
20. В чем причина изменения уравнения Бернулли проводящей жидкости 
во внешнем магнитном поле?
21. Как изменяется напряженность магнитного поля в ударной волне?
22. В каком случае скачок плотности, температуры и энтропии ионизиро­
ванного газа в прямой ударной волне будет больше — при наличии или 
при отсутствии магнитного поля?
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П р и м е р ы  р е ш е н и я  з а д а ч
З а д а ч а  1 3 .1
В ы ч и с л и т е  с к о р о с т ь  у с т а н о в и в ш е г о с я  т е ч е н и я  н е с ж и м а е м о й  п р о ­
в о д я щ е й  ж и д к о с т и  м е ж д у  б е с к о н е ч н ы м и  п а р а л л е л ь н ы м и  п л а с т и н а м и  
в  п е р п е н д и к у л я р н о м  м а г н и т н о м  п о л е  н а п р я ж е н н о с т ь ю  Н 0 ( р и с .  1 3 .6 ) .  
Т е ч е н и е  в ы з в а н о  д в и ж е н и е м  п л а с т и н ,  р а с п о л о ж е н н ы х  в  п л о с к о с т я х  
z  =  ±  а , в  р а з н ы е  с т о р о н ы  с о  с к о р о с т я м и  v 0 ( м а г н и т о г и д р о д и н а м и ­
ч е с к о е  т е ч е н и е  К у э т т а ) .
Р е ш е н и е
П р и н ц и п и а л ь н о е  о т л и ч и е  о т  з а д а ч и  Г а р т м а н а  с о с т о и т  л и ш ь  в  т о м ,  
ч т о  т е ч е н и е  ж и д к о с т и  о б у с л о в л е н о  д в и ж е н и е м  с т е н о к  к а н а л а , а  н е  п р о ­
д о л ь н ы м  г р а д и е н т о м  д а в л е н и я .  П о э т о м у  в о с п о л ь з у е м с я  о б щ и м  р е ш е н и ­
е м  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я ,  п о л у ч е н н ы м  в  з а д а ч е  Г а р т м а н а  ( 1 3 .7 3 ) :
Vx  =  A i  +  A 2 e x p  ( - ^ )  +  A 3 e x p  ( — A j  . (1 3 .1 1 5 )
П о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я  A 1 , A 2 , A 3 д о л ж н ы  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  и з  
г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .  Н а  с т е н к а х  к а н а л а  с л е д у е т  у ч е с т ь  « п р и л и п а н и е »  к  
н и м  ж и д к о с т и .  К р о м е  т о г о ,  и з  с и м м е т р и и  з а д а ч и  с л е д у е т ,  ч т о  н а  о с и  к а ­
н а л а  с к о р о с т ь  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  р а в н а  н у л ю . Т о г д а  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  
и м е ю т  в и д
z  =  ±  а, vx =  ±  Vo; z  =  0 , v x =  0 . (1 3 .1 1 6 )
О т с ю д а  п о л у ч а е м
Vo =  A i +  A 2 e x p ( a / A )  +  A 3 e x p ( - a / A ) ,
— v 0 =  A 1 +  A 2 e x p ( - а / A )  +  A 3 e x p ( a / A ) ,  (1 3 .1 1 7 )
0  =  A i +  A 2 +  A 3.
И з  у р а в н е н и й  (1 3 .1 1 7 )  и м е е м
A i  =  0 , A 2 A 3
vo
2 s h (H a )
Т о г д а  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  м е ж д у  п л а с т и н а м и  т а к о в а :
v x
s h ( H a  z / а )  
s h (H a )
(13.118)
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П р и  м а л ы х  ч и с л а х  H a  и з  (1 3 .1 1 8 )  п о л у ч а е м  и з в е с т н о е  в  г и д р о д и н а ­
м и к е  в ы р а ж е н и е  д л я  с к о р о с т и  т е ч е н и я  К у э т т а :
z
Vx =  Vo .
a
Н а  р и с .  1 3 .1 3  п о к а з а н ы  п р о ф и л и  с к о р о с т и  п р и  м а л ы х  и  б о л ь ш и х  
ч и с л а х  H a .
Р и с .  1 3 .1 3
Ч е м  б о л ь ш е  H a , т е м  м е н ь ш е  и з м е н я е т с я  с к о р о с т ь  в  с е ч е н и и  к а н а ­
л а . Б о л ь ш и е  г р а д и е н т ы  с к о р о с т и  и м е ю т  м е с т о  л и ш ь  в  п р и с т е н о ч н о м  
с л о е  ( г а р т м а н о в с к и й  с л о й ) ,  т о л щ и н а  к о т о р о г о  т е м  м е н ь ш е ,  ч е м  б о л ь ш е  
ч и с л о  H a .
З а д а ч а  1 3 .2
О п р е д е л и т е  с к о р о с т ь  т е ч е н и я  п р о в о д я щ е й  в я з к о й  ж и д к о с т и  в д о л ь  
б е с к о н е ч н о й  п л а с т и н ы  в о  в н е ш н е м  п о п е р е ч н о м  м а г н и т н о м  п о л е  н а п р я ­
ж е н н о с т ь ю  H 0 . С к о р о с т ь  н е в о з м у щ е н н о г о  п о т о к а  в д а л и  о т  п л а с т и н ы  
р а в н а  v ^ .  В ы ч и с л и т е  с и л у  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  
п л а с т и н ы ,  и  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я  в  п о т о к е  ж и д к о с т и .
Р е ш е н и е
С и с т е м у  к о о р д и н а т  в ы б е р е м  т а к ,  ч т о б ы  о с ь  x  л е ж а л а  в  п л о с к о с т и  
п л а с т и н ы  и  б ы л а  н а п р а в л е н а  в д о л ь  с к о р о с т и  v ^ ,  а  о с ь  z  н а п р а в л е н а  
п е р п е н д и к у л я р н о  п л а с т и н е  в д о л ь  в е к т о р а  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  
п о л я  Н 0 ( р и с .  1 3 .1 4 ) .
В н о в ь  в о с п о л ь з у е м с я  о б щ и м  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я ,  п о л у ­
ч е н н ы м  д л я  т е ч е н и я  Г а р т м а н а  ( с м .  ( 1 3 .7 3 ) ) .
570
Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  с о с т о я т  в  т о м ,  ч т о  с к о р о с т ь  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  
в д а л и  о т  с т е н к и  р а в н а  с к о р о с т и  н е в о з м у щ е н н о г о  п о т о к а  v ^ ,  а  н а  п о ­
в е р х н о с т и  п л а с т и н ы  о н а  р а в н а  н у л ю  ( у с л о в и е  п р и л и п а н и я ) :
z  =  т о ,  v x =  v ^ ;  z  =  0 , v x  =  0 . (1 3 .1 1 9 )
О т с ю д а  д л я  п о с т о я н н ы х  и н т е г р и р о в а н и я  п о л у ч и м
А 1 A 2 Ф  A 3 v ^ .
С л е д о в а т е л ь н о ,  с к о р о с т ь  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  в д о л ь  п л а с т и н ы  р а в н а :
v x v 1  — e x p z
Д
(1 3 .1 2 0 )
Г е о м е т р и я  э т о й  з а д а ч и  т а к о в а ,  ч т о  в  н е й  н е т  х а р а к т е р н о г о  л и н е й н о г о  
р а з м е р а .  В ы б е р е м  в  к а ч е с т в е  х а р а к т е р н о й  д л и н ы  в е л и ч и н у  п / (p v ^ > ), г д е  
П —  к о э ф ф и ц и е н т  д и н а м и ч е с к о й  в я з к о с т и  ж и д к о с т и ;  р  —  п л о т н о с т ь .  




П а  • с
( к г / м 3 ) ( м / с )
1
Н  • с 2 
к г
1  м .
В в е д е м  ч и с л о  H a  и  б е з р а з м е р н у ю  к о о р д и н а т у  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
H a
Hoy/arn p v
А  =  z .
c  p v ^  n
В  э т о м  с л у ч а е  в ы р а ж е н и е  (1 3 .1 2 0 )  з а п и ш е т с я  в  в и д е
vx =  v^ [1 — exp(—Ha z*)].
(1 3 .1 2 1 )
(13.122)
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П р и  H a  =  0 з а д а ч а  о  с т а ц и о н а р н о м  т е ч е н и и  ж и д к о с т и  в д о л ь  б е с ­
к о н е ч н о й  п л а с т и н ы  н е  и м е е т  р е ш е н и я .  Ф и з и ч е с к и  э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  
б е с к о н е ч н а я  п л а с т и н а  в  н а ч а л е  с в о е г о  д в и ж е н и я  у в л е к а е т  з а  с о б о й  в с е  
б о л ь ш у ю  м а с с у  в я з к о й  ж и д к о с т и  и  п р и  д о с т и ж е н и и  с т а ц и о н а р н о г о  с о ­
с т о я н и я  д о л ж н а  в о в л е ч ь  в  д в и ж е н и е  б е с к о н е ч н у ю  м а с с у  ж и д к о с т и  в  
п о л у п р о с т р а н с т в е  z  >  0 .
П р и  H a  ^  1 п р о ф и л ь  с к о р о с т и  в с ю д у  о д н о р о д е н ,  з а  и с к л ю ч е н и ­
е м  т о н к о г о  г а р т м а н о в с к о г о  с л о я  у  п о в е р х н о с т и  п л а с т и н ы .  Ч е м  б о л ь ш е  
H a , т е м  т о н ь ш е  п р и с т е н о ч н ы й  с л о й  и  б о л ь ш е  г р а д и е н т  с к о р о с т и  в б л и з и  
с т е н к и  (р и с .  1 3 .1 4 ) .  Э т о т  р е з у л ь т а т  а н а л о г и ч е н  т о м у ,  к о т о р ы й  п о л у ч е н  в  
з а д а ч е  о  т е ч е н и и  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и  в  п л о с к о м  к а н а л е . Р а з л и ч и е  с о ­
с т о и т  л и ш ь  в  т о м ,  ч т о  в  р а с с м а т р и в а е м о й  з а д а ч е  о т с у т с т в у е т  г р а д и е н т  
д а в л е н и я .
Н а й д е м  с и л у  т р е н и я ,  д е й с т в у ю щ у ю  в  н а п р а в л е н и и  о с и  x  н а  е д и н и ­
ц у  п л о щ а д и  п о в е р х н о с т и  п л а с т и н ы .  О н а  о п р е д е л я е т с я  т е н з о р о м  в я з к и х  
н а п р я ж е н и й :
JP _  ~ \ d v x
Fx =  &xz \z=0 =  П dz Pv H ^
z= 0
(1 3 .1 2 3 )
т. е . с и л а  с о п р о т и в л е н и я  п р о п о р ц и о н а л ь н а  ч и с л у  Г а р т м а н а .
Д л я  т о г о  ч т о б ы  в ы ч и с л и т ь  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я ,  в н о в ь  
о б р а т и м с я  к  р е ш е н и ю  з а д а ч и  Г а р т м а н а .  У с т а н о в л е н о  ( с м .  ( 1 3 .7 0 ) ) ,  ч т о  
п о п е р е ч н а я  с о с т а в л я ю щ а я  н а п р я ж е н н о с т и  н е и з м е н н а  в о  в с е й  о б л а с т и  
т е ч е н и я  ж и д к о с т и  и  р а в н а  н а п р я ж е н н о с т и  в н е ш н е г о  п о л я :
H z =  c o n s t  =  H 0 .
Д л я  п р о д о л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н н о с т и  п о л у ч е н о  с л е д у ю щ е е  
у р а в н е н и е  (1 3 .7 7 ) :
d H x 4  n a r H 0vx +  A,
d z  c 2
г д е  A  —  н е к о т о р а я  п о с т о я н н а я ,  о п р е д е л я е м а я  и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .  
И н т е г р и р у я  э т о  у р а в н е н и е  с  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  (1 3 .1 2 0 )  д л я  с к о р о с т и ,  
п о л у ч и м
H x 4 n a r H 02 v ^  c 2 z  +  A  e x p
z
A
+  A z  +  B , (1 3 .1 2 4 )
г д е  B  —  п о с т о я н н а я  и н т е г р и р о в а н и я .
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П о с к о л ь к у  н а  п л а с т и н е  н е т  п о в е р х н о с т н ы х  т о к о в  п р о в о д и м о с т и ,  т о  
п р и  z  =  0  д о л ж н а  б ы т ь  н е п р е р ы в н а  т а н г е н ц и а л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  н а ­
п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я .  К р о м е  т о г о ,  н а  б о л ь ш о м  у д а л е н и и  о т  
п л а с т и н ы  в е л и ч и н а  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  д о л ж н а  б ы т ь  о г р а ­
н и ч е н а .  Т а к и м  о б р а з о м ,  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  и м е ю т  в и д
z  =  0 , H x =  0 ; z  ^  ж ,  H x <  ж .  (1 3 .1 2 5 )
О т с ю д а  о п р е д е л и м  п о с т о я н н ы е  и н т е г р и р о в а н и я :
л 4 пах Но __
A — 2 , B  =  4 П  ̂ fqa~rVc
О к о н ч а т е л ь н о  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  п р о д о л ь н о й  с о ­
с т а в л я ю щ е й  в е к т о р а  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я :
H x
4 п  .____
— v c 
c 1  -  eXP ( -
(1 3 .1 2 6 )
С л е д о в а т е л ь н о ,  д в и ж у щ а я с я  п р о в о д я щ а я  ж и д к о с т ь  р а с т я г и в а е т  
м а г н и т н ы е  с и л о в ы е  л и н и и  в  н а п р а в л е н и и  с в о е г о  д в и ж е н и я .  И з  в ы р а ­
ж е н и я  (1 3 .1 2 6 )  п о л у ч и м ,  ч т о  в д а л и  о т  п о в е р х н о с т и  (в  н е в о з м у щ е н н о й  
о б л а с т и  т е ч е н и я )  э т о  р а с т я ж е н и е  р а в н о :
4 п
H x ( z  ^  ж )  =  — y / r i O r V c .
З а д а ч а  1 3 .3
Б е с к о н е ч н а я  п л а с т и н а  с о в е р ш а е т  г а р м о н и ч е с к и е  к о л е б а н и я  в  с в о ­
е й  п л о с к о с т и  в д о л ь  о с и  х .  С к о р о с т ь  к о л е б а н и й  и з м е н я е т с я  п о  з а к о н у  
u  =  U  e x p ( i w t ) ,  г д е  U  —  а м п л и т у д а ;  ш  —  ц и к л и ч е с к а я  ч а с т о т а .  П о л у ­
п р о с т р а н с т в о  н а д  п л а с т и н о й  ( z  >  0 ) з а п о л н е н о  н е с ж и м а е м о й  п р о в о ­
д я щ е й  ж и д к о с т ь ю .  Ж и д к о с т ь  н а х о д и т с я  в  п о с т о я н н о м  м а г н и т н о м  п о ­
л е ,  н а п р я ж е н н о с т ь  к о т о р о г о  Н 0 н а п р а в л е н а  п е р п е н д и к у л я р н о  п л а с т и н е  
в д о л ь  о с и  z .  О п р е д е л и т е  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и ,  с ч и т а я  е е  д в и ж е н и е  л а м и ­
н а р н ы м ,  н а п р я ж е н н о с т ь  м а г н и т н о г о  п о л я  и  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  
к о л е б а т е л ь н о г о  д в и ж е н и я  в  ж и д к о с т и .  В ы ч и с л е н и я  п р о в е д и т е  д л я  д в у х  
с л у ч а е в :
1 ) и д е а л ь н а я  ( н е в я з к а я )  ж и д к о с т ь ;
2 ) и д е а л ь н о  п р о в о д я щ а я  ж и д к о с т ь  ( a r ^  ж ) .
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К о э ф ф и ц и е н т  п о г л о щ е н и я  (м н и м а я  ч а с т ь  к о м п л е к с н о г о  в о л н о в о г о  
ч и с л а )  м н о г о  м е н ь ш е  в о л н о в о г о  ч и с л а  ( д е й с т в и т е л ь н а я  ч а с т ь  к о м п л е к с ­
н о г о  в о л н о в о г о  ч и с л а ) .
Р е ш е н и е
В н а ч а л е  р а с с м о т р и м  о б щ и й  с л у ч а й  в я з к о й  п р о в о д я щ е й  ж и д к о с т и .  
Г р а д и е н т а  д а в л е н и я  в  ж и д к о с т и  н е т . П о э т о м у  с и с т е м а  у р а в н е н и й  д в и ­
ж е н и я  ж и д к о с т и  и  н а п р я ж е н н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я  и м е е т  в и д
д  v  1
-  +  ( v V ) v  =  v A v  -  —  [ H ,  r o t  H | ,
d H  c 2
—  =  r o t  [ v ,  H  ] +  —  A H ,  (1 3 .1 2 7 )
d iv  v  =  0 , d iv  H  =  0.
Н а  л ю б о м  р а с с т о я н и и  z  о т  п л а с т и н ы  ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и  с о в е р ш а ю т  
к о л е б а н и я  п а р а л л е л ь н о  о с и  х .  П о э т о м у  т о п о л о г и я  з а д а ч и  т а к о в а :
Vx =  v x ( t , z ) ,  v z =  Vy =  0 ,
H x  = H x ( t , z ) ,  H y  =  0 , H z  =  H z  ( t , z ) .
В  э т о м  с л у ч а е  у р а в н е н и я  (1 3 .1 2 7 )  в  п р о е к ц и я х  н а  о с и  к о о р д и н а т  з а п и ­







d 2 v x  1 d H x
+  - —  H
d z 2 
d v x
4 n p  z d z  ’ 
d 2 H x
H z ̂ ------+ D m Я 2d z  d z 2
Dmd 2 H z d H z
d z 2 d z
0
(1 3 .1 2 8 )
З д е с ь  D m  —  м а г н и т н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  д и ф ф у з и и ,  о п р е д е л е н н ы й  в ы р а ­




И з  п о с л е д н и х  д в у х  у р а в н е н и й  с и с т е м ы  (1 3 .1 2 8 )  с л е д у е т ,  ч т о  п о п е ­
р е ч н а я  с о с т а в л я ю щ а я  н а п р я ж е н н о с т и  н е  з а в и с и т  н и  о т  к о о р д и н а т ,  н и  
о т  в р е м е н и :
Hz =  const =  H0. (13.129)
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О ч е в и д н о ,  р а с п р о с т р а н е н и е  к о л е б а н и й  в  ж и д к о с т и  п р е д с т а в л я е т  с о ­
б о й  п о п е р е ч н у ю  в о л н у . П о э т о м у  р е ш е н и е  п е р в ы х  д в у х  у р а в н е н и й  с и с т е ­
м ы  (1 3 .1 2 8 )  б у д е м  и с к а т ь  в  в и д е  п л о с к и х  в о л н ,  б е г у щ и х  в д о л ь  о с и  z :
v x =  A e x p [  i(ut +  k z ) ] ,  Hx =  B e x p [  i(ut +  kz) ] , (1 3 .1 3 0 )
г д е  k  —  в о л н о в о е  ч и с л о .
П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  (1 3 .1 3 0 )  в  э т и  у р а в н е н и я ,  п о л у ч и м  д в а  а л ­
г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и я  д л я  о п р е д е л е н и я  а м п л и т у д :
( i u  +  v k 2) A ---------------B  =  0 ,
4 п р
H0ikA — (iu +  Dmk2) B =  0 . (1 3 .1 3 1 )
П р и р а в н я в  к  н у л ю  о п р е д е л и т е л ь ,  с о с т а в л е н н ы й  и з  к о э ф ф и ц и е н т о в  
п р и  а м п л и т у д а х ,  п о л у ч и м  д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  д л я  в о л н о в о г о  ч и с ­
л а  и  ч а с т о т ы :
vDmk4 +  [ i u ( v  +  Dm) +  а2 ] k 2 — u 2 = 0 ,  (1 3 .1 3 2 )





Р а с с м о т р и м  ч а с т н ы е  с л у ч а и ,  у к а з а н н ы е  в  у с л о в и и  з а д а ч и .
1. Идеальная жидкость ( v  =  0 ) .
Д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  (1 3 .1 3 2 )  у п р о щ а е т с я  и  п р и н и м а е т  с л е д у ю ­
щ и й  в и д :
(iuDm  +  а 2) k 2 — u 2 =  0 . (1 3 .1 3 3 )
Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (1 3 .1 3 3 )  и щ е м  в  в и д е
k  =  а +  i e ,  в/а ^  1. (1 3 .1 3 4 )
З д е с ь  а —  д е й с т в и т е л ь н о е  в о л н о в о е  ч и с л о ;  в —  к о э ф ф и ц и е н т  п о г л о ­
щ е н и я .  П о д с т а в л я я  (1 3 .1 3 4 )  в  (1 3 .1 3 3 ) ,  п р е н е б р е г а я  ч л е н а м и  п о р я д к а  
(в/а) 2 и  р а з д е л я я  в е щ е с т в е н н ы е  и  м н и м ы е  ч а с т и ,  п о л у ч и м
uDma + 2а в =  0 ,
а2а2 — 2 uDmae = u2. (1 3 .1 3 5 )
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Р е ш е н и е  у р а в н е н и й  (1 3 .1 3 5 )  и м е е т  в и д
(1 3 .1 3 6
В о л н о в ы е  ч и с л а  а г и  а 2 о п и с ы в а ю т  в о л н ы ,  р а с п р о с т р а н я ю щ и е с я  
п р о т и в  и  в д о л ь  н а п р а в л е н и я  о с и  z  с о о т в е т с т в е н н о .  В  д а н н о й  з а д а ч е  а г 
н е  и м е е т  ф и з и ч е с к о г о  с м ы с л а  и  с л е д у е т  в ы б р а т ь  т о л ь к о  в о л н о в о е  ч и с л о  
а  =  а 2 .
В е л и ч и н а  в г  о п и с ы в а е т  к о л е б а н и я  ж и д к о с т и ,  а м п л и т у д а  к о т о р ы х  
р а с т е т  п р и  у д а л е н и и  о т  п л а с т и н ы ,  ч т о  п р о т и в о р е ч и т  з а к о н у  с о х р а н е н и я  
э н е р г и и .  В е л и ч и н а  в 2 с о о т в е т с т в у е т  з а т у х а ю щ и м  к о л е б а н и я м .  П о э т о м у  
к о э ф ф и ц и е н т  з а т у х а н и я  р а в е н  в  =  в 2 .
Т а к и м  о б р а з о м ,  и м е е м
v x  =  A e - l3z  e x p [  i ( u t  — a z )  ],
H x =  B e - e z  e x p [  i ( u t  — a z )  ].
А м п л и т у д у  к о л е б а н и й  с к о р о с т и  о п р е д е л и м  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  
п р и л и п а н и я  ж и д к о с т и  к  п о в е р х н о с т и  п л а с т и н ы :
v x ( z  =  0 )  =  и .  (1 3 .1 3 8 )
(1 3 .1 3 7 )
аш
a i ,2 — ±  ,----------------------
у а г + ш 5 т
ш D m
в г ,2 =  Т -
О т с ю д а  п о л у ч и м
A  =  U .  (1 3 .1 3 9 )
И з  у р а в н е н и й  (1 3 .1 3 1 )  п р и  v  =  0  о п р е д е л и м  а м п л и т у д у  н а п р я ж е н ­
н о с т и  м а г н и т н о г о  п о л я :
4 п р ш ( а  +  i e  ) гт 4  прш гт
— -—  --------- -U  ~ -----------— U.
Н о  ( а 2 +  в 2) Н о а
О к о н ч а т е л ь н о  и м е е м
v x  =  U e  e z  e x p [ i ( u t  — a z ) ] ,
H x =  — U e - e z  e x p [ i ( u t  — a z ) ]. 
H 0a
(1 3 .1 4 0 )
(13.141)
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З н а к  м и н у с  в  в ы р а ж е н и и  д л я  н а п р я ж е н н о с т и  о з н а ч а е т ,  ч т о  ф а з а  к о ­
л е б а н и й  н а п р я ж е н н о с т и  с о в п а д а е т  с  ф а з о й  к о л е б а н и й  к о о р д и н а т ы  и  о т ­
с т а е т  н а  п / 2  о т  ф а з ы  к о л е б а н и й  с к о р о с т и .  Э т о  с о о т в е т с т в у е т  п р и н ц и п у  
« в м о р о ж е н н о с т и »  м а г н и т н ы х  с и л о в ы х  л и н и й  в  ж и д к о с т ь .
Ф а з о в а я  с к о р о с т ь  в о л н ы  о п р е д е л я е т с я  о т н о ш е н и е м  ц и к л и ч е с к о й  ч а ­
с т о т ы  к  в о л н о в о м у  ч и с л у :
Уф =  а  =  a  j  а4 +  и 2 Dm. (1 3 .1 4 2 )
З а м е т и м ,  ч т о  ф а з о в а я  с к о р о с т ь  в о л н ы  з а в и с и т  о т  ч а с т о т ы  к о л е б а ­
н и й , т . е . и м е е т  м е с т о  д и с п е р с и я  с к о р о с т и .
В е л и ч и н у  п о в е р х н о с т н о г о  с к и н - э ф ф е к т а  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  к а к  р а с ­
с т о я н и е  z  =  8 , н а  к о т о р о м  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й  у м е н ь ш а е т с я  в  e р а з :
1 2 а
8 =  - ,  =  - J T T -  j a ^ + Z D y  ( 1 3 .1 4 3 )
Р - 2Dm
П р и  н и з к и х  ч а с т о т а х  и  б о л ь ш о й  п р о в о д и м о с т и  ж и д к о с т и  в ы п о л н я ­
е т с я  н е р а в е н с т в о
-Dm
<  1 .
В  э т о м  с л у ч а е  п о л у ч а е м
Уф a  _
8  =  в - 1 ,
Н  в =  - 2 c 2 P 
/ 4  п р ’ 2  a r Н 2 а ’
B  =  — j 4  п р .
(1 3 .1 4 4 )
К а к  и  с л е д о в а л о  о ж и д а т ь ,  п р и  н и з к и х  ч а с т о т а х  с к о р о с т ь  р а с п р о ­
с т р а н е н и я  п о п е р е ч н о й  в о л н ы  р а в н а  с к о р о с т и  в о л н  А л ь в е н а ,  и  а м п л и т у ­
д а  н а п р я ж е н н о с т и  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  п л о т н о с т и  ж и д к о с т и .
2. В я з к а я  и д е а л ь н о  п р о в о д я щ а я  ж и д к о с т ь  ( D m  =  0 ) .
П о с к о л ь к у  к о э ф ф и ц и е н т ы  в я з к о с т и  и  м а г н и т н о й  д и ф ф у з и и  в х о д я т  в  
д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  с и м м е т р и ч н о ,  ф о р м а л ь н о  р е ш е н и е  (1 3 .1 4 1 )  н е  
и з м е н и т с я  и  в  э т о м  с л у ч а е .  И з м е н я т с я  т о л ь к о  в ы р а ж е н и я  д л я  в о л н о в о г о  
ч и с л а  и  к о э ф ф и ц и е н т а  п о г л о щ е н и я ,  к о т о р ы е  м о г у т  б ы т ь  п о л у ч е н ы  и з  
(1 3 .1 3 6 )  з а м е н о й  к о э ф ф и ц и е н т а  м а г н и т н о й  д и ф ф у з и и  н а  к о э ф ф и ц и е н т  
к и н е м а т и ч е с к о й  в я з к о с т и :
а
a -
/ а 4 +  —2 v 2 ’
в
—2v
2 а / а 4 +  —2 v 2
(13.145)
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Ф а з о в а я  с к о р о с т ь  в о л н ы
Уф =  — =  - V a4 +  —2 v 2 . (1 3 .1 4 6 )a a
П р и  н и з к и х  ч а с т о т а х ,  к о г д а  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  —v / a 2 ^  1 , 






2a 3  ’ Уф a
Ho
V W p '
(1 3 .1 4 7 )
К а к  и  в  п р е д ы д у щ е м  с л у ч а е  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  п р и  н и з к и х  ч а ­
с т о т а х  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  в о л н ы  р а в н а  с к о р о с т и  в о л н  А л ь в е н а .  
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Компоненты тензоров 
деформации и напряжении в 
криволинейных координатах
Приложение B
Т е н з о р  д е ф о р м а ц и й
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Т е н з о р  н а п р я ж е н и й
1. Ц и л и н д р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы  ( r ,  р ,  z ) .
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Уравнения движения в 
криволинейных координатах
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Электромагнитные величины в 
гауссовой системе и в СИ
Приложение D
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